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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 101
(Théorie du Potentiel)
10e annéde, 1965/66, n° 1 17 mars 1966

FCRMULES DE GREEN
par Philippe COURREGE

§ O« Introduction.

La formule de Green

‘ . T dv du
'fM (vav - vau) dr 'JBM (u-g—ﬁov-éﬁ) do

spparatt déjd 3 peu prés sous cette forme dans le mémoire de GREEN [5], dans le
cas o M est un ouvert de R° de frontidre 3M assez régulidre, et o A est

1'opérateur de la place ordinaire.

Dans le cas ot M est un ouvert de R" , cette formule joue un r8le fondemental
en théorie du potentiel classique (voir BRELOT [3], p. 167, KELLOG [7], p. 86, et
MIRANDA [8], pe 9) ; et, plus généralement, cn théorie des problémes aux limites
elliptiques dfordre supéricur, on en utilise couramment une extension an cas ou
l'on remplace A par vn opérateur elliptique dfordre 2m (voir, par excmple
AGMON [1], p~ 92)s

Dans le cas ot M e.7 une variété riemannienns & bord, J.:s éléments constitue
o)

on
ce n'est la formmle elle-méme, gpparaissent parfois dans le texte des ouvrages ou

tifs de la forrule (mesures riemannienres + et o , opérateurs A et ), si
cours de géométrie différentielle (voir par exemple i livre de HELGASON [6],

pe 386), mais ce.’. de fagon disgpersde, et mélangée & ds savantes considérations
qui, loin de 1t'éclairer, Je voilenrt uwéme souvent par des hypothdses parasites [il
en est ainsi, par exerpls, &u carnztirve owienbteble de M, qui, len qu'inutile
(voir les n° 2.2 et 301), senble nécessaire si 1lfon déduit la formule de Green de
la formmle générale de Stokes J\M do = ‘I‘aM ® Jo

On trouvera ci-dessous un exposé élémentaire de la formule de Green sur une va-
riété & bord G  munie d'une métrigue riemannienne (caudre'ninimal® pour ce sujet),
ne faisant appel & aucune connaissance préaslable de géométrie différentielle : les
éléments nécessaires en sont introduits au § 1 5 au § 2, on définit et caractérise
les termes intervenant (mesure riemannienne; opérateurs gradient et divergence,
dérivée normale, associds & une métrique riemannienne) ; enfin, au § 3, on établit
la formule de Green. On présente, par ailleurs, en appendice, divers compléments
qui seront utilisés dans la suite du présent séainaire [11].
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§ 1. Préliminaires sur les variétés & bord (l).

1.1. Fonctions de classe C° sur R . - On posera, n étant un entier

20,

R ={z] z=(z") e et z"3 0)

et

n

n n
Ry={z| zeR

et z = O} -

Si Q est un ouvert de R , et si f est une fonction numérique définie sur
Q, en vertu d'une forme élémentaire du théoréme de Whithney (voir [12]), il est
équivalent d*affirmer que f se prolonge en une fonction de classe P (0gp g=)
sur un ouvert & de R tel que Q=Qn Eh: , ou que f admet des dérivées
partielles continues sur Q jusqu'ad l'ordre p , ces dérivées étant prises dans
la direction z° > 0 aux points de (n RIO1 . On dira alors que f est de classe

Cp sur Q .

1.2+ Structure de variété & bord. - Soient M un espace topologique séparé,

et n un entier 31 .

On convient ici d'appeler carte locale de variété & bord de dimension n sur M

tout couple (U , x) ot U est un ouvert de M, et x wun homéomorphisme de U

sur un ouvert du demi-espace fermé R°T (n® 1.1). Pour chaque x € U , on note
xl(x) (1 i< n) les coordonnées de x(x) dans R® .

fa)

Un atlas de variété 2 bord sur M de classe C~ et de dimension n est alors

un ensemble @ de cartes locales (de variété a bord) sur M tel que :

(al) les cartes locales de @ recouvrent M,
(&,) pour tout couple .y, (T,%) délénents de @ tels que U n U A0,

1

- ~ A
1'application X oy~ de x(UnU) sur %(UnTU) , ainsi que son application

inverse, sont de classe ¢ (au sens défini au n® 1.1).

Doux atlas & et @ sur M sont équivalents si & u &' est encore un atlas.
Un atlas & est complet si 9 contient tout atlas quli lui est équivalent. Tout
atlas sur M est contenu dans un atlas complet, et un seul.

Ceci étant, la phrase "soit M une variété a bord de classe C¢° et de dimen-

sion n " correspond & la donnée d'un espace topologique séparé M et, dessus,

(1) Pour plus de détails, voir le chapitre I du livre de HELGASON [6] ou sussi
la monographie de MUNKRES f?]o
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d'un atlas complet ¢ de variété 2 bord de classe G et de dimension n ; une
carte locale (U, x) de M étant alors un élément de cot atlas (2).

On suppose, dans toute la suite, que M désigne une telle variété.

Si V est un ouvert de M, l'atlas complet O, définissant la structure de va-
riété & bord de M, induit sur V un atlas complet qui fait de V wune variété
3 bord de classe C et de dimension n .

13 Fonctions numériques de classe P . Changements de coordonnéese = Si

V est un ouvert de M , on désigne par C°(V) ( p entier >0, fini ou + = )
1lt'egpace vectoriel des fonctions mmériques sur V telles que, pour toute carte
locale (U, x) de M (n°1.2):

(1.0) fo X—l est de classe C° sur x(U) (au sens du n° 1.1) .

Pour que M soit de classe C° sur V , il suffit, en vertu de (Clz) (ro 1.2),
que (1.0) ait lieu pour un ensemble de cartes locales recouvrant V .

si (U, x) estune carte locale de M, fe W) et xeU , on note —-a-%(x)
X

(1 g1ign) 1la dérivée —-a-i-(f ° x"l) prise au point x(x) .

02z i
En particulier, si (0, %) est une autre carte locale de M, -@x‘:{(x) désigne,

pour xe Un U, la dérivée eyt o %’1) prise au point x(x) . Les matrices
. A. az

-@Li] . s et [-@x-j-] A sont ainsi, inverses l'une de 1l'amtre.

[323 <l jsn ay st Isn ’

1.4; - On gppelle bord de M , et on note M 1le sous—ensemble de M formé
des xe€ M pour lesquels il existe une carte locale (U, x) de variété a bord
sur M (n° 1.2) telle que :

(1 ol) xel et Xn(X) =0 .

oM possede les propriétés suivantes :

((Bl) 3M est un sous-~ensemble fermé de M ;

((Bz) il existe sur oM un atlas complet ® de variété (sans bord) de classe
¢” et de dimension n =1 , et un seul, tel que, pour toute carte locale (U , x)
de M, on définisse une carte locale (U naM, x') sur 3M appartenant & @

(2) On distinguera évidemment une "carte locale de variété & bord sur (l'espace
topologique) M ", et une "carte locale de M ". Voir le n° 1.1l & ce sujet.



en posant :

(1.2) w1 @) = (@), eer 5 xH()) (xeUna¥ .

M sera toujours considéré comme variété (de dimension n -~ 1 ) pour la struc-
ture définie par ® . L'ouvert M «3M de M est naturellement une variété (sans
bord) de dimension n . En particulier, si aM=§, M est une variété (sans
bord) ; ce qui permet de considérer une variété (sans bord) comme une variété a
bord vide.

1.5, Espaces fibrés tangents T(M) et T(3M) . - Pour chaque x € M, on dé-

signe par GX(M) 1'espace vectoriel sur R des germes de fonctions mumériques de

classe C  sur un voisinage de x , et par TX(M) 1'espace des formes linéaires

P

£t £ e=—> E.f gur GX(M) ayant la propriété suivante (propriété de dériva-
tion au point x ) @

(1.3) Eo(fg) = f(x)E.g + g(x)E.g (£, ge GX(M)) .

TX(M) est 1l'espace tangent en x & M, et ses éléments les vecteurs tangents

en x & M., TX(M) est un espace vectoriel (sur R ) de dimension =n s

8i (U, x) est une carte locale de M au voisinage de x (x € U) , les for-

mes linéaires £ —> -—@-%-_»(X) (1 1< n) sont des vecteurs tangents en x &

-,

oX
M qui forment une base de TX(M) (voir, par exemple, HELGA3ON [4], pe. 10). On

motera /3~ le vecteur tangent f —> —é%_-(x) en x (1gigmn) «Ceci
. . aX

permet d'écrire

n
i af
gof = Z gl "B"E‘(X)
i=1 X
n 'Y -
pour £ € TX(M) de la forme € = ) & a/ox~ 3 d'ol il résulte que 1l'applica—
i=1
tion f ——> E.f peut 8tre prolongée de fagon unique aux fonctions f de classe

€ au voisinage de x en congervant la propriété (1.3).

Si x € 3M , on définit un isomorphisme € ——> E' de l'espace tangent TX(BM)
4 la variété oM en x sur un hyperplan de ltespace tangent TX(M) en posant,

by

pour chaque £ € G (M) s g'.f = g.faM (ou f désigne la restriction de f 2

oM
M ). On considérera toujours TX(BM) come plongé dans Tx(M) par cet isomor-
phisme. Si (U, x) est une carte locale de M au voisinage de x , pour

1gign=1, le vecteur tangent ax/ax'l € Tx(aM) (n® 1.4) est ainsi identi-

£ié au vecteur tangent o /ox € TX(M) .
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Enfin, si V est un ouvert de M , on identifie TX(V) a TX(M) pour tout
xeV.

1e6e = Un champs de vecteurs sur la variété M est une famille (X ) ol

X € TX(M) pour chaque x € M.

xeM

Si X est un champs de vecteurs sur M et si f € Cl (M) , on note X.f 1la
fonction mmérique X ——> XX.f sur M ; on dit que X est de classe cd
(0gqggw) si X.f e (M) pour tout £ e C (M) .

f =—> X.f est alors une application de caractére local (supp X.f < supp f)

de O (M) dans CO(M) ayant, de plus, la propriété de dérivation :

(1.4) X.(fg) = £(X.g) + g(X.f) (£, gectan) .

Les champs de vecteurs apparaissent ainsi comme les opérateurs différentiels ho-

mogdnes du ler ordre sur M (3) .

I'ensemble des champs de vecteurs de classe c? sur M constitue un module sur
ltalgebre C3(M) qui sera noté V() .

A
1.7. Applications différentiables. Différentielles. — Soit M une deuxicme

variété (avec ou sans bord) de classe c° et de dimension n . On dit qutune ap=
A

plication § de M dens M est de classe ® (0gpge) si $osecPm)

pour tout Fe P .

Si % est de classe C1 , on appelle différentielle de ¢ en x € M 1llappli-
cation lindaire d_o de T (M) dans T, (M) définie en posant &
(1.5) a_a(e).f=¢.(Foa) pour tout fe C°(H) et ge T (M) .
In particulier (prenamt M=R), si £e o' () et xeM, onmote d_f
la forme lindaire sur TX(M) définie par :
(1.6) (4, £, &) = E.f (g e T (™) .
Si M est une troisiéme variété, et si Y est une application de classe G

de M dans M la fonction composée Y o § est aussi de classe ct , et la pro=-

priété de comp031t10n des différentielles g'écrit :

(3) Voir le § 1 de 1'exposé n® 3 du présent séminaire [11].

(4) Les fonctions f e CP(M) (n°® 1.3) sont exactement les applications de classe
P de M dans R .
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y ¥o d, & | (xeM .

(1 07) dx(‘i'f o @) = d@(x

186 - Une p~forme différentielle sur M ( p entier > 0 ) est une famille

W= (wx)XeM ol, pour chaque x € M, . _ est une forme p-linéaire sur Tx(M) :
(gl 3 ove o gp) — U.)X(gl g cee o gp) Py

Si o est une peforme différentielle sur M, et si X' , ee. , ¥ sont des
champs de vecteurs sur M , on note (,U(Xl , eee , ) 1a fonction numérique
X ae—> u)X(X}lC s ee Xi) sur M . On dit que ® est de classe G¢ (0 Q<)
si o , ses 5 X) est une fonction de classe 02 pour tout systéme

(x* , osr 5 ¥) de chemps de vecteurs de classe C .

Les composantes de » relativement & la carte locale (U, x) de M sont les
fonctions x > wx(ax/axﬁl , eee BX/BXOP) s c€{l, 2, e, n}{x,z,.q.,p}‘

En particulier, si f e et (1) » et sionpose w, =d_f pour tout x €M,

on définit une l~forme de classe C* sur M qui est notée df . Si X est un
champs de vecteurs sur ¥ , on note fréquemment (df , X) au lieu de X.f 1la

fonction X ww=> (dX £, XX> c

19e = Un champs ce p=vecteurs (p entier >0 ) sur M est une famille

(Hx) gese Oy pour cheque x €M, [ est une forme p-linéaire sur le dual T§(M)
de l'espace tangent TX(M) .

. . 1
Si I est un champs ds p-vecteurs sur M, et si @ , oeo , of sont des 1w

ve o . 1 .
formes différentielles sur M . on note TI(w eee o oF) la fonction
s 2 b

1
T em—> Hx(u)x g n20 w‘;’;)

sur M . On dit que I est de classe C* si Il(wl , esc 5 @) est de classe 0%

pour tout systéme (wl , eee 5 F) de Ll-formes de classe C° .

1.10. Partitions de l'unité.

r THEORLYD (5):. - On suppose que la variété M est normale (6). Alors, pour

tout recouvrement Uoz)'aeA de M localement fini et formé d'ouverts relative-

.

(°) Voir HELGASON [6], p. 8-

(6) En temps qulespace ‘topologiques.
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ment compacts, il existe une famille ((pd) wcp de fonctions positives do alasso

¢® sur ¥ telle que ¢

(1) pour chaqu: o € A, ¢, & son support compact contemu dans U, j
(ii) pour chaque xe M, Z Py (x) =1 .,

La famille (p ) est appelee une partition de 1'unité sur M subordonnée au
P

resouvrement (Ua) o

loll. Cartes locales de M de classe OF (p > 0) . - On note d'abord que,
si (U y %) est une carte locale de M (n° 1.2), pour chague x € U, la famille

(d X )l < est exactement la base de 1'espace 'I’*(M) (dual de TX(M) ), duale
de la bage (3 /ax )1<1<n :
(1.8) (a W, ety = 5ji (lgi,jgn) .

Ceci étant, on appellera carte locale de M de classe o p entier >0,

fini ou + » ); toute carte locale de variété & bord sur M, (U, %) (voir le
n° 1,2 ¢ U est un ouvert de M et x un homéomorphisme de U sur un ouvert
de R ), telle que x et le soient des spplications de classe GF (n® 1.7).

En perticulier, une carte locale de M de classe CO est seulement une carte
locale de veriété & bord sur M , et une carte locale de M de classe C est

vne carbe locale de M {(élément de 1'atlas complet définissant la structure de
variété do M 5 n 1.2).
8i (U, x) est une carte locale de M de classe P avec p>l, etsl

. . . i . .
x € U, la fanille ‘dx ) forme encore une base de l'espace T%(M) , on

lgign
X i \ i .
notera encore (al/ax ) 1cicn la base de TX(M) duale de (4 x )lg.gn (relation
(1.8)). 81 fe 0 (U) et x= U, possnb, comme au n® 1.3,
i) =2elto x )
% 2z
on a encore,
(1.9) ..@%.(x) = (d, £, 3%/ lgign) .
X
Dans la suite, une carte locale de M de classe cP (p 1) sera couramnent

appelée simplement "carte locale de M " lorsque la valeur pre01se de p ntimporte
pas (pourvu que p 31 ).
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§ 2. Métriques riemanniennes. Mesure riemannienne, gradient et divergenoce asgoem

ciés (7).

2.1. = Une métrique riemannienne sur 1 est une 2-forme difflirentielle

g sur M (n° 1.8) teile que, pour tout x & M, la forme bilinéaire

g,8 =—> &[5, M)

sur TX(M)‘ soit symétrique et définie positive s
g (5, M =g, € pour tout & , e T (M) ,

et
g.(g ,8) >0 pour tout e T (M) , £#0 .

8i (U, x) est une carte locele de M (8), on notera, pour x€ U ,

8 5 (x) = gx(ax/axl , 3/ 3x?) (lgi, jgn

o . N X, 1 o .
les composantes de g relativement 3 la base (>%/ax )1§isn de TX(M) (n° 1.5);
et on posera

Xy _ oay

g (x) = c.nb[gij (x)] .
On a, gij(x) >0 (1gjgn et gx) >0 pour tout xe U .

8i la variété M est paracompacte, 1l n'est pas difficile de construire sur M

une métrique riemananienns de classe (I désignant par (Uoz ’ ch) un recouvrement
localement fini de M par des cartes locales et par (cpa) une partition de liuni-
té subordonnde & ce recouvrement (n° 1.10), il suffit de se donner, pour chaque « ,
et chaque x € U, , une mabrice définie positive gC;_j (x) fonetion C de x , et

=

de poser, pour chaque x & M et chaque § , ne T (M) ¢

n » .
g (5, M =2 oy (%) PR N CIR |

a i j=1 +J

o g =(d x", 8 et =g, M (Gsi,isn) .

Inversement, s'il existe une métrique riemannienne sur M, M est métrisable en

temps qulespace topologiqus (appendice n® A.3), donc paracompacte en vertu du théo-

( (7) 1;1 désigne toujours une variété & bord de classe ¢° et de dimension n
n° 1.2)« :

(®) De classe O° avec p 1 (voir le n° 1.11).
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véme en 4 lcmmes de BOURBAKL ([2], & 4. n° 5).

La comparasison de deux métriques riemannicnncs sur M feit epparaltrn la fone-

tion scalaire suivante ¢

LEMME. - Soicmt g et & deux métriques riemanniennes de classe c? sur M.
Il existe une fonction, partout >0, de c3(M) (et une seule) telle que, pour

tout x € i et toute suite €1 5 wee 5 B de vecteurs de TX(M) s on ait
(201) de'b[gx(g_;_ ¢ §j)] = d\X) ‘?-""t'[gx(gi ) §j):| ¢

En particulier, si (U, x) ech une carte locale de M, et s1 x €U,

[Vérification sans difficulté & parblr de (2.1%) grfce & la relation,

astle(s; , €5)] = (@ete)? & ]

La fonction d seru appelée densité de g par rapport & g , et notée &/ .

-

e

de

2.2, Mesure riemannienne associée & une métrique riemannienne.

AT . e . . 0 s
THEOREME. - Si g oot uns métrique riemannienne de classe G sur M, il
exigtc une megure de Radon positive .. sur M ; et une seule, telle que, pour

=

toute carte lecale (U, ) de M (9)9 et toute fonction f € GO(M) & support
compact contenu dans U ,

wl -l 10
2.2) = v
(2.2) Iyearg =1 o) 6 @6 @) @ ()
En ou’rg, sl é‘ can ane cabre méirique riemannienne de classe Go sur M, on
o Ts=Ng T (ll"
g 7% g T

(2.27) IM f d'.rg = ”YM TAl8/g d'rg pour tout f € GO(M) 4 support compact .

Tg est la mesure riemarnienne associée & g » On la note couramment T au lieu

'Tgv

(9) De closse G avez p > 1 (voir le n° 1.11),
(10) dz est la mesure de Lebesgue sur R- .
(11) Or 8/g est la densité de £ par repport & g (n® 2.1).
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En effet, considérant une partition de l'unité subordonnée & un recouvrement de
M par des cartes locales (12) (théoréme 1.10), d'une part Lfunicité de Ty résul-
te immédiatement de (2.2), dtautre part son existence sera établie si llon montre

que,
[ -1 e ST ael [5 . at
(o) Teoox g o, dx =l fox gho T &,
A A , ' :
dds que (U, x) et (U, %) étant des cartes localesde M, asupp £ U n T .

Or, posant Q = x(U n 0) , G = SWUAl) et 3=4o X,“l , et tenant compte de
la formule de changement de variable pour les intégrales multiples, on est ramené a
montrer que, ‘

-1 | -1 -1 / -
““Qf(’x gxox dX:IQfOX gxox ]Jq)ldx;
| ou encore que,
-1 X =l 2
g o xT = (@ o xTIIT
ce qti résulte de la manieére dont on passe des composantes gij aux composantes

A
By ¢

ak Al
(2.3) 815 = kz §k,@ %‘i“a‘x‘j (lgi,jsn .
ob OX. OX

Comme (2.2') résulte immédiatement de (2.2) et (2.1'), le théoréme est établi.

Remarque 1. - On notera que l'existence de ’Tg ne réclame pas que le variété M

soit orientable, ainsi qu'on pourrait le penser lorsquion définit T _ & partir de

g
1%élément de volume riemennien ’ng par la relation :
. — I AY ' 3 o s 3 . -
IM £ dTg =16 £ Ty (ot © est llorientation de M définie par Mg )

#idme remarque pour la densité g&/g qui pourrait 8tre sussi définie par @
A
g =NE/eg M, -
Remarque 2. = La correspondance (M, g) —> ™, g introduite dans le théoréme
9
précédent est caractérisée par les trois propriétés suivantes :

(¢) Soiemt M et M des variétés de mlme dimension, g et & des métriques
riemenniennes sur M et M , et & une injection de M sur un ouvert de i , de
classe G- (n° 1.7) ainsi que @‘1 , telle que, pour tout xe M et £, 1€ TX(M) R

(12) M étant pourvue d'une métrique riemannienne est paracompacte (n® 2.1).
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8s(x) (0 2(8) , dp a(M) =g, (g, M) .

Alors, Tﬁ, 5 induit sur (M) 1la mesure image @(TM’ g) .

(o) 8i g et £ sont deux métriques riemanniemnes sur la variété M,
A
™, 8 =e/e g

(cow) Si M est un ouvert de R™ , et si g est la métrique euclidienne, M, ¢
N
est la mesure induite par la mesure de Lebesgue.

[Vérification sans difficulté : la condition (o) jusiifie le transport local de
T sur B*, (aw)et (ana) font espparaitre le facteur ANgt o x"l dans la relation
(2.2)« On notera que, si M est un ouvert de R®, g 1a métrique euclidienne sur
M, et 2 1l'image de g par une bijection & de M sur M de classe C1 ainsi
que gt , la propriété (o) est une conséquence de (a), (vaw) et de la formule de
changement de varisble dans les intégrales multiples. Toutefois, la propriété (ao)
demeure requise, car une métrique é sur M nfest pas toujours image de la méori-

que euclidienne. ]

2.3. Métrique riemannienne induite sur le bord et mesure associée. = On a vu

(n® 1.5) que, pour 'chaque x €M, TX(aM) est canoniquement plongé dans Tx(M) o

Ainsi, si g est une métrique riemannienne sur M , en posant

gl(c, M =g, n  pur xeal et g, neTH ,

on définit une métrique riemannienne g! sur oM appelée la métrique induite par

By

g sur dM, ou encore la restriction de g 2a OM . La mesure riemannienne sur M

associde & g' sera notée Og ? ou simplement o -

244. Opérateur gradiernt associé 3 1re métrique riermannienne. « Soit g wune

métrique riemannienne sur M de classe ® (0g pL® .

Pour chaque x € M, la forme bilinéaire g, sur TX(M) définit une application
linéaire bijective vy, de T% M sur T x(M) :

Si 6 e ’I‘;*{(M) , yx(e) est l'unique vecteur tangent en x tel que
(2.4) ' gx(\(x(e) y E) =_<e » B pour tout € € Tx(M) .
Si o est une 1l~forme différentielle (n® 1.8) sur M de classe G (0ga<p),

et si on pose X_ =y () pour tout x €M, on définit un champs de vecteurs
X = (Xx>xeM' de classe C! sur M . On note X = v (w) o
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Fn perticulier, si f e c%*

(M) , on notera gradg f ou simplement grad £ le
champs de vecteurs (de classe Gt ) +y(df) » ‘

On peut énoncer le théoreme suivant @
THEOREME. - Si g est une métrique riemannienne sur M de classe c®

(0 < pg=) , i1 existe une application f > grad £ , et une seule, de ¢t (M)
dans \?O(M) telle que, pour f € ct (0 ,

(2.5) glgrad £, X) = (af , X) pour tout X € YO(M) .

De plus, supp(grad f) © supp £ (caractére local) (]‘3 ), grad £ est de classe
c? (0gqgp) si fe e+t , et

L (2.6) grad(uv) = u grad v + v grad u

245 Champs de 2-vecteurs conjugué d'une métrique riemannienne. — Avec les

notations du n® 2.4, pour chague x & M, on définit une forme bilinéaire g _ sy-

métrique définie positive sur T*(M) en posant,
(2.7) B oy 8) = g (v (@) 5 v, (p)) (@, BeT) .

g = (éx) ey ainsi défini est un champs de 2-vecteurs (n® 1.9) sur M (de classe

en méme temps que g ), appeléd le champs de 2-vecteurs conjugué de g »

Pour chague x€ M, éx est une forme bilinéaire sur T* (M) symétrique et dé-

finie positive ; inversement, tout champs de 2-vecteurs sur M ayant cette pro-

priété est conjugué dtune métrique riememnienne sur M définie de fagon unique par
(2.7).

Si (U, x) est une carte locale d¢ M, et si x€ U, les composantes de

de T* (M) (base duale de (ax/axi) )

relativement & la base

i
(@ xD 1 giem 1gisn

sont notées gl'] (x) =

(2.8) gl =% (@ x", 4 x))  (si,ism .

Pour chaque x € M , les matrices [g™9(x)] et [gij (x)] sont inverses lfune de

l'ant:ée H

(2.9) %gﬂ&>£%ﬁ=ag pour 1gi,jgn .

[En effet, gly(@) , o/ax’) = (&K, dx’) = a} » par définition de vy ; et

(13) supp désigne le support.
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‘Y(dxl) =2 gkl YA Bxk , puisque
k

@E , yad) = el , via) = BaE , o) =T .

On en déduit les composantes de grad f{x) (xeU, f€ ct () ,

(0100 (a0, ersd 26y = 2 @AW Gsisw
_ k=1

2.6+ Opérateur de divergence associé & une métrique riemanniennc.

THEOREME. — Soit g une métrique riemennienne de classe P+t (0Ogpg=)

sur M . Alors, 1l existe une gpplication R-linéaire, et une seule,
X > divg(X)

de v () dans cO(M) telle que

1
(2.11) v (£0) = £ aiv (1) + (@f ; B) (fect@ , xev( ,
(2.12) f div (X) dr_=0

i Mg g~

pour tout X € ! /M) 2 support compact disjoint de 3M

(2.13)  supp div, (¥) < supp X (X € ¥*(M)) (caractére local)

.

De plus, divg(X) est de classe Y (0gagp) si X est de classe ¥,

divg , einsi caractérisé, est appelé 1'opérateur divergence associé & la métrique

riemarmienne g . On notera souvent div(X) au lieu de divg(X) .

COROLLATRE. - 81 (U , v) est wne carbe locale de M de classe C° (%), et
si X e?l(U) , on 4,

n . s
(2.14) aiv, (%) =t 2 Egfgr )
ng i=1 K

| ou T =(d" , Xy (1 gisgmn) sont les composantes de X (15).

Remarque. -~ La relation (2.12) est exactement la formule de Green pour une varié-

té sans bord. La caractérisation de liopérateur divg , contenue dans le théoréme

(14) Voir le n® 1l.il.
(15) g = det[gij] (n° 2.1).
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précédent, est ainsi celle qui convient dans le présent contexte.

Dans une optique plus géométrique, on pourrait remplacer la propriété (2.12) dans
le théoreme par la condition suivante

(2.12') div(X) = 0 pour tout champs de vecteurs X tel que EX(g) =0 (16)

(ou £y est 1lopérateur "dérivée de Lie" associé & X ).

Démonstration.

(x) D'sbord, si un opérateur R-lindaire X ——> div(X) de Yl(X) dans CO(X)
a les propriétés (2.11), (2.12), (2.13), il vérifie aussi (2.14). En effet, en ver-
tu de (2.13) (caractére local), div(X) ne dépend, sur U , que des valeurs de X
‘sur U, et il suffit A'éteblir (2.14) pour X e yt (U) & support compact dans U .
Or, pour un tel X , on a, d'aprés (2.11), '

div(X) = div( Z Xi a/axl) —Z X:L d:Lv(‘)/BX ) + Z BX 3
X.

dtol, d’aprés (2.13) et (2.1) (n° 2.2),

0

1

“ve

: _ :
J1><(U) {E (x" aiv(d/ax’) + .E.X;i.) & o 5 dz

.;
ou encore, en prenant X’ =0 pour j #1i,

IX(U) {‘%@ Xl) + (diV(O/DX ) ""’:"'""“/.—)r Xl} =0 .
o Jex 3

Comme cette relation est satisfaite, en particulier, en prenant pour X" une fonc-
tion de classe C  arbitraire 3 support compact, contenu dans U, et disjoint de
3M (fonction pour laquelle on a J % (V) {—-—»ng Xl)} o X dz = 0 ), on obtient

finalement,
Giv(a/axl) (x) = —=—e -—-—%‘(X) pour tout x€ U \3M 3
'ng @
donc aussi, par contimuité des deux membres, pour tout x €T .

(8) Pour montrer 1l'existence, il suffit de vérifier que "l'expression (2+14) est
invariante par changement de coordonnéest. La vérification directe est un méchant

(*°) Un champs de vecteurs X tel que fxgg) = 0 est appelé champs de vecteurs
de Killing ; voir & ce sujot 3. I. GOLDBERG [4], p. L08.
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caleul tensoriel ; heureusement, on peut s’en passer ici en remarquant que div
définie par (2.14), satisfait localement (2.11), (2512)‘91',.(2.,13) (vérification

cette fois immédiate), donec a la iidme forme dane toute autre carte locele, dfaprés
(2) ci~dessus !}

4

Co Qo Fs Do

247+ Llopérateur divergence comne transposé du gradient. — L'opérateur div

apparalt comme un opérateur différentiel du premier ordre opérant des champs de

vecteurs dans les fonctions. Le théoréme suivant precise comment divg est adjoint

de gradg (sur une variété sans bord).

. [ .
~  THEOREME. - On suppose que M est une variété sans bord (M =g) , et que ¢
yo s . . L .
est une métrique riemannienne de classe C° sur M . Alors,

(2.15) JrM s divg(X) 81, = = fM ©f, %) dr, = - J,M g(x , grad, £) ar,

pour tout f e ct (M) et Xe \?1{75'1) & eupports compacts.
(Conséquence immédiate de (2.12), (2.11), et de la . Sfinition de gradg (n°2.4).)
2.8 Champs de normales extéricures sur le bord- - Un champs de vecbeurs extéw-

rieurs de classe & (0 £p<®) sur oM est une famille o = (ey)xeaM
chaque xe dM, e_e T (M) , telle que, pour chague fonction f e C°(M) ¢

ou, pour

« s eX‘) est de classe C° sur oM 3

X X
(1) la fonction x > (4
>0 sur M et ncile sur M, alors

(ii) si f est
7

(C.X £f,e.00 pour tout x € 3M

On notera alors, pour f € ct ), -g«g la fonction x -——> (d T, e} o

d ‘ Id - © -
[ THEOREME. - Soit g une métriyue riemennienne de classe C° (0 £p<» sur

<o
M . Il existe un champs de vecteurs extérieurs n sur oM, de classe c® , eb
un seul, tel que, pour tout xe M,

(2.16) gX(nX s n) =1 ,

(2.17) g'X(n}c y €) =0 pour tout € € Tx(alvi) .

'De plus, pour toute carte locale (U ,x) de M, et pour tout x€UnaM,
on a,

(17) Diol le vocable "extérieur!.
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(2.18) (d xi p D) 7 o emmmmeme " (%) (lgign)

(Vérification sans difficulté, compte tem de (2.9) (n° 2.5).)

n , ainsi caractérisé, est appelé le champs de normales extérieures sur 3M as-

2 P A . 2 a L4 by
socié & g, ou aussi le conormele extérieure associée & g .

§ 3. Formules de Green.

3el. = Dans tout ce paragraphe, M désigne toujours une variété & bord de
classe C et de dimension n (n° 1.2), g une métrique riemanniemme de classe
Gl
tivement assocides & g et & ca vestriction d M (n° 2.2 et 2.3), div et grad

les opérateurs divergence et gradient sur M (n° 2.6 et 2.4), et n .le champs de

sur M (n° 2.1) 7 et ¢ les mesures riemanniennes sur M, et M respec—
s b4

normales extérieures sur M (n°® 2.8) associd d g .

Remarque. ~ On ne suppose pas que M est orientable.

3.2, THEOREME (Formule de Green) (19)5 - Pour chaque chemps de vecteurs X
T
sur M, de classe G~ .. & support compact,

(20) .

© [gav ar = etx, ) @

En effet, utilisant d‘abord une partition de 1'unité sur M (21) (n° 1.10), on
se ramene au cas ou X a son support dans une carte locale (U, x) de M.

Pour un tel X ; on a (n° 2.2 et 2.6), d'une part,

g(X , n) = --—;1—_»;'2_ g™ ¥ g 5 d'aprés (2.18) (n° 2.8) ,
nn i,
g
. d'aprds (2.9) (n° 2.9) 3

nn

NE

done,
(18) On motera que g "(x) = éx(dx Xn » d ) > 0 (voir le n° 2.5).

(19) Avec les notations et sous les hypotidses du n° 3.1.

(2'0) Oh g(X, n) désigne la fonction x e—>» g (X n) sur aM ("e flux
sortant de X "),

(21) M étant pourvue diune métrique riemannienne est paracompacte (n° 2.1).
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(3.1) uraM g(X 3 n) do = -J\

X(U)nRO { J"“

ot ! désigne (n° 1.4) la vestrictionde x & Un 3M, g' la restriction de

\

g & M, et dz' la mesure de Lebesgue sur Rg + D'autre part,

}°x'1dz' ’

n .
Ory pour 1 gign=-1,

J.X_(U) {-a-%(\[; Xl)] o X-l dz =0 ,

ainsi qu'on le voit, compte teru de ce que X" est 2 support compact, en écrivant

1lt'intégrale sous la forme

tf; dzn ‘f ""‘a“'.' @l(Zl ’ Z2 g eeo Zn) le dzz cse dzn—l
Rn-l 3zt

(o (@) = W @) .

Et, de mBme, pour i=n,
U‘“‘" 1 Nl n, 1 Nl n n
J‘. {""""‘ Xl)} OX dZ nﬂ-l dz soe d3z [:"'@-ﬁ@ (Z 9 ese g 2 P 2 ) dz

% {U) 57( R dz

1l

1

2=l 0) dzt ee. ag™t

| n, 1
A = _(Q (Z y *oc 9 2
R1’171

en intégrant par parties la derniére intégrale (22),

“"r {Xn\[gaox'-l dz! 3

1l

x (V)R]

et finalement,

(302) urM diV(X) dr = -atr n {XII,J—;.} o Xl—l dz? o
x ()R] |

Comparant (3.1) et (3.2), on voit que le résultat cherché découle de la relation
? ?
gnn gx = gt , elle-m8me conséquence de (2.9), puisque g'x est exactement le

mineur dfindice mnn du déterminant g* .
C. Q. F. D.

(22) La formule de Green n'est autre que la formule d'intégration par pa:r?ties
bien enrobée 1}
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3.3« Opérateur de Lgplace~Beltrami de g . = Pour chaque f & C gM) » ON POw
23)

se (

(3.3) A.g £ = div(grad £) .

On Aéfinit ainsi une epplication lindaire A de C-(M) dans C(M) de carso-
tére local (supp Af < supp £, ¥ £€ C°(M)) .

A & est appelé llopérateur de laplace-~Beltrami (ou simplement le laplscien) asso-

cié & la métrique riemannienne g . On notera couramment A au lieu de Ag .

Si (U, x) est une carte locale de M de classe 02 , on a, sur U, pour cha-
que fe o2 ) ,

n .
(3.4) T e IR
NS 1,5=1 ox K,

(Ceci résulte de (2.10) (n° 2.5) et de (2.14) (n° 2.6).)

En particulier, si M est un ouvert de R" oude R , et si g est la métri-

. . . 1j ij - . .
que riemennienne euclidienne (g dos J) , on retrouve Iz lgplacien classique.

Remarques = Le laplacien A apparait comme un opérateur différentiel du second
ordre sur M . En temps que tel, on en donnera une caractérisation dans l'exposé

n°® 3 de ce séminaire [11] (n® 1.9).

3¢4. Formuile de Green et laplacien.

P » . [
THEOREME (2) )» = Pour tout couple u , v de fonctions de CZ(M) & supports
compacts,
ov
{(G!) IM {usv + g(grad u , grad v)} dr = faM u s do
_ AV du 26
L”(Gn) IM (wAv - vAu) dt = 'faM (u = -V-a-ﬁ) i (%) .

(23) Avec les notations et sous les hypothéses du n° 3.1 : en particulier, ¢
est de classe ¢t .

24) gt = det[gr R [glh matrice inverse de [g ] (n° 2.1 et 2.5).

(25) Avec les no’ca'blons et sous les hypothéses du n° 3 l.

(26) 'é‘ﬁ(x) =(d, u, n.) pour tout x € 3M ("dérivée normale extérieure?
voir le n® 2.8).
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En effet, (G') résulte de (G), en prenant X = u grad v ; car alors, d'une part,
div(X) = div(u grad v) = u div(grad v) + {(du , grad v) ,
d'aprés la propriété (2.11) (n° 2.6) de l'opérateur divergence ;
= uAv + glgrad u , grad v) ,

par définition de 1'opérateur gradient (relation (2.5), n® 2.4).

D'autre part,
g(X, n) =uglgrad v , n) = wdv , n):u—g% ,
par définition de grad v et de -g% .

Par ailleurs, évidemment, (G") résulte de (G'), compte tenu de la symétrie de g .

Co Qo Fo Do
" COROLLATRE 1. - 8i v e C-(M) est & support compact,
oV
1 - or .
(Gn ) J.MAVdT_J‘aMBndG
™~ COROLLAIRE 2. — Si M est une variété sans bord (M =f) ,
i IM Av dr = 0 pour tout v € Gz(M) a support compact .

On renvoie, en guise de conclusion, & l'exposé n° 5 de ce séminaire [11], ol 1l'on
verra comment la formule de Green conduit & la notion d'adjoint d'un probléme aux
linites, et aux formules de représentations intégrales des solutions au nioyen des
fonctions de Green.

Appendice
sur certains colliers géodésiques au voisinage du bord d'une variété compacte

(voir les n°® 4.4, A.7 et A.ll ci-dessous)-.

A.ls = Dans tout cet appendice, M désigne une variété & bord de classe ¢
et de dimension n (n > 1) mmnie d’une métrique riemannienne g de classe CO 0
Sanf aux n® A.2 et A.3, on suppose que M est compacte.

A.2. Longueur d'un arc de courbe. = Une courbe (tracée) sur M est une appli-
cation contimie y : t > y(t) d'un intervalle (quelconque) J_ de la droite
réelle R dans M . Un arc de courbe sur M est une courbe vy dont l'intervalle
de définition J'v = [to R tlj est compact ; y(to) et y("’ol) sont appelés, res-




L0

pectivenent, Llorigine et llextrémité de l'arc de courbe vy o

Si vy est un arc de courbe sur M de classe G (en tant qu'sppliocation do la
variété a bord JY dens M ), on note, pour chague t € J’Y , par y(t) le vecteur
de T  (5) (M) image du vecteur tangent 1 & J  par la différentielie d, v de

v au point %+ : () est caractérisé par la relation (n° 1.7) s
- d o ) 1
(h.1) | T fo V(S)_‘s::.’a = (d y (5) £, yv(E) (fec (M) .

Ceci étant, si | v est un arc de courbe de classe ct sur M (J‘Y = (to 5 ’bll) s
on définit la longueur |y| de vy (relativement & la métrique riemannienne g
sur M) par s

o
(5.2) lv| =vt0\/gY(t~l,(\7(t) , v(t) at .

A.3. Distarce géodésique. ~ On remarque d'asbord que, si x € M, 1l'ensemble

GX des points y € M qul sont extrémités d'un arc de classe. Cl sur M dlorigi-
ne x est ouvert et fermé dans M (vérificabtion locale immédiate), donc identiciue

& la composante connaxe de x dans M .
Si ye C_\ s On vose

A.3) afz, y) = dinf |y| ,
= ‘YGQ(XyY)

ou A(x . y) est L'ensaible (ron vide diaprés ce qui précéde) des arcs de courbe

- 11. - 3 0 L. () . 4
de classe G eur M dlorigine x et d'extrémité y .
Si oy # G, , on pose (par exemple),

(&.4) dg(x s Y) =1 .

On peut alors énorncer le théoréme suivant

i /27

THEOREME. - La fonction (x, 57) => dg(x , y) est une distance sur la vom
riété M compatible avec sa topologie ('),

7 . o s . . . .
(") Démonstration élémenteire 3 partir du lemme suivant s

dEb"mo - Sl g est une métrique riemannienne sur un ouvert connexe Q de R® ,
Tour Lol oy X ode Q@ ; iLerdvtes o >0 tel que

algl E:X(Ep E) > Ig, pour tout x € K et g‘eR .
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est la distance géodésique associée 2 la métrique riemannierne g sur M.
On notera couramment d au lieu de dg , 6t Iy aulieude d (x, y) o

d
g

ho4s ~ La distance géodésique au bord de M sera notée 1

(A.5) n.(x) =d (x, aM) = inf d_(x, x*) o
g g x'eM

M o est une fonction contimue sur M et, M étant fermé,

(A<6) ng(x) >0 pour Xx€ M “3M, 'ﬂg(xg) =0 pour x'e M .

De plus, T‘g constitue une "coordonnde intérieure globale" au volsinage de oM :

THEOREME (28). —~ On suppose que g est de classe cP (2<pge) sur M (29)°

Mors, il existe un nombre p > O et une application m de l'ouvert

={x | m,{x) <o}

de M dans oM de telle sorte que :

(1) Ytapplication y --—> (m(y) » N (y)) est une bijection de Dp sur
oM x (0, p( de classe Op ainsi que son application inverse j
" (2) pour chaque x!'e€ M, m(x?) =x* ;

(3) pour chaque X € Dp s

(A.7) gx(grad ﬂg(x) , grad T]g(x)) =1 et d. m{grad ng(x)) =0 .
En outre, une fois p fixé, l'application m est entidrement déterminée par
les propriétéds (1), (2) et (3) s si (x' , t) =—> Y (t) est ltapplication de

M x (0, p( sur Dp inverse de y =—> (u(y) , ng(y)) , alors, pour chaque

x' € oM 5y est 1'unique courbe géodécique (relative & g ) définie sur
(0, p( et telle que,

(4.8) YX’(O) = x! et '$X’ 0) = = Doy

i (b n est le champs de normales extérieures sur M associé & g (n° 2.8))

On peut établir ce théoréme 3 partir des propriétés de la famille de courbes géo-

désiques (YX,) ctegy Partout normalement au bord, et de la relation

(*°) Ce résultat apparatt comme une expression dans le cadre adopté ici du théo-
réme de Malus de l'optique géométrique.

(29) M est supposée compacte (n° A.l).
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(1}‘9) %x,y) dg(§ ;M) = gy(ey y M =g (o, , E) (e ), ne Ty(M))

donnant la différentielle en (x , y) de la distance géodésique lorsque x et y
déerivent un domaine couvert par un réseau de géodésiques [si vy est llarc de géo-
désique (3 =(0, &) , & >0), dlorigine x , dfextrémité y , et paramétré par
le distance (gy(_b) (V) , y@) =1, v te Jy) , on a posé, dans (A.9), 6, =7(0)
et ey = §(6) Je '

Le5o = On va étudier ci~-dessous (n°® A.6 & A.10) une classe ¢e fonctions ayant
la propriété (4.6) de 'ng au voisinage du bord, et pouvant constituer des "coor.
données intérieures globales" au voisinage de oM d'un maniement plus souple que
N, » ot aussi plus économique : le théoréme A+4 semble exiger que g soit de clase
ss  G< (eu moins sur un voisinage de 3M ) alors que les propriétés concerndes
"~ ici (n° 4.7 et A.11) doivent raisonnablement &tre vraies si g est seulement de
classe C1 .

Libe - On appellera coordonnée intérieure globale (an voisinage du bord) sur

M, une fonction 1 définie sur un voisinage ouvert DT] de dM dans M et telle

que 3

() m(x) >0 pour x e D M, et 7(x') =0 pour x' e M ; .
(66) 1 est de classe ¢! sur D , et grad M(x) # O pour tout x € Dl (30)0
On dira que 1T} est normale (relativement & g ) si, de plus :

(666) Byt (grad m(x!) , grad 11(x')) =1 pour tout x' € 3M .

Le lemme suivant établit l'existence de telles coordonnées indépendamment du
théoréme A.4 ¢ '

ILAME. - Si g est de classe C° avec p > 0 (au moins au voisinage de M),
il existe une coordonnée intérieure globale normale de classe oP +L .

En effet, soient (Uoz s on) ‘un recouvrement fini de M par des cartes locales

de classe G s (VO[) un recouvrement ouvert de M tel que, pour chaque o , .XTQ/—
goit ocompact et contermu dans Uoz , ot (goa,)' une partition de l'unité subordonnee

au recouvrement (Va) (n° 1.10).

On remarque d'abord que, si, pour chaque o tel que Uoz naM# g, N, est une

(3 O) grad désigne llopérateur gradient associé 2 g (n® 2.4).
. p .
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coordonnée intérieure globale de classe C° sur la variété & bord Uy » Lo fonge

tion 1 =2 ¢ T, est une coordonnée intérieure globale de classe CT sur M,
o
0’2
normale si toutes les T le sont. [On a en effet, sur 3M ,

grad 1 =§ ¢, grad 1, 3

donc aussi
g(grad 1 , gred 1) = OE 9y 95 Elgrad T, grad Tg) o]

En partioulier, en prenent 1 = xs , N=2 9, X;l est une coordonnée intérieure

globale de classe ¢ .

I1 reste donc a cho:Ls:Lr les Ty normales et de classe P+t

bléme local : si fe O (U ) es‘b mille sur U n 34, on a,

, ce qui est un pro-

g(grad £ , grad f) = gnn(af)z (n° 2.5, relation (2.10))
e

o
et on est ramené au protléme suivant : étant donnée une fonction Ye oP (&%) (m>1),
trouver une fonction u: (r , x) = ul(r, x) de classe P g (0, +o xR,

et telle que, pour tout xe R, u(0, x) =0 et ur(O y X) = ¥(x) .

On résoud ce probléme en posant, pour r >0 et x € R

u(r , x) =—-ﬁl]£-_-l-fm‘l’(x-z) @(—f—.) dz
r R

ou & est un "échelon unité" sur R,

(0@, 330, | 2@ as=1, (-2 =2(), swpeciz| |z <1}
R
Ce Qe Fo Do

Le7. = A toute coordonnée intérieure globale, on peut associer un collier de

THEOREME (3 1). - On suppose que g est de classe c® avec p>1l, eton de—
signe par 1 une coordonnée intérieure globale de classe P oqur M (n° Ae6) .
Alors, il existe un nombre p > O et une application m de 1l'ouvert

4DB = {x I X € DIn et T](x) < p} (32)

(31) dvec les notetions du n° A.l ¢ on suppose que M est ocompacte.
-(3 2) D' est l'ensemble de définition de T (n° 4.6).
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de M dans aM de telle sorte que ¢
(1) llapplication y «—> (u(y) , N(y)) ost une bijection de D'g aur
M x (0, p( de classe CP , ainsi que son spplication inverse ;
(2) pour chaque x' € 3M , m(x!') =x';
(3) pour chaque x e Drg » A m(grad n(x)) =0 .

De plus, une fois p fixé, l'application m est entidrement déterminée par
les propriétés (1), (2) et (3), et, posant E = g(grad 1 , grad 1) ,
(4.10) Dey = = '*"-2—'-")' grad 1(x*) pour tout =x* e oM (33) o
E(x?

COROLLATRE. -~ Si (V , ¥) est une carte locale de la variété sM de classe
c® , on définit une carte locale (U, x) de M de classe ® (n° 1.11) en

posant ¢

(a.11) U=ntw) ,
Be12) Y@ =wx) CGgign e @ =1 (xeU) .

Bt, dans cette carte,

(a13) ) = ~alBGxt) 2L () x'eUnaM=V, feC@®) ,
OX,
[gnj(x)=gnj(><>=0 (xeU, 1gjgn=-1)
- \Em® == 3t (xe )
g X = == X € .
En particulier, si 1 est normale,
(Ao15) gnn(xﬁ’) = gnn(x“‘) =1 (x"eUnaM=V) .
"

A8. - La démonstration du théoréme A.7 va reposer sur le théoréme d'intégra-

tion des champs de vecteurs et le théoréme des fonctions implicites s

() Pour chaque x € D, on pose

B(x) = gx(grad N(x) , grad 1(x)) et X = -E-(l—)a- grad 1(x) .

(33) n désigne le champs de normales extérieures sur oM associé & g (n°2.8).
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X est un champs de vecteurs de classe ® sur D' . Pour chaque x' € 3M , on dé-
signe par vy_, la courbe intégrale maximale de X issue de x' , et par Jer 81
intervalle de définition : Jx' est un intervelle de R d'intérieur non vide, et

(£.16) 0ed_,, v,(0) =x', X'Yxe () = Yy (t)  pour tout t eJ_,
(théoréme d'intégration des champs de vecteurs : existence des courbes intégrales
maximsles) o
(B) Pour tout x' ed3M, et tout t e Tet s
(8.17) Ty () =t .
En effet, posant o(t) = 'n(yx, (t)) , on a, par définition de X et dlapres (4.16),

ot () = <dYx' ORE '?(X.('b» = an‘(.b) (grad Nlyge (8)) ‘S’x' (t) =1 3

dtod o(t) =t puisque ¢(0) = 'ﬂ('yx,(O)) = 7(x!) =0 . Ainsi, 7 étant >0,

J,. est un intervalle de la forme (0, b(x!)) ot b(x') est une fonction semi-
continue inférieurement de x' partout > 0 (3 4) o I1 résulte donc de la compacité
de 3M l1'existence d*un nombre p, >0 tel que (0, pl[ < Jy pour tout

x* € 3M » On a ainsi défini une application 3 : (x', t) —> &(x', t)=yx, (t)
de M x (0, p1( dans M . Cette application est Ge classe C° en méme temps que
x (Y. Elle est aussi injective : en effet, si Yx‘(t) = yy,(s) s on a dlabord

t = Nlyy (t)) = n(yy,(s)) =g ; d'ou aussi x' =y! , d'aprds la propriété dtunici-
té des courbes intégrales maximales de X .

(y) Pour tout =x' € M , la différentielle A/ 0) & est inversible
x4

En effet, prenant une carte locale (U ,x) de M au voisinage de x' , la ma-
trice correspondante de d(x' 0) ¢ ©st, en vertu de (A.16), de la forme
2

1 0 ... O X,

X

01 2,
. X

o0 -, .
. . 1
0 0 ... 0 XB
X

(3 4) Théoréme d'intégration des champs de vecteurs : dépendance des conditions
initiales.



126

D!'ol le caractére inversible de § , puisque,

' =§'(31-gry Gy X" 5 grad N(x'))

= T 2 z g”k<x')—-1";(x*)
:m g () ;—Xﬂﬁ(x‘) >0
dtaprés la propriété (s8) de 1 .

(5) Le théoréme des fonctions implicites, joint & la compacité de M et & 1'in-
jectivité de & , établie en (B), entratnent alors l'existence d'un nombre p > O
(p < pl) tel que & applique injectivement oM x (0 , p( sur un ouvert W de
M, la restriction de & & M x (0, p( ainsi que son application inverse étant
de classe CP . Cette dernidre répond 3 la question : tout d'abord, en vertu de
(A.17), elle stéerit y —> (m(y) , 1(y)) , © ayant la propriété (2) dlapres
(A.16) 3 et, en particulier, W = Dg . Ensuite, afin de vérifier la propriété (3),
il suffit de prendre x = Yx,(t) (x* edM, te (0, p() , et de remarquer que,
dtaprés (A.16) et la définition de X,

(4.18) 4, mlgrad 1(x)) = d L (B) n(E(x) ., (1) = E@x) 8(¢)
ol 6 est la courbe définie par e(s) = rr(yx,(s)) (se (0, p() « D'ou le résul-
tat cherché, puisque 6(s) = x' par définition de w .

Inversement, la relation (4.18) montre que, une fois p fixé, m est déterminé
de fagon unique par (1), (2) et (3), puisque 6(s) = 0 pour tout s dlapres (3)
et 8(0) =x' d'aprés (2).

Enfin, posant, pour x!' e 3M, grad 7(x') , on a

_ 1

=T TR
gx'(vx’ ’ VXI) =1
et, pour g€ T, (M) ,

1

g1 (v 5 8) h«]&‘(%;ﬁ B (Erad 101) 5 €) = = s (B 1, € =0

puisque 1 est constante sur aM . D'ou (A.11) d'sprés la caractérisation de n
(théoreme 2.8). Le théortme est établi.

(¢) Le corollaire en résulte sens difficulté : sur U = n-l (V) , on a
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(&3 , grad M) = (a4 , dn(grad 1)) = 0 lgisnel) ,
et

<dxnsgradﬂ>=<dﬂsgradﬂ>=g(gradﬂ,gradﬂ)=E 3
d'olu

B/an = ':EL;‘ grad 1 ,

et )

gy = 8@/, /%) =g elerad 0, 3/o’) =5 an, o/’

13 .
= —E'-a‘xﬂja (1 ‘g J s n) L

Ce Qo F. D.

4.9. Remarque. - On déduit sans difficulté des résultats précédents que, si 1
est une coordonnéde intérieure globale telle que g(grad 1, grad m) =1 sur D’n ’
alors 1 coincide sur Dn avec la distance géodésique au bord 'ﬂg « En effet, on
vérifie alors en utilisant les relations (4.15) du corollaire que, pour chaque
x € DD s la courbe vy_, passant par x (voir la démonstration du théoréme A.7)

réalise effectivement le minimum de la distance géodésique de x & M .

A.10. - Toute coordonnée intérieure globale normale est "équivalente!" & la

digtance géodésique au bord

LEMME. - Soit T wune coordonnée intérieure globale normale sur M de classe
2

C e On a,
(A.l9) 1im T (X}z =1 o
%M g
x#aM
Autrement dit : pour tout e >0 , il existe un voisinage W_ de M (W8 c D)
pour lequel,
xe€W = (1=¢)nx<nx<@+enE® .
| € g g

En effet, soient (Voz . Yoz) un recouvrement fini de dM par des cartes locales,
et, (Uoz 5 Xo:) les cartes locales de M au voisinage de dM que 1l'on en déduit

par les relations (A.12) et (A.,13) (corollaire du théoréme A.7). Etant donné ¢>0,
on peut choisir, puisque 1 est supposée normale, et en vertu de (A+15), un voisi-

nage we de 3M, chuUa, tel que, pour chaque o« et x € chnwa s Oon ait,
o .
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(A‘zo) 1 i € < gann(x) <'i"%"; (35) °

On vérifie alors sans difficulté que, en vertu de (A.14), pour chaque X € we :
- vl ?'13'%')': pour chaqus arc de courbe vy tracé sur M d'origine x et d'exe
trémité sur oM ;

- supposant que Xerz » sl on pose, pour 0gtg1l,

0
v3(t) = X‘J"o(x) tgisn et yolt) =&t ,
on définit un orc de courbe vy, tracé sur U, pour lequel |-YO| < in% .

Dtolt (4.19) et le lemme.
- - 36 1 ‘s
Ao1l. THEOREME (7). - On suppose que g est de classe C , on désigne par
T la mesure riemannienne sur M associde & g (n® 2.2), par o la mesure
riemannienne sur dM associde & la restriction g' de g & M (n° 2.3), et

on pose, pour o > O ,

D ={x| xeM et dflx, s <p} 37 .

Alors, pour chaque f € C(M) ,

£fds ,

.1
(A.21) lim = po fdr = 'faM

pi0 e

la convergence ayant, de plus, lieu uniformément sur tout ensemble équicontinu
(compact dans C(M) ) de fonctions f € C(M) .

—

En effet (3 8), soit T wune corrdonnde intérieure globale normale sur M de
2 . .
classe C~ (le lemme A.6 en assure l'existence, puisque g est declasse G1 (3 9)).
On pose, pour chaque p > O assez petit,

DE:{X] xe Dl et N(x) <o} -

On désigne par ailleurs par H un sous-ensemble équicontimu de C(M) .

C7) & = e/l o) -

(3 6) Avec les notations introduites au n® A.l : on suppose M compacte.
(37) d  désigne la distance géodésique associde & g (n° 4.3 et h.4).
%) Vogr, dens le cas ou g est de classe c? , SATO et UENO, [10], p. 545.

(39) Voir aussi la remarque 1 ci-dessous.



(¢) On va d'abord montrer que
2

fdo uniformément lorsque £ déerit H .

1
(A.ZZ) 0 ‘r far= IBM

pi

Au moyen d'une partition de 1'unité finie, on se raméne d'sbord au cas ou f a
son support dans une carte locale (U, x) de classe ct , déduite d!une carte lo-
cale (V, ¥) de M an moyen des relations (&.11) et (A.12) (corollaire du théo-
réme A.7). On a alors, dans cette carte,

1 raw=L0Par] s, M@, D a ,
p DT] p O Rn-l

P
eb

-f fdc:j

oM

£(z* , O)Vg’Y(z') dz' .

D'oli, puisque g‘Y(z') = g*(z* , 0) , en vertu des relations (&.14) et (A.15) s

Rnp--l

I%IDH fdr - IBM £ dof
p
Al ] e, AAEC, B - s, 0 dE G 0 a

(Ae22) en résulte immédiatement.

(8) I1 reste & montrer la relation,

(A.23) lim(—l- qu---.r fdr) =0
pi0 P p

uniformément lorsque £ déerit Hs: ¢ >0 étant donné, il existe, dlapres le
lemne A.10, un nombre P > 0 tel que, pour tout p < P, »

NG <p ou M <p = M@ -e) <@ <MEQ +e)
ou encore,
P<pe = Do/(iae) 05 D/ (1me)
On conclut alors gréce & la relation,

|-15 .rD £ dr ----r f ar| € Il %T(Dp/(l—e) N Dp/(1+e))
p

Le théoréme est ainsi établi.
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Remarque 1. ~ Lorsque g est de classe ¢? s on peut (en vertu du théoréme A.4)
prendre 1 = Ty et limiter ainsi la démonstration & l'alinda (a).

Remarque 2. = La propriété (A.22) a lieu, plus généralement, lorsque 17 est une
fonction > O définie sur un voisinage de oM et gyant la propriété (A.19) (lemme

4.10) . On peut amssi régulariser, pour chaque p > O , la fonction lp enune

p
fonction §p de classe C  de telle sorte que 1l'on ait aussi :

far o

.1
J_‘Lm--«f@pfd*rzfaM

pi0 e

Remarque 3. ~ La relation (A.21) subsiste aussi lorsqulon substitue & f certai-
nes fonctions ¢g—sommsbles sur dM , mais pouvant svoir une singularité isolée sur
M : par exemple f£(x) = [dg(xc') s :;c)]"(n"2 (ot x} € oM est donué) « Voir & ce
sujet ltappendice de l'exposé n° 5 de ce séminaire [11].
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