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Séminaire BRELOT-CHOQUET~DENY 8-01
(Théorie du Potentiel)
9e¢ ammée, 1964/65, n°® 8§ 21 janvier 1965

TRAVAUX DE KISHI
SUR LES RELATIONS ENTRE DIVERS PRINCIPES DE THEORIE DU POTENTIEL

par Roland DURIER

Les principaux résultats obtenus par Masanori KISHI ([4] et [5]) concernent les
relations entre des principes usuels de théorie du potentiel dans le cas d'un noyau

non symétrique.

Le cadre général de cette étude est le suivant :

Q) est un espace localement compact dont tous les compacts sont métrisables (1).

G est une fonction définie sur Q x Q , & valeurs dans Jo y + ®) , semi-continue
inférieurement, et vérifiant : G(x , y) <+ pour x #y . Pour abréger, on di-
ra que G est un noyau sur Q lorsqu'il posséde ces propriétés.

On note G* le noyau (adjoint de G ) défini par G*(x , y) = G(y , x) « Lorsque

G =G* , on dit que le noyau G est symétrique ; cette hypothése ne sera jamais

faite dans la suite.

Pour toute mesure de Radon p , positive sur ( , on définit le G-potentiel

(resp. le G*-potentiel) de . par |
W = 6, 9 @) (resp. o) =) o x, ¥) @) ) .
L'énergie d'une telle mesure p est le nombre (positif ou nul, fini ou non) :
) =4 Gu(0) d® = eu ) .

On notera 3

L s 1'ensemble des mesures de Radon positives sur (Q , & support compact,
(K) : l'ensemble des mesures de M & support dans le compact K ,

& : l'ensemble des mesures de M d'énergie finie,

Su ¢ le support d'une mesure u de .

On appelle ensemble exceptionnel une partie de () qui est de mesure nulle pour
toute mesure de & 3 une propriété vraie en tout point du complémentaire d'un en-

semble exceptionnel sera dite vraie & peu prés partout (en abrégé : a. p.'p. De)e

Noyau régulier : on dit que G est régulier (ou satisfait au principe de conti-

nuité) si, quelle que soit la mesure p de M, la continuité de la restriction

(l) Cette hypothése de dénombrabilité n'est pas indispensable. En particulier,
le lemme fondamental de Kishi reste valable sans cette restriction (NAKAI [6]).
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de Gy & Su entralne la continuité de Gy sur Q .

1. Le lemme fondamental de Kishi.

LEMME fondamental. - Soit G un noyau sur (Q dont l'adjoint G* est régulier.

Pour tout compact K non vide de O et pour toute fonction wu finie, stricte~

ment positive, continue sur X , il existe une mesure T € M(K) satisfaisant 3 :

Gr(x) > u(x) a. p. p. p. sur K et Gr(x) € u(x) partout sur S,

Ce résultat est bien connu lorsque le noyau est symétrique : il peut &tre obtenu
en minimisant une intégrale de Gauss. Mais cette méthode n'est pas applicable ici.
La démonstration se fait en trois étapes :

-~ K est un ensemble fini,
- K est quelconque et G est fini continu sur K x K ,

- K est quelconque et G est semi-continu inférieurement sur K x K .

1© K est un ensemble fini de n Eoint .

Le lemme fondamental peut s'énoncer sous la forme suivante s

LEMME 1. - Pour tous systémes (aij) et (ui) (1,3=1,2, «.. ,m) de

s
nombres strictement positifs, il existe un systéme tj (3=1,2, ¢auy n)'gg

nombres positifs satisfaisant &

pour i=1,2, 00 , n,

1'égalité avant sivrement lieu pour tout k tel que by £0.

On peut se ramener & u, = 1 , quel que soit 1 , en remplagant aij' par .2éi
(puisque u; >0 ). +
En outre les conditions
n
¥i=1,2, cee y, 1 Z_ aijtj>’l
j=1
et n
vk tel que b £0 ;i o tj =1,
équivalent &
n
Vi=1,2, oo, n j{_ aijtj;,l et %%algtit;;:%tk’
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Le lemme 1 est donc équivalent & :

IEMME 1'. - Pour tout systime (ai.) (i,j=1,2, «..,n) de nombres stric-

tement positifs, il existe un systéme (tj) (j =1 ,2, «eo , n) de nombres po-

sitifs satisfaisant & @

n
(1) 2 n,.t.,>21 pour i=1,2, ... ,n et 22a,,t, t, =21t .
. pour - "

Suivant NAKAI ([6]), nous utiliserons le théoréme important suivant

THEOREME du point fixe de Kakutani ([1] , [3]). - Soit X un convexe compact de

s et seit f une application de X dans l'ensemble des parties convexes non

En

vides de X . On suppose en outre que, pour toutes suites (xp) et (y ) 4d'éié-

ments de X telles que Vp € f(xp) , 1lim X, = % , et lim Y=Y sona ye £(x) .

p—-m
Alors il existe xe€ X tel que x e f(x) .

Considérons la forme bilinéaire ¢ associde 2 (aij) s si
‘ n n
x:(ﬁ,xz,“.,%)eﬁ et yz(%’y2’“"%)§§’
on pose
n n
olx ,y) = 2 2 8i: X, Vi e
i=1 j=1 J
On note X 1l'ensemble :
' n
n .
{x = (x1 » Xy p wee g xn) €R ; izl x, =1, %30 i=1,2, .n)};

X est un convexe compact de B? . @ est continue sur X x X ; donc, pour x

o

fixé dans X , il existe y € X tel que

inf @z , x) =9(y , x) .

zeX
On pose

f(x) ={y e X; infoqlz, x) =y, )} ;
zeX

f(x) est un convexe non vide de X , et l'application f posséde la propriété de
"continuité" du théoréme de Kakutani. Donc il existe x € X tel que x e f(x) ,

c'est-a~-dire tel que

(2) vzeX oz , x) 20(x, x)>0.
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X,
fpso s n _ i . s o
On definit t € R™ par ti B1CaNE ) pour i=1,2, ... , n . Vérifions

que cet élément t répond aux conditions (1) du lemme 1'. On a

n
n - Xi
1 n=1 1
= < . - = = ] . t!. [ )
o(t , t) FIca) et izl e ) ) }5% a5ty by

En outre, vV ze X, o(z, t)>1 .En appliquant ceci & z = 8; (le i-itme

vecteur de la base canonique de Eé ), on obtient

t) =

nMB

(8,

I a.. t.>1.

521 MO

Remarque. - Si 1l'on désigne par X 5 Xy oy oeee 5 X les n points de K et si
1'on pose G(xi s Xj) = a5 les formules (1) et (2) s'interprétent en termes de
théorie du potentiel par rapport au noyau G sur 1l'ensemble fini K .

(a) I1 existe une mesure T positive telle que
Gr(x) > 1 sur K et Ih):IM' (masse totale de T ) .

(b) Il existe une mesure p positive de masse 1 telle que, quelle que soit la

mesure v positive de masse 1 , on ait J Gu dv > I{(u) .

2° K est un compact (métrisable) de Q et G est continue sur K x X .

LEMME 2. - Soit G une fonction finie, cortinue, strictement positive sur XK xK,

et soit u une fonction finie, continue, strictement positive sur K . Alors il

existe une mesure T € T(K) gatisfaisant 3

Gr(x) 2 u(x) sur K et Gr(x) = u(x) sur S, *

Déronstration. - K é&tant métrisable, il est séparable, et il existe dans K

une suite partout dense D = {xl 9 X g eoe 53 X e} « Posons

n

Dn = {Xl 9 X2 g oeo Xn} .

En vertu du lemme 1, quel que soit n , il existe une mesure T, € m(Dn) telle
que

Gr. (x) 3 ulx) sur X et Gr_(x) = u(x) sur S_ .
n n T

Posons ¢

a = inf Gx,y)>0 et £ =sup u(x) <+ o .
(x,y)eKxK xeK



Soit x € ST o On a

n n
@, dr g | alx » ¥) dr (y) =61 (x) =ulx) <8 .

Donc l'ensemble des masses totales des mesures positives T est majoré : l'en-
semble des mesures (Tn) est relativement compact, donc il existe une sous-suite
convergente, qu'on notera encore (Tn) o Soit T 1la limite de cette sous-suite.

Vérifions que cette mesure T convient.

I1 est clair que la famille des fonctions Gt est dquicontinue sur K .

n
-S0it xe S =nS . I1 existe une suite (x_ ) telle que x_€ S et
T Tn n n T

lim X =X Gréce & la propriété d'équicontinuité des GTn , on a
=0

u(x) = 1lim u(xn) = 1im GTn(xn) = Gr(x) .

100 N—x0
-Soit xeK: Ve>0, 3w, voisinagede x, tel que ¥ x'€w , ¥V n,

(3) GTn(X) + £ > GTn(x') (équicontinuité des GTn )

3
.(4) ulx') + §-> u(x) (continuité de u ) .

Pour n assez grand,

(5) Gr (x) +-§ > GTn(X) (convergence vague de (Tn) ) .

Enfin, D étant dense dans X , pour n assez grand, tel que Dﬁ nw#p,

(6) 7V x' e Dn N w Gp,n(x') > u(x') .

De (3) , (4) , (5) , (6) , on déduit, ¥ e >0, Gr(x) + ¢ > u(x) , donc
Gr(x) > u(x) .
Voici un corollaire du lemme 2 que nous utiliserons dans le § 4.
COROLLAIRE. - Soit G une fonction finie, continue, strictement positive sur

K x K, et soit u une fonction finie, continue, strictement positive sur X .

Alors il existe une mesure c e M(K) satisfaisant 2

Go(x) € ulx) sur K et Go(x) = u(x) sur SG .

Démonstration. - Soit M un nombre tel que M > max G(x , y) . Posons
KxK

G'(x, y) =MN-Gx, y) .

G' est finie, continue, strictement positive sur K x K . Le lemme 2 entiraine

1l'existence d'une mesure o' e M(K) vérifiant :
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G'o'(x) pu(x) sur X et G'o'(x) = u(x) sur St s
clest-a=-dire

La fonction v(x) = M

a e

M j do' - u(x) > Go'(x) sur K et M4 do' =1 =Gs*' sur S, .
j do' - u(x) est strictement positive sur K , et la mesure

1 s ;
c == o' répond aux conditions demandées.

3° K é&st un compact quelconque (métrisable) de Q et G un noyau sur Q .

La démonstration du lemme fondamental utilise le lemme 2 et un théoréme de con-
vergence (BRELOT-CHOQUET [2]).

IEMME 3. ~ Soit G un noyau sur un espace compact X tel que l'adjoint G¥

gsoit régulier. Si une suite (Tn) de mesures positives sur X converge vaguement

vers T , alors

lin GTn(X) =‘GT(X) 4. De Do Po dans X .

La semi-continuité inférieure de G entraine

lim GTn(x)‘) G (x) partout dans X .
N—co
Supposons que 1l'on n'ait pas : lim GTn(X) < Gr(x) a. p. p. pe dans X ; alors,

il existe une mesure v , de masse 1 et d'énergie finie, telle cue

lim Gr_(x) > Gr(x) sur S .
——in n v

Puisque f G*v dv = J Gv dv < + » , G¥y est vy-mesurable ; donc il existe un
compact Kl C Sv tel que la restriction a K1 de G*¥v soit finie continue. Ap-

pelons vy la restriction de v & L La restriction a Sv de G*vl est
1

continuve 3 gréce & la régularité de G¥ , G*vl est continue sur X . D'ol

e av, < | 1im e av, < um [ o av,

— n

T N _ I
= lim | Gy dTn_IG'»wl ar = | ot av, .

10

1

La contradiction mise en évidence prouve qu'on a

lim chn(x) £ Gr(x) 8. Do Do ps deng X .

Démonstration du lemme fondamentzl. - G étant semi-continu inférieurement sur

K .: K, compact métrisable, ii existe une suite croissante Gn de noyaux finis,

continus, strictement positifs sur K x K , tels que 1lim Gn(x , ¥) = G(x, ¥) .

nN—xo



En vertu du lemme 2 :
G, Tn(X) >u(x) sur X,

7n, BTnem(K) :
G 7 (x) =ulx) sur S_ .
n n T
n
La suite des mesures (Tn) est bornée, donc relativement compacte. Il existe une

sous=-suite, qu'on notera encore (Tn) , convergeant vers une mesure T .

Vérifions que cette mesure T convient.

En appliquant le lemme 3

Gr(x) = lim Gfrn(x) > 1lim G ’Tn(K) >u(x) a. p.p. pe sur K.
D'autre part, soit x e S'r et soit (X“l) une suite : %, € K telle gque

X €8 et limx =x .
n T n
n N0

Quel que soit n, fixé, on a

u(x) = lim u(xn) =1lim G 7 (x

(x.) > lim Gn Tn(xn) = G T(x)
N0 N N-o 0 0

(la suite Gn est croissante, Gn est continu, et T, converge vaguement vers

T)' 0

En faisant tendre ny vers + = , on trouve

Pxes , u(x) > G6r(x) .

2. Principes de domination et de balayage.

1° Afin d'obtenir des relations entre les principes de domination et de balayage,

on énonce un théoréme faisant intervenir des principes un peu plus généraux.

Soit u wune fonction définie sur Q , strictement positive, semi-continue infé-
rieurement et non identique & + « , et scit v une fonction quelconque sur Q ,

non identique & + « , et vérifiant u < v . Considérons les propositions :
() ¥ X compact de Q, 3y € MK) vérifiant

Gu(x) > u(x) a. p. p. p. sur K et Gu(x) € v(x) partout sur Q .

() tpes (Gulx)gulx) sur Su) = (k) <v(x) sur Q) .
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THEOREME 1.
- 8i G est régulier, alors (a) == (b) .
- Si G* est régulier, alors (b) = (a) .

Définitions. - u et v étant domnées, on dira que G satisfait au principe

de 1'équilibre (resp. du maximum) relativément 3 (u , v) si G vérifie la pro-

position (a) (resp. (b)).
Du théoréme 1, on déduit que, si G et G* sont réguliers, alors il y a équi-

valence entre les principes de 1'équilibre et du maximum relativement & (u , v) .

Démonstration du théoréme 1.

(@) On suppose G régulier et satisfaisant au principe d'équilibre relative-
ment & (u, v) . On domne p € & vérifiant Gu(x) gu(x) sur Sy o Soit x,#£Su:

on veut prouver que Gp,(xO) < v(xo) .

En notant €y la mesure ponctuelle en X5 de masse 1 , on peut écrire
0

Gu(xy) = I auy) dexo(y) = G*exo(y) du(y) -

G*ex est une fonction semi-continue inférieurement sur le compact métriseble Sy .

J1 existe donc une suite croissante (fn) de fonctions continues sur Sy telle
que

3-1—13 fn(x) = G“"\'eXO(X) sur Sy .

Appliquons le lemme fondamental au noyau G¥ , au compact Sy , et & fn .

Vn, BT'_nE m(su) ¢ Gfrn(x) an(x) 8.De Pepo SUr Sy et Gfrn(x).gfn(x) sur SFAr ,

n
alors
,YG*E dp:limrf dp.-<lim.,rG*T .dp,<1im,}pGp,d'r <1imj‘udT
' XO i n N A n N S5 n\m’ . n'

Notons Vi la mesure d'équilibre sur S'r relativement & (u , v) .
n

r u d’Tn < f G\)n dTn = j‘ G*'rn d\)n < r fn dvn < F G*exo d\)n

=f Gv, dexosjv dexo :v(xo) .

Donc, Gp,(xo) < v(xo) .

(8) On suppose G* régulier et satisfaisant au principe du meximm relative-

ment & (u, v) . Soit K un compact de Q .
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I1 existe une suite croissante (un) de fonctions continues sur K telle que

lim un(x) = u(x) sur X . Appliquons le lemme fondamental au nmoyau G , au compact
N—=co

K , et & la fonction f,q H

in, Bunem(K): Gp.n(X) ;un(x) 8.pep.p.sur K et Gugu sur S ;

w, est d'énergie finie, car Gp,n(x) < un(x) sur Su . Ona Gu gu sur S,
donc, par le principe du maximum, Gp,n(X) < v(x) partout sur Q . Soit X, tel

que v(x) <+ o et oz:ini’G(x,Y)>0.0na,
KXJ.

o fa <ot Ly 4@ =0 () svix) <vo.

L'ensemble des mesures (p,n) est relativement compact : il existe une sous=-suite,
qu'on note encore (p,n) » qui converge vers une mesure u o On a

Gu(x) € Lm Gu (x) s v(x) sur a,
et, gréice au théoréme de convergence (lemme 3),

Gu(x) = lim Gg.n(x) > lim un(x) = u(x) a.pe. p.p. sur K .

n—xo

La mesure p est bien la mesure d'équilibre sur K relativement & (u , v) .

Remarques.
- Iorsque u =v =1 , les principes d'équilibre et de maximum relativement a
(u , v) sont les principes d'équilibre et du maximum classiques. On peut énoncer

sommalrement s
(1) Si G est régulier, alors 1'équilibre entratne le meximum.
(11) Si G* est régulier, alors le maximum entratne 1'équilibre.

-Pour u=1 et v =k , constante > 1 , le principe du meximum relativement
& (u, v) est le principe du maximim k-dilaté., Le théordme 1 permet de lier ce

principe du maximum k-dilaté & un principe d'équilibre.
2° On aborde maintenant les principes usuels de domination et de balayage sous
la forme suivante :

DEFINITION 1. - On dit que G satisfait au principe de domination si

Vues&g, Vvel: (Gu(x) € Gu(x) sur Su) => (Gu(x) € Gu(x) sur Q) .
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DEFINITION 2. - On dit que G satisfeit au principe de domination élémentaire si
Tped, v xogé Su, va>0s: (Gu(x)g aGe (x) sur Su) = (Gp(x)sa(}e\: (x) sur Q).
0 0
DEFINITION 3. - On dit que G satisfait au principe du balayage si :
v compact K de 0, Vpel, 3p'el(K) vérifiant

Guix) € Guix) sur Q et Gu'(x) > Gu(x) a. pe. pe pe sur X .

DEFINITION 4, - On dit que G satisfait au principe du balayage élémentaire si :

i compact K de Q, ¥ x, £K, dp'elM(K) vérifiant :

Gu'(x) < GEKO(X) sur O et Gu'(x) 2 Gu(x) a. pe pe pe sur K .

T}E:ORETIE 2. -S1 G et G* gont des noyaux réguliers, alors les 8 propositions

suivantes sont équivalentes

(1) G satisfait au principe de domingtion.

(2) G* satisfait au principe de domination.

(3) G satisfait au principe du balayage.

(4) G* satisfait au principe du balayage.

(5) G satisfait au principe de domination élémentaire.

(6) G* satisfait au principe de domination élémentaire.

(7) G satisfait au principe du balayage élémentaire.

(&) G* satisfait au principe du balayage élémentaire.

Le schéma de la démonstration est le suivant :

(3 (7)
(

1§ /(ﬂj)— (si G* est régulier)

&

=

(si G* est régulier) -

|

\

%

N

(2)
(si G est régulier) - i
(4)

J
(8

)
)

(si G est régulier) .

Démonstration.

a. I1 est trivial que (1) == (5), (2) = (6), (3) = (7) s et
(4) = (8) .

be 81 G* est régulier, alors (1) == (3) (et (5) => (7) ).

Les données sont un compact K de (1 et une mesure u € M(K) (ponctuelle ou

non). L'hypothése est, dans les deux cas envisagés, que G satisfait au principe

du maximm relativement & (Gu , Gu) . Donc, en vertu du théoréme 1, G satisfait
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au principe d'équilibre relativement & (Gu , Gu) , c'est-d-dire au principe du

balayage (élémentaire ou non). De facon duale, si G est régulier, alors
(2) => (4) et (6) = (8) .

c. Sens hypothése de régulerité sur G et sur G* , alors (7) == (2) (et
8) = (1)).

Démontrons que (7) => (2) . Les données sont ¢ p e & et v e M telles

que Gy < G*v sur Sy . Soit x, ¢ Su ¢ on veut démontrer que Gy (XO) < G*v(xo) .

Appelons A la balayée pour G de e, sur Suy:ona
0

re T(Sw) G)\(x)sGeX (x) sur Q et G,\»(x);GeX (x) a.pep.p.sur Sy .
0 0

Comme p€ &, on a JG)\ dy = .f Ge, du , et par conséquent
‘ 0

G (xy) = e dey = i Gy O = leonaw=! oy an

< r Gry A\ = f Gh dv £ f Gsxo dy = r Gy dexo = G""\)(XO) .

Remarque. - L'hypothése ¢ G régulier (resp. G* régulier), n'intervient que
pour : (2) == (4) et (6) = (8) (resp. (1) => (3) et (5) = (7).

3. Principe complet et principe fort du maximum.

DEFINITION 5. = On dit que G satisfait au principe complet du maximum si

Tued, Vvell, va30 (Gu(x)gGu(x) +2a sur Su) = (Gu(x)gGv(x)+a surq).

DEFINITION 6. ~ On dit que G satisfait au principe fort du maximum si

fueb, Tvel, 7a30 (Gu(x)<Gv(x)+a sur SuuSy) = (Gu(x) <Gv(x)+a sur Q).

THEOREME 3. ~ Si G et G* sont réguliers, alors les trois propositions sui-

vantes sont équivalentes @

(1) G satisfait au principe complet du maximum.

(2) G satisfait au principe fort du maxirum.

(3) G satisfait simultanément au principe de domination et au principe classique

_@_1_1_ maximmume

Démonstration.
1° 11 est clair que (1) = (2) .
Le principe complet du maximum, eppliqué avec a = O , donne le principe de do-

mination et, avec a =1 et v = O , donne le principe classique du maximum.
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Donec (1) = (3) .

20 Montrons que (3) == (1) .

Soient pe &, vell , et a3z 0 tels que Gu(x) L Gv(x) + a sur Su « Soit
e, du .
0

G satisfait au principe de domination, donc en vertu du théoréme 2, G* satis-

x £ S . On étudie la quantité Ou(x.) =) Gu de. =) O¥
0 0 Xq X

fait au principe Au halayage élémentaire. Soit ' la mesure balayée pour G* de

€, Sur le compact Sy . On montre d'abord que
0 .
j d‘_{,' = 1 @

Pour cela, G , satisfaisant au principe classique du maximum, satisfait (en vertu
du théoréme 1, remarque 1) au principe classique de 1'équilibre. Soit A la mesure
d'équilibre pour G sur Sy . On a
fd{itszkle'“—'IG%u'd)\$.rG*e d)\z.fG)\ds $J‘de =1 .
X X X
0 0 0
La premiére égalité résulte de ce que p' est d'énergie finie s en effet, comme

xoy.{Sp,, Ge. (x) = G(x , x,) est borné sur Sy et
Xq 0
I(p,'):;er" d.p;'\<er€X d.p.'<+°°o
0

On déduit maintenant, comme y € & ,

Gp(xo) = f G*exo du =

I3
|

PG du = f G dp!

<lovau +ala
<o

dy + a = GV(XO) +a .

EXO

3° Montrons que (R) = (3) .

Le principe fort du meximum, appliqué avec a =1 et y = O , donne le principe
classique du maximum. Il suffit de vérifier, en vertu du théoréme 2, qu'il entral-
ne sussi le principe de domination élémenteire.

Soient n € & et x, ¢ Su , tels que Gu(x) < Gsxo(x) sur Su o En vertu du

principe fort, il suffit de vérifier que Gu(xy) € Ge (x,) pour que 1'inégalité
0
G (x) < Ge, (x) ait lieu partout.
0

On peut supposer que G(XO , xo) < + o , sinon la vérification est faite. La me-

sure e est d'énergie finie et, par le principe du maximum, on a
0
GeXO(X) S Glxy , x5)  sur Q.

Donc, sur Su , on a Gu(x) < G(x, , Xy) - La méme inégalité a lieu partout, en
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vertu du principe du maximum & nouveau, donc en particulier en Xy « Donc,

Gp(xo) < GEXO(XO) = G(xO R XO) .

Remerque. - Le théoréme 1 permet d'établir, si G et G* sont réguliers, une
équivalence entre le principe complet du meximum et un principe convenable de ba~

layage (qu'on appellera principe complet du balayage).

4. Le principe de domination faible.

DEFINITIONS 7. - On envisage la proposition suivante 3
fueg, Tvell (Gux)<Gu(x) sur AcQ) == (Gu(x)<Gv(x) sur Q) .

On dit que G satisfeit au principe de domination faible si A = Sy u Sv , ordi-

naire si A = Sy (cf. définition 3), et inverse si A=Sv £ @ .

I1 est cleir que si G satisfait au principe de domination ordinaire ou inverse,
alors il satisfait eu principe de domination faible. Le résultat de ce paragraphe

concerne la réciproque.

Appelons noyau continu un noyau (au sens de 1l'introduction) tel que Jtapplica-

tionde QxQ dens JO, +w) : (x,y) =— G(x,y) soit continue.

THEOREME 4. — S0it G un noyau continu dont 1l'adjoint G* est régulier. Si G

satisfait au principe de domination faible, alors il satisfait au principe de do-

mination ordinaire ou inverse.

Avent d'aborder la démonstration de ce théordme, voici une proposition utile :

PROPOSITION 1. - Si le noyav G continu satisfait au principe de domination
faible, alors il est régulier (OHTSUKA-KISHI).

Démonstration. - Soit p € M tel que la restriction de Gu & Sy soit conti-

nue. Gy est une fonction continue sur le complémentaire de Su (car la fonction
(x,y) — G(x,y) est contimue pour x £y ).
Examinons la contimuité de Gu au point x, de Su . Si G(xy , x5) <+,

Gu est continu en Xy e
Supposons au contraire que G(XO s XO) =+, G“(XO) est fini, donc  ne
charge pas Xq - Soit X wun voisinage compact de X5 et soit (wn) une suite
de voisinages ouverts de Xq telle que. N w, = {xo} et Wp1 © 9y K (K est

dénombrable). Appelons Hy la restriction de pu a w3 la suite de fonctions
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numériques Gpn est décroissante et tend vers 0 en tout point de Sy (car u
ne charge pas X, ). D'aprés le théordme de Dini, cette suite cohverge uniformé-

ment vers O sur Su , donc s

Va>0, 3w (voisinage ouvert de Xy ) tel que Cp, € @ sur S,

ot désigne la restriction de u a W, .
Soit x, €Kn CSu . Posons : a=1inf G(x ,y) . On a :

KxK
Vxek Ge, (x) =G(x, x,)>a>0,
xl 1
et par suite
Gex (x)
) 1
VXEwanSp,_Spo! Gpa(k)\<a-——5——-.

Si G(x , x;) =+ » , cette inégalité a lieu aussi en X,
Si G(xl , Xl) < + ® , on pose ¢
X
M@x) = max Gﬂa( 1) 51) 5
Gx, , x.J)°a °
1 1
on a alors

Gua(x) < M(w) Gaxl(x) sur Spa U {xl} .

D'aprés le principe de domination faible, la méme inégalité & lieu partout. On ob-
serve enfin que M(x) tend vers O quand « tend vers O . Ceci entraine bien

la contimuité de Gu = Gu, + Gu - pa) en x, .

La démonstration du théoréme 4 nécessite plusieurs lemmes. Nous utiliserons la

notation suivante ¢

T(x,y) =T, x) = 6lx, x) ¢ly) -G6lx, y) 6y , % pour x £y .

LEMME 1. - Soit G un noyau sur l'ensemble & trois points {xl s X5 s x3} « On

pose 3

g.. = G(xi , X.) et, pour i 3,

3 3 = F(xi s Xj) .

Yij

Si G satisfait au principe de domination faible, alors parmi les 3 nombres Yij o

(a) ou bien deux sont > O et le troisitéme 3 O,

(b) ou bien deux sont < O et le troisilme < O,

(¢) ou bien les *rois sont nuls.

Remarque. - C'est toujours 1'éventualité (a) qui se produit lorsque G n'est

pas fini (en un point (x , x) ).



ler case - 854 <+ pour i=1,2,3.

(@) On établit d'abord, i , j , k étant différents, que
8:x G2 Las
ii ki i
(%) YijZO => guao.,g‘.{. ’
iy ki ")
85 & Biy
() Y:'Lj<o = gj..:fégfsg:{].— ’
ij k] 3J
(M) 'Y..:O =y gii:gki:g'ji .
ij 85:  8ry Bas
1J J JJ
g, .
Démontrons (%) : les potentiels des deux mesures e, et Vs =-§5£ €
ij
et
Gei(xj) < ij(xj) H
gréce au principe de domination faible, on a
g
. s as ii
Gei(xk) < ij(xk) a'est-a-dire gki-s-ézg 8y *

En permutant i et j , on trouve une deuxi®me inégalité, d'ou (#).

8=15

vérifient

(#%) se démontre de la méme fagon, et (#wx) est conséquence de (x) et (ww).

(8) On établit ensuite que
Y12>O = Y13>’O et Y23>/O,

Y13 et Yoz ToR nuls tous deux.

Pour cela, on montre en utilisant (%) et (ww) 1'impossibilité des propositions :

'Y12>O: Y23$O et Y13$O’
et

Yio o, Y23 <0 et Y13 >0 .
On établit de méme que

'\(12<O = leSO et 'Y23$O,

Y13 et Y23 non nuls tous deux ; et enfin
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>0 et y13>0 s
Yip =0 = ou <0 et y13<0,
ou '\(23='Y13=0 .

Les implications ci-dessus démontrent bien le lemme ! dans le cas ol g.. < + ®

: ii
i=1,2,3).
2&me cas. - Supposons g =+ -

51 gy =+ ou gy =+, alors les trois nombres v,, , vu3 » ot y;; sont
>0 .

Si 8op S+ et g33<+oo,alors y12>0 et y13>0.

Par un raisonnement analogue & celui qui conduit & la formule (%), on a

g g g g
y12>0 _ -—3-}- 21 et y13>0 == ---2-1- 31
83y ~ By 83 ~ B33
dtol
g g g
23 21 < 22 c'est-d-dire Vo3 7 0 .

LEMME 2. - Soit G un noyau satisfaisant au principe de domination faible, alors

(a) ou bien I'(x, y) >0 et T(x, y) non identiguement nul,

(b) ou bien TI'(x, y) €0 et T'(x, y) non identiquement nul,
0.

i

(c) ou bien I'(x , y)

Remarque. - Dans (a) et (b), on peut méme affirmer que, pour tout ensemble de
trois points distincts de G , deux des trois nombres T'(x , y) , ['(y , z) , et
I'(z , x) sont différents de O .

Supposons I' non identiquement nul ; on a deux cas & considérer : Il existe
deux points distinects x; et x, tels que,
- ou bien I’(x1 , x2) >0,
- ou bien 1“(x1 , xz) <0.

Si f(xl,x2)>0 le lemme 1 exprime que F(x,x) 0 et P(x,x)
quel que soit x , et l'un au moins est non nul. Supposons I'(x , xl) >0 3 alors,
quel que soit y , I'(x, y) >0

De m@me, I“(x1 , xz) £ 0 entraine I'(x, y) <0

DEFINITION 8. - On dit que G satisfait au principe ordinaire (resp. inverse)

de domination "tres élémentaire" si
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Vx €0, Vx,€0Q, 7a>0 Gexl(xl)saGaxz(xl) (resp. Gsxl(xz)saGeXz(xz))

entratne 1'inégalité : Gex (x) aGe, (x) partout sur Q .
1 2

IEMME 3. - Soit G un noyau satisfaisant au principe de domination faible. Si
I(x,y) 20 (reso, T(x,y)<0)et I'(x,y)#0, alors G satisfait au

principe ordinaire (resp. inverse) de domination "trés élémentaire".

Supposons I'(x , y) > O . Considérons x, €Q, x,e€0, et a>0, tels que

G(x X, )
\ s 0 % -
Gexl (Xl) < aGexz(xl) c'est-d~dire & I <a (dtou G(x, , Xl) <+ o)
Gz, , x,)
r(x, ,x,) =0 entraine Ge. (x,) € L L Ge (x,) € 8Ge_ (x,)
1272 x12‘Glx1,x2) X, RS -

Comme C':(:s::1 s Xl) <+o, e est une mesure d'énergie finie et le principe de
- domination faible entraine Ge (x) < aGex“(x) sur Q .

1 2 .
On ferait un raisonnement analogue pour I'(x , y) <O .

Remarque. = Soit G wun noyau satisfaisant au principe de domination faible. Si
r'x,y) =0, alors G est fini sur O x Q et

Gu (x
Tpem, ¥xyeQ Gu (x) :-G-(—EO—-,—Q}?J Gexo(x) partout sur Q

(ceci se déduit aisément des relations (##x) du lemme 1).
G vérifie alors la propriété suivante :
Vpuell , Vvell , s'il existe x, € Q tel que Cp,(xl) < Gv(xl) s
alors Gu(x) < Gu(x) partout sur o ,

ce qui est une propriété plus forte que n'importe quel principe de domination.

LEMME 4. = Soit G un noyau continu dont 1'adjoint G* est régulier et satis-

faisent au principe de domination "trés élémentaire". Alors, ¥ K (compact de )

v ox, K, artel(K) vérifiant :

Gr (%) > Ge, (x) 2« p. p. p. sur K,
0

Gr(x) & Gaxo(x) sur ST U {xo} .
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En effet, Gex est une fonction continue sur K puilsque Xq £ X . Le lemme
0

fondamental de Kishi affirme l'existence d'une mesure 7 € M(K) vérifiant :

Gr(x) > Ge_ (x) a. pe. p. p. sur K et Gr(x) < Ge_ (x) sur St .
Xy X,

Si G(xo s xo) = + ©» , cette mesure répond évidemment aux conditions du lemme.

Suppo sons G(XO s xo) < + ® o Par le principe de domination"trés élémentzire", on

a
G(KO , XO)
y x €K GEXO(Z) sm Gex(z) sur Q s
d'ol .
G(xy » xo) G(XO y XO)

GT(XO) = I G(XO , X) dr(x) € Jijjrg-:—;%p- G(z , x) dr(x) ::-ETZ—:_§57- Gr(z) .

Prenons 3z € ST s Alors,

G(X ;X) G(X ’X)
GT(XO) =-ETEQ:—§6%- Gt (z) $-§T59;f§79— Gexo(z) = G(XO , XO) .

Dans tous les cas, la mesure T convient, et T est d'énergie finie puisque

GeX est finie continue sur X .
(0]

IEMME 4', - Soit G wun noyau continu fini satisfaisant au principe inverse de

domination "trés élémentaire". Alors,

¥ K (compactde ), Vxy#K, 3oen(K) yvérifient :
Gox) € Ge, (x) sur K,
X < sw——
0
n ) e
uexo(x, sur S_ UV {x5} -

Colx) 2
Ceci résulte du corollaire du lemme 2, paragraphe 1.

IEMME 5. - Soit G un noyau continu sur (Q dont l'adjoint G* est régulier.

Si G satisfait au principe de domination faible et au principe ordinaire de do~

mination "trds élémenteire’, alors G satisfait au principe de domination ordinaire.

On sait déja (proposition 1) que G est régulier. Montrons que G¥ satisfait
au principe ordinaire de domination, ce qui suffit d'aprés le théoréume 2.
Soient pe & et ve ¥ vérifiant Gfu(x) € G*v(x) sur Sy . Soit x, £ Su s

il faut vérifier que G*u(xo).s G*v(xo) . Considérons la mesure T relative au

compact Sy mise en évidence dans le leme 4 : 7T est d'énergie finie et vérifie:
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Gr(x) < Ge,, (x) sur S, U {x,} , donc partout, gréice au principe de domination
0

faible. En outre, Gr(x) > Ge_ (x) a.p.p.p. sur Su , d'ol, puisque p € &,
0

lor(x) au(x) = [ e, () du(x) .

On en déduit
G*p(xo) = I Ge_ du = f Gt dy
o)

Joty ar ¢ [ ovy ar

1l

,,r Gr dv < )r Ge. dv = Gv(xz.)
Xq ¢}

LEIEE 5's = S0it G un noyau fini continu sur Q « 51 G satisfait au principe

de domination faible et au principe inverse de domination "trés élémentaire", alors

il satisfait au principe de domination inverse.

En utilisant le lemme 4', on montre que G* satisfait au principe de domination
inverse. Un énoncé analogue su théoréme 2 (utilisant le corollaire du lemme 2, pa-

ragrapke 1) permet de déduire que G satisfait em principe de domiration inverse.

Démonstration du théoréme 4. -~ C'est une conséquence facile des lemmes précédents

On observera que, si G n'est pas fini, la conclusion du théoréme 4 est : " G
satisfait au principe de domination ordinaire". Enfin, 1'énoncé domné ici ne con-
tient plus une restriction utilisée par M. KISHI : le noyau G est "non dégénéré",

c'est-d-dire, il n'existe aucun couple x X, de points de Q tels que les

1 ?
fonctions x — G(x , Xl) et x — G(x, xz) soient proportionnelles.
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