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FAMILLES RÉSOLVANTES ET FRONTIÈRE DE CHOQUET

par Georges LION

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
9e année, 1964/65, nV 6

17 décembre 1964 .

Cet exposé a pour objet de développer une note récente [7]o Pour étudier les fa-
milles résolvantes, nous allons partir du théorème d’ existence de Choqueto o Certains

des résultats figurant ci-dessous peuvent être obtenus en utilisant les fonctions

surmédianes ([6J, [9J) ; certaines démonstrations en seraient simplifiées. Mais il
faut de toutes façons introduire la frontière de Choquet o Ce dernier fait nous a

conduits à rédiger un exposé autonome, sans parler de fonctions surmédianeso

L’origine de cette étude se situe dans le problème de représenter un noyau posi-
tif satisfaisant au principe complet du sur un espace localement compact

([4J, [5J, [6J). Nous ne reviendrons pas sur le passage de cette situation à la si-
tuation envisagée ici ((7J).

1. Notations ~ 0

Soient K un espace compact métrisable, C l’espace des fonctions continues

sur K.

( ) ~&#x3E; D désigne une famille d’opérateurs sur C , transformant toute fonction

positive en une fonction positive, et satisfaisant aux conditions:

1 ° Pour tout 7~ &#x3E; 0, ÀV À (1) = l , .

2° Pour tous A et j.1 &#x3E; 0 , VI-’. = (fl - 

Le sous-espace H = ne dépend pas de X .

On suppose que H sépare les points de K.

2. . 
’

Pour tout x de K, on note M x l’ensemble des mesures positives p telles

que, pour toute h de H , (h) * h ( x ) o

La mesure ex appartient à o

, 
.

DEFINITION. - On appelle frontière de Ghoquet de K, relativement à H , l’ ensem-

ble des points x de K tels que M se réduise à E .
X x
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Soit P cette frontière ; on a alors le théorème d’existence de Choquet [2J :

Pour tout x de il existe dans I.y , au moins une mesure portée par P .

P est un GÓ non vide o

Nous pouvons démontrer maintenant s

THEOREME 1.

(a) Pour tout x de K et toute f de C , y ÀVÀ f(x) tend vers une limite

r(x) lorsque À augmente indéfiniment.

(b) La mesure f - est l’unique mesure de M 
x 

portée par P.

Démonstration.

(a) Soit f e C. o

tend vers lorsque À tend vers ~ . Soit x03BB la mesure f -+ ÀVÀ 
et ~o = l F $l 1*m . Chaque mesure ~ est positive, de masse 1 .

Les ensembles ~ constituent une base de filtre ~x sur l’espace compact des

mesures positives de masse 1 sur K...

Soit v une mesure adhérente à tous les ensembles et h ~ H . v(h) est

adhérent à l’ensemble {~(h)} ; or, lorsque À tend vers l’infini, = 

tend vers h(x) ; v(h) = h(x) , et v ==M .
Si l’on suppose de plus que x appartient à P, v est nécessairement 8 .

Bx , qui a un point adhérent 8 , tend vers s .Si x appartient à P ,

P? tend vers donc pour toute f de C , ÀVÀ f(x) tend vers f(x) sur P.

Si x n’ appartient pas à P , il existe une mesure ~ de M 
x 

portée par P. Donc

pour tout X , 
’

Le théorème de Lebesgue montre alors que ~,V~’ f(x) a une limite f(x) et

(b) le dernier raisonnement est valable pour toute mesure ~ de M portée parx

P ~ pour toute telle mesure, on a donc

COROLLAIRE 10 - Le dual H’ de H est réticulé pour son ordre naturel.
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C’ est la réciproque du théorème d’unicité de Choquet 

COROLLAIRE 2. - Pour que x appartienne à P , il f aut et il suffit que, pour

toute f de C , f(x) = f(x) Q

La condition est nécessaire, on l’ a vu plus haut 0

Elle est suffisante, car tout x de K , tel que la mesure f ~ f(x) soit por-

tée par P 9 appartient nécessairement à P .

3.

Ayant étudié le rôle de P relativement à la limite des fonctions ÀV~ f , nous
allons préciser le lien entre P et un opérateur V quelconque.

THÉORÈME 2. - Pour tous x de K et À&#x3E;0 , la mesure f ~ 03BBV03BB f(x) est por-

tée par P o

Soit r le cône des fonctions f de C qui vérifient l’inégalité f~f.Le

cône r e st semi-réticulé inférieurement. L’ e space vectoriel V = r - F e st réti-

culé comme le prouve la relation

De contient H (puisque h = h si h e H ). V est donc partout dense

dans C d’après le théorème de Stone-Weierstrass.

K étant métrisable, il existe dans C un sous-ensemble dénombrable partout .

dense ; ° on peut supposer que ce sous-ensemble est contenu dans V , et constitué

par la suite des fonctions f - n g n où f n et gn E F . s

Pour tout n

"

or f £ f , donc
n n

E= ensemble A n’ où f 
n 

est distincte de f , n est négligeable pour la mesure
x . Il en est de pour l’ ensemble B , où n ~ g o

Soit A = u (A ~ B) ; x03BB(A) = 4 0

n n n

En 1 / A ’ on a, pour tout n ,
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D’ où, par convergence uniforme, Î( 1) = f(~) pour toute f de C ; donc ~ E P .

P contient donc le complémentaire de .~ 9 ~~(P) _ 1 , et le théorème est démontre.

COROLLAIRE 1. - Pour que V f soit nulle, il faut et il suffit que f soit

nulle sur P .

La condition e st évidemment suffisante.

Elle est nécessaire. Soit f ~ telle que V’ f = 0 pour un certain X &#x3E; 0 , alors

pour tout ~ &#x3E; 0 ,

COROLLAIRE 2. - Le sous-espace vectoriel de e, noyau de l’opérateur V’ , est
aussi un idéal de l’algèbre C . 0

COROLLAIRE 3 (Principe du maximum positif faible sur P ). - Si V f a un maxi-

mum &#x3E; 0 , elle atteint ce maximum en au moins un point de _ P où f est ~ 0 .

On sait déjà [3] que V vérifie le principe complet du maximum, donc le principe
du maximum positif faible ([4]~ [5J). o V f atteint donc son maximum &#x3E; 0 en au

moins un point deK où f est  0 . 0

Soient C le compact où V f est maximum , D le compact où f est ~ 0 9

supposons que C n D soit disjoint de P ~ o Dans ce cas, il existe une fonction po-

sitive g , nulle sur P , supérieure à 2 f) sur CnD. 

atteint son maximum seulement sur c. f - g $ f , donc f - g est  0 hors de

D et dans C n D 9 f - g n’est donc positive qu’en des points où VÀ(f - g)
n’est pas maximum. 0 D’où la contradiction qui prouve le corollaire.

4.

Pour toute fonction f de C se trouve définie une fonction f , limite simple
de ÀVÀ f 9 cette limite n’est pas nécessairement continue (voir § 5)o o Nous allons
maintenant caractériser les cas où, pour toute f continue,  est aussi continue 0

Rappelons qu’il existe un semi-groupe d’opérateurs sous-markoviens Pt sur K,
tels que, en posant Po f == f , on ait :

On va maintenant démontrer le théorème suivant. 0
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THÉORÈME 3’ - Les conditions suivantes sont équivalentes s

(A) La frontière de Choquet P est un sous-ensemble fermé de K . 0

(B) Pour toute f continue, f est continue 0

(C) Lorsque X augmente indéfiniment, XV f tend vers f uniformément sur

K C) . 0

(D) Le semi-groupe P~ est fortement continu sur C o

Démonstration. - ~.) ===&#x3E; ~) ~

Soit Posons .

Remarquons d’abord que si h E H est positive sur P 9 h est positive partout

d’après le théorème d’existence de Choqueto Donc

D’après le théorème de Hahn-Banach, il existe une mesure n telle que n (f ) = f (x)
et, pour toute g de C ~ ~(g) ~:~(x) (car l’application g - 0(x) est sous-

additive). o

donc n (h ) = h(x) 0

n e st donc une me sure de M 0
x

De plus, si g est nulle sur P 9 et positive ailleurs, n(g) = 0 .

Soit ~ un point n’ appartenant pas à P; P étant fermé, il existe un voisinage
U de ~ ~ tel que, pour toute fonction g ¿ 0 dont le support est contenu dans U,
on ait n(g) = 0 0 ~ n’ appartient pas au support de n o A fortiori n est portée
par P. p

D’après le théorème 1, f(x) = f(x) .
On montrerait de même que, pour toute f de C , T (resp. f)

est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement) , ~ est donc continueo
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(B) ==&#x3E; (A) . - Posons 1 f(x) =~(x)} ~ Pp est fermé dans K et

P = D P est aussi fermé dans K (corollaire 2 du théorème l).
fec

(B) ==&#x3E; (C) . -On a l’égalité

Soit e &#x3E; 0 ; pour tout x 9 il existe une fonction hx de H telle que

Soit U x l’ouvert de K défini par U = {y 1 (y) - h(y)  ~} . On peut recou-

vrir K p ar une suite finie de s ouverts U . 4 S o ient correspondant à

E H 4 On a donc

De même, il existe m fonctions de H telles que

Cette construction s’inspire de BAVER [ 1 ] e

On sait que

et

on en déduit, en tenant compte de Inégalité 03BBV03BB  = XV f ,

u03BB = sup(03BBV03BB h1,...,03BBV03BB hn)  ÀVÀ u  ÀVÀ v  inf(03BBV03BB h’1,...,03BBV03BB h’m) = v03BB .
Lorsque X augmente indéfiniment, u, tend vers u , v À vers v uniformément

sur K . o

Il existe donc un nombre positif Xp tel que, pour X 1 on ait

ce qui entraîne
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Pour À b AO ’

(G) ===&#x3E; (B) est évident. 0

(C) ===&#x3E; (D) . - Pour toute f de e, f appartient à H ~ le théorème de

Hille-Yosida précise que le semi-groupe P~ est fortement continu sur H . 0 Si nous
A 

u

posons f = P~ f , le semi-groupe devient fortement continu sur e, et on a

(D) ===&#x3E; (C) . - P~ étant fortement continu sur e, on peut écrire

si X tend vers l’infinie XV f tend vers Po f = f uniformément sur K .

Du théorème 3 , on déduit les corollaires

COROLLAIRE 1. - L’espace de Banach H est isomorphe à l’espace des fonctions

continues sur le compact P 0

Soit 03C6 une fonction continue sur P 0 On peut la prolonger à K tout entier

par une fonction ~ ~ et ~ ne dépendent que de ~; on peut poser Ù = (p 0

L’application tp ~ ~ de C(P) dans H aune application réciproque qui est la
restriction d’une fonction de H à P (en effet = ~ sur P ).

Enfin il est facile de voir que, pour tout x de K et toute p e on a

= f(x) pour toute f de H .

On en déduit que jj(p)j = 

COROLLAIRE 2. - L’opérateur V induit un noyau de Hunt sur le compact P.

En effet, la restriction de V à C(P) vérifie le principe du maximum positif

faible, donc le principe complet du maximum [7J. De plus, l’image par V de C(P)
est isomorphe à H donc partout dense dans C(P) . 0

5. 0

Nous allons maintenant donner un exemple où P n’est pas fermé. 0

Soit E l’espace topologique somme des trois demi-axes

où les abscisses de s, 9 b et c sont nulleso K est le compactifié d’Alexandroff
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de E 9 w le point à l’infini. o

Soient f continue sur K , f, la restriction de f à D. 1 0
Si f(w) = 0 , on pose

z E D3 ’ et si n’est pas on pose

On voit que f = f en tout point de K distinct de c 9

P est l’ouvert K -{c} . 0
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