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Séminaire BRELOT~CHOQUET=DENY 1001
(Théorie du Potentiel)
7e année, 1962/63, n° 10 21 février 1963

FONCTIONS HARMONIQUES SUR UN GROUIE SEMI~SIMPLE
I. FRONTIERES DES ESPACES HOMOG%JNFS

par Antoine DELZANT

1. Introductione

. 2 :
Soit G le groupe des automorphismes du disque unité D c R (|z| < 1) 5 i1

est formé des matrices

a b
g = ( ) 3 da -~ bb=13 |v/a] <13 (ay b el)
b =
et opére transitivement sur D par gez = 2= b, sion appelle p° 1a fron-

a = bz
tiere de D, le groupe G opére aussi transitivement sur p° e Le groupe G
posséde deux sous-groupes remarquebles @

e® o chp + iy shp - iy

K s . H S ¢ . .
0 o160 shp + iy chp = iy
Le sous~groupe K est un sous-groupe compact maximal stabilisateur de 1'ori-

gine, le sous-groupe S est un sous-groupe connexe maximal qui stabilise le
point z=+ 1 ¢« De plus G est le produit semi-direct de ces deux Souse=groupes,
et on a ¢

G/K XD ; o/s = p° .

Soit f wune fonction harmonique bornée sur D « On sait qu'elle vérifie une

formule de Poisson @
2

. ~ A .
(Ielel) £(re?®) = 1/2n /Om £(e™?) - l-r dg
1+ 1 =2r cos(® = ¢)

A 0
pour une certaine fonction f unique définie sur D « Le but de ces exposés est
d'interpréter la formule (I<l.1) en termes du groupe G et de généraliser & tous
les groupes semi-simples connexes.

A
Soit f une fonction (bornée ou continue) définie sur K 3 on la prolonge &

G tout entier en posant

) A

f(ks) = £(k) (keK; s es) .
Llors la fonction

(Le1e2) £(g) = /g 2(egk) ax
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vérifie la condition f(gk) = f(g) ; c'est donc une fonction définie sur D= G/K.
18 » la formule (L:1.2) redonne la formule (Ielel)s Done f

est une fonction harmonique bornée sur D « De plus f vérifie 1'équation fonc-

En posant g(0) = re

tionnelle suivante :
(T.1.3) f(g) = /k f(gkg') dk (gy8€G; kek) .

Le but de ces exposés est de généraliser cette situation : Soit G wun groupe
semi~simple connexe, solent M wune wmesure non négative absolument continue par
rapport & la mesure de Haar de G et de masse totale 1 , et ® 1'ensemble des
fonctions borndes sur G satisfeisant 1'équation

(L.1.4) 2(g) =/, tleg") ap(g') (g, & €0)

(ces fonctions vérifient une certeine équation de convolution)s On momtrera qu'il
existe un espace compact ¥ ot G opere, une mesure v sur M telle que, pour

A
tout fe ®# , il existe une fonction f et une scule sur M telle que

£2(g) = [, 2(0) agv(p) = [, (ep) avlp)

et de plus que l'application f - % est bijective. (Dans le cas particulier traité
plus haut, on a pris p= Iy sgg ( m, mesure de Haar sur XK, eg, masse ponc~

tuelle au point g° ) alors M= p° » €t v est la mesure euclidienne du cercles)

Dans ce premier exposé on construit des espaces homogénes compacts de G qui
permettent de construire les espaces M . Dans le deuxiéme exposé on étudiera les
équations (Tele3) et (Iol.4),

2« Rappels sur les groupes de Lieo

On effectue dans ce paragraphe quelques rappels nécessaires, pour comprendre

la suite. On ne propose aucune démonstration, et on se borne & renvoyer 3 des

ouvrages spécialisése

Soit G wun groupe de Lie connexe [2]s Il admet un et un seul Sous=groupe réso-
luble connexe invariant maximal R , appelé son radical, et le groupe G/R est
semimsimple ([4], exposé 7)s Si un groupe de Lie G est semi-simple alors toute
représentation de G est complétement réductible ([4], exposé 7). De plus le
centre d'un groupe semi~simple est toujours discrete Sauf préeision du contraire
nous ne considérerons que des groupes semi-simples connexes dont le centre sera
fini.

Soit g l'algebre de Lie de G o Tout homomorphisme de G induit une rep:é-
sentation de ¢ , en particulier 1'automorphisme intérieur g - g‘gg’"l induit
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un automorphisme de g noté Adg, de G o L'ensemble A4d(G) , est lui~mBme un
groupe de Lie, et 1'application g - hdg est appelée la représentation adjointes
On en déduit une représentation de g par adX(Y) = [X, Y] « Si G n'a pas de
centre, alors G est isomorphe au groupe de ces automorphismes intérieurs, donc
G = Ad(G) , et la représentation adjointe est fidéle ([4], exposé 6).

Soient G un groupe de Lie semi-simple, admettant un centre fini et K un
sous—groupe compact meximal, alors il existe un sous-groupe résoluble connexe S
tel que G soit le produit semi-direct de K et de S ([4], exposé 11) de telle
sorte que tout g € G se mette, de fagon unique, sous la forme g = ks
(keX; s €8) . Clest la décomposition d*Iwasawae L'algebre de Lie de G se
décompose en somme directe de deux sous—espaces orthogonaux pour la forme de
Killing ¢ Si t (respe & ) est l'algdbre de Iie de K (respe S ), on a:
g=tes ([4], exposé 11).

Si K est un compact maximal d'un groupe de Lie semi-simple avec un centre
fini, 1'espace G/K se trouve muni d'une structure d'espace riemannien symétri-

quee Réciproguement tout espace riemannien symétrique est de la forme G/K

Espaces homogénes. = Soient M wun espace topologique, et G un groupe topo-

logiques On dit que le groupe G opére & gauche sur M s'il existe une appli-
cation contimue de G x M dans M notéde (g, x) - gx telle que

g1, x) = (g ) x (858 58cG; xel) .
On dit que G opére transitivement si, pour tout x et y e M, il existe
ge€G tel que gx=1y « Soient x €l et sz{geG; gx = x} o C'est un
sous—groupe de G appelé le stabilisateur de x - Considérons 1'espace quotient
G/ H ¢ on a une application do (}/HX dens M par gH - gx . 8i G opére tran-
sitivement sur M , cette application est un homéomorphismee Réci groquement tout
sous-groupe fermé de G définit un espace homogéne de G ou G epére transi-

tivemente

Soient M et M!' deux espaces homogénes de G et ¢ wune application de M
dans M" o On dit que ¢ est une application d'espace homogene si

o(gx) = go(x) (geG; xeM) .

Si L' et L" gsont deux sous-groupes fermés de G, et si L' c M, ily a
une application naturelle d'espace homogéne de G/I* sur G/I" ;3 réciproquement

toute application surjective d'espace homogéne est de ce types

Si G opére sur un espace M, il opére sur les fonctions (resps sur les mesu~

reg) définies sur M



£8(x) = £gx) ; gu(f) = / £(gx) du(x) .

Si G est un groupe de Lie semi-simple (respe compact) y il est muni d'une
mesure bi-invariante mg : la mesure de Haar ([5]), et on note IP(G) 1les clas-

ses de fonctions de puissance p-iéme intégrable pour la mesure de Haare

Si M est un espace topologique on notera M(M) (resp. JHI(M) , respe P(M) )
1'ensemble des mesures sur M (respe des mesures positives 3 respe des mesures
positives de masses + 1 Yo En particulier si K est un groupe compact on sup-

posera que my € P(K) »

Soit M un espace localement compact ou G opére, et soient p € ®(G) et
ne @M 3 on définit un nouvel élément K x n de ©(M) par

px () = / £(gx) du(g) dn(x) .
Si g4 1y € ®(G) et n(M) , on a
plﬁ(pzi‘xn):(}.llﬁpz)ﬁ'n .
Enfin on a une injection de M dans ®(1) en identifiant chaque point x de M
& la masse ponctuelle & situde en ce pointe Si H (respe & ) est une mesure
sur G (respe M) et geG (respe x €M) on note pex au lieude Y %€

(respe gen au lieu de 8g % 7 )e La convergence des mesures, a lagquelle on se

réferrera, est la convergence faiblee

3e Frontiéres sur un _sroup: fo Lio.,

On dira qu'une mesure 71 est "bien foutue" sur une variété M si, pour toute
carte locale suffisrmont potit: appliquée par les fonctions coordonnées
X, 5 X 5 eee y X dans le cube " = (lxil <13 i=14eemn), il existe une
fonction ¢ , intégrable au sens de Lebesgue, positive sur " telle que, pour
toute fonction f sur M, dont le support est contenu dans la earte locale con=

gidérée on a 3
n(f):/f(}:l, ...,xn) tp(y,l,...,xn) dx; eeo dX ’

Si M est un groupe de Lie, une mesure "bien foutue" est une mesure absolument
continue par rapport & la mesure de Haars Si M est un espace homogeéne de groupe
de Lie, et p une mesure "bien foutue" sur M, alors pour toute mesure 7 € ®G),
la mesure 7n % P est "bien foutue" sur M (il existe une section borélienne) .
Enfin deux mesures "bien foutues!" somt absolument continues 1'une par rapport a

1'sautre.
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L4 by
THEOREME 3.l - Soient G un groupe de Lie et M un espace homogéne compact

de G o Les propriétés suivantes sont équivalentes s

ie Pour toute mesure n e ®(M) , il existe une suite ( gn) 4! éléments de

neN
G tels que la suite g, 7 converge vers une mesure ponctuelle sur M e

ii. Pour toute mesure n € (M) , il existe une suite de mesures (W) -y sur
G (p.n e P(G)) telle que la suite B, % 7 converge vers une mesure ponctuelles

iiie T1 existe une mesure 7, , "bien foutue" sur M (7, e ®(M)) et une suite

K

n (B, € ®(G)) telle que u  my converge vers une mesure ponctuslle.

Démonstratione - (i) => (ii) trivialemente (ii) => (i) est une consé-

quence du lemme suivante

IEMME 3¢20 = Soient 7 une mesure sur M (7 e ®(M)) , et W, une suite de
mesures sur G (pne ®(G)) telle que W, * T converge Vers uhe mesure ponc-
tuelles Alors il existe une suite gn d'éléments de G telle que g, n con-

verge vers une mesure ponctuelles

Démonstrations - Supposons que % 71> p €M, et soit (Vm) pey une base de

vonisiragesde p e« Pour n assez grandy, on a ¢
(V) = S oen(V) dap () > 1= 1/m
1 _' - - °
Il en résulte qu'il existe g tel que g n(Vm) >1el/m, et que g, TP
(ii) = (iii) trivialement.
(iii) ==> (ii)e Soit n e P(H) . D'aprés les remarques qui préeddent, si p
est une mesure "bien foutue" sur G , la mesure W % n est une mesure "bien fou-

tue" sur M, donc absolument continue par rapport a Ty Comme pn * Tty * Py
ona W % HxTIDo

DEFINITION 3.3 - Soient G un groupe de Lie et M un espace homogéne com—
pact de G wvérifiant les conditions équivalentes du théoréme précédente L'es-
pace M est appelé une fprontidre de G » On dit qu'un sous-groupe fermé H de
G est un sous-groupe frontiere de G si 1'espace G/H est une frontidre de G

Un groupe de Lie G est sans frontiére si le seul sous~groupe frontiére est

G lui-mBme.

Exempless = G est un groupe abélien. Tout sous-groupe étant inwarient, G/H

est un groupe muni d4'une mesure de Haar ne/h Si ge G, ona &g /y = Bg/H H
done H ne peut @tre un sous-groupe frontiére que si G= H o
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G compacte Si g, P alors on peut supposer qu'il existe une sous-suite
de la suite &, qui converge vers g o Donc gt = p ; seules les mesures ponc-

tuelles peuvent 8tre envoyées sur les mesures ponctuelless

L4
DEFINITION 3.4 = On dit qu'un groupe topologique G a une propriété de point
fixe, si, dés que G opére sur un convexe compact d'un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe par des transformations affines, il existe un point fixeo
Exempless
- G abélien ([1] Appendice)
-~ G résoluble

= G compacts
4
THEOREME 3.5. = Si G & une propriété de point fixe il est sans frontidre.

Démonstration. = En effet soient M= G/H un espace homogéne compact de G,
et Q = @(M) .

C'est un convexe compact pour la topologie faibles Donc il existe m € Q tel
que gn=m (g €G) - Comme G opére transitivement sur M , la mesure m ne

\

peut 8tre une mesure ponctuelle & moins que M ne soit un pointe

On a donc défini une large classe de groupe de Lie sans frontiére § on va don-
ner un résultat permettant de construire des groupes ayant une proppiété de point
fixee

PROPOSITION 306e ~ Soient G wun groupe et G; un sous-groupe fermé ayant la
propriété de point fixe. Si G laisse invariante une mesure sur Q/Gl alors g

a la propriété de point fixe.

Démonstration. = Soit Q un convexe compact ou G opére. Il existe xe€ Q tel

que gx=x pour tout g damns G; o Ie point x définit une application £ de
G/G, dans Q par f(gG;) = gx » Soit n une mesure sur G/G, invariante per
G o Comme Q est compact, on peut définir 1'intégrale s

v =/ (b)) dn(eGy)

(on définit cette intégrale comme limite d'intégrales pour des mesures ponctuel-
les)s L'élément y est évidemment stable par G o

COROLLAIRE. =~ Si G est un groupe de Lie admettant un sous~groupe invariant
fermé résoluble S , le quotient étant compact, il a la propriété de point fixe
et est donc sans frontiére.
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Cl'est 4vident avec la proposition précédente 3 on peut le voir aussi en remar—
quent que si Q est un compact convexe sur lequel G opére ; 1l'ensemble Q°

des mesures stables par S est un compact convexe non vide stable par G/S qui

est compact et y adret donc un veinl fixe.

On verra plus loin la réciproque de ce corollaire (Ie543)s

4, Frontiéres des groupes sor’-simpless

Toutes les frontidres seront déterminées & partir de 1'une d'entre elles appe~
lée frontiére maximale. Clest celle=ci qu'on va déterminer dans ce paragraphe.
Soit G wun groupe semi-simple connexe admettant un centre finie Soient X un
compact maximal de G, G = K¢S la décomposition d'Iwasawa de G « On pose
M= G/S o Soit o 1'application canonique de G sur M g €t soit m une mesure
"pien foutue"-sur M (par exemple m = mgP; PE M)e On note Q 1'ensemble

convexe compact des mesures sur M limites de mesures de la forme K x m
(k€ ®(6) .

THEOREME 4ele = Il existe un sous=groupe fermé KO de K et un point p, de

M tels que la mesure ny= my «py soit un élément de Q stable par S .
0
Pour démontrer ce théoréme on a besoin des deux lemmes suivants ¢

IEME 4.2+ - Soient K wun groupe compact et p une mesure (p € ®(K)) dont
le support n'est pas contenu dans un sous=-groupe fermé de K différent de K »

Si u' € P(K) vérifie 1'équation p % p' = p' , alors W' = g

 IEMME 4,3+ - Avec les notations de 4.1, soient 7 une mesure sur G/S inva-
riante par S, et W et W, des mesures sur G .o Si oY = Op, 5 alors
Py R U= Py & T

Démonstration de 4+2c - Supposons d'abord que p' soit absolument continue par

repport & my et que sa densité soit une fonction continue £ ¢ alors f véri-

fie 1'équation fonctionnelle s
Jx £ 1) au(e!) = £(k) .

Soient A le sous—ensemble de K sur lequel f atteint son meximum, et B
le semi~groupe des éléments qui stabilisent A o B est fermé, done est un sous=—
groupees On déduit de 1iéquation fonctionnelle de f que WB) = 1 o Donc B= K,

done A= K : la fonction f est constante et p* = My e
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Soit W' une mesure absolument continue par rapport & my s et admettant une

densité continue, alors p° = p' a la mlme propriété, et on a
Bow pow pio= PP PR .

Dfaprés ce qui précéde p' x p" = my o Ceci étant vral pour toutes les mesures
p" , et comme il existe une suite de mesures p qui converge vers la mesure

ponctuelle & 1liorigine, on a W' = my »
Démonstration de 430 = Soit p € M (G) o Par définition 2
poe () = [/£(0 ap(e) dn(x) = / F(e) aule)

(on a posé s F(g) = / £(gx) dn(x) = gi(£) e

La fonction F vérifie F(gs) = F(g) (s €8S
une fonction sur G/S : soit F=Foo s ebon azs

woan(s) = w(F) = oW (F) .

Ce qui démontre le lemme.

1

g €G) , elle définit donc

“wo

Démonstration du théoréme. — Le groupe G opére sur l'ensemble Q par

g(i2m) = guwme Comme S est résoluble, il existe une mesure n dans Q
stable par S o D'autre part 1'application 3

o: K-G/S »

est un homéomorphisme. Donc il existe une seule mesure 7 sur K telle que
o(;) = 1 « On regarde 7 comme une mesure sur G o Soit s € S j alors on a
o(s?t) = Sc(;?) = set = O(7) « D'aprés le lemme 4.3, on a ST % M= 7 % 7« Done
ny = ; * 1 est invariante par S . Posons nn = ;E % nn..l s« On obtient ainsi une
suite de mesures invariantes par S o Posons ;En = (M? (produit de convolution

n fois par elle-mBme) : on a o(ffn) =T o

Soit K. le plus petit sous~groupe fermé contenant le support de ;f o Les

0
mesures

k=n ~k
v. = 1/n i
ont leur support dans KO ; et il existe une sous-suite qui converge vers une

mesure v B8atisfaisant & 1'équation T#v=7v. Done v= Iy (lemme 462).
0

En sorte que v - m, o De tout cela on déduit que la mesure n,= ofm, ) est
n KO 0 KO
invariante par S o Enfin on remarque que ny= o(mK) = my ofe) , 4 e est

0 0
1! é1ément neutre de G o Comme de plus les mesures T sont des éléments de Q@ ,
la mesure ofv,) € @ , donc 7y appartient & Q ¢ Ce qui achéve la démonstrations
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On va utiliser cette situation pour construire une frontiére de G o

’ -~
THEOREME 4e5. = Soit G un groupe de Lie semi~simple admettant un centre fini ;
soit H(G) 1le sous~groupe de G laissant fixe la mesure ny du théoréme pré-
cédents Alors :

10 H(G} - K eS

0

2° H(G) a la propriété de point fixe et est un groupe sans frontidres.
3° H(G) est un sous-groupe frontiére de G »
4° Tout compact maximal est transitif sur B(G) = G/H(G) .

5° I1 existe une et une seule mesure de probabilité sur B(Cr)i invariante par
XK.

Démonstration. = On a évidemment KOcS c H(G) » Réciproquement, on a
H(G) = H(G) nKeS » Si k € H(G) nK , alors kny = ny 5 done kaO.pO= mKo.po s
ou encore l«:c(mK ) = o(mK ) o Comme 1'application o est bijective, on a
0 0

ka = Iy e En comparant les supports de ces deux mesures, on en déduit que
0 0
k € KO °

D'autre part on peut identifier 1l'espace homogéne H(G)/S au sous-~espace

Ky*Pp de G/S « La mesure n, a son support dans K, et est invariante par
H(G) , donc H(G) a la propriété de point fixe (proposition 3.6), donc n'admet
pas de frontiére (théoréme 3.5). On a une application naturelle s

T3 G/S - B(G)

qui commite aux opérations de G o La mesure 7, est un élément de Q , donc il

existe une suite de mesures H, sur ¢ telles que Py M >7g e Ceci entraine 3

— . s - 4
Wy ¥ t(m) = TiH, * m - 'c\no) P
D'autre part 1'image de KO by par T est réduite & un point gq « Donc 1:(71:0)== ay
masse ponctuelle au point g « Comme <(m) est une mesure "bien foutue" sur

B(G) , il s'-nsuit que B(G) est une frontidre.

En dernier lieu, observons que K opére transitivement sur G/s s donc sur
B(G) 3 par ailleurs tous les sous-groupes compacts maximaux sont conjuguése Le
dernier point est alors trivial. Ceci achéve la démonstratione

Aprés avoir démontré 1'existence diune telle frontidre, on va étudier 1l'unicitée

Mais euperavant on va démontrer un lemmes
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IEME 4460 = Soit A € G un sous=groupe fermé ayant la propriété de point fixe
et contenant S , et soit B = G/H une frontidre de G « Alors il existe une

application continue surjective < s G/A »B qui commute aux opérations de G o

Démonstration. = Soit n € ®(B) une mesure sur B fixe par A « Il existe une

suite (%)ney A
mesure ponctuelle p sur B » Dautre part Gem = Kem , donc est un ensemble
compact, et on & lim g =kt (kekK),domc n=kp (kekK), et n est une
le stabilisateur de Xg e

d'éléments de G telle que la suite g, ® converge vers une

mesure ponctuelle x5, donc A CH
*0

L4 -
THEOREME 4.7, = Soit B un espace homogéne de G o Alors B est une frontiére
de G si et seulement s'il existe une application d'espace homogéne de B(G) sur
B o

Démonstrations. =~ On a vu que H(G) = KO"S a la propriété de point fixe, donc

le lemme 4.6 permet de conclure dans un sens, et la réciproque est triviale.

—

On dira qu'une frontiére B est maximale, si pour toute frontiére B il existe
une application d'espace homogéne de- B sur BoSi B= G/H s le sous=groupe H
est appelé sous~groupe frontiére minimal.

COROLLAIRE le = Soit G un groupe de Lie semimsimple connexe, dont le centre
est fini. Les frontiéres maximales sont isomorphese

COROLIAIRE 2. = Sous les m@mes hypothéses, les sous-groupes frontiéres minimaux
sont conjugués.

COROLLAIRE 3. = Soit G wun groupe de Lie connexe, alors les sousegroupes fron-

tiéres minimaux sont conjugués-

Démonstration. = Soit B une frontidre maximale } B = G/H « Alors il existe g
(respe g' ) tel que H(G) < gHg"l (resps H c g'H(G) g"‘l,)v. On en déduit que
g"l H(G) g c H c g"H(G) g"ml s Donc gg' est dans le normalisateur de H(G) qui

est un sous-groupe fermé. Donc H = g®H(G) g"l 2

Soient G un groupe de Lie et R son radical. G/R est semiwsimple et son
centre 2 est discrete Soit R® 1'image réciproque de Z dans G e C'est un
groupe résoluble, peut-~&tre non connexe, et invariant dans G « Alors tout sous-
groupe frontiére de G contient R' o En effet soit H wun sousegroupe frontiére.
G/H est une frontidre. Comme R’ est résoluble, i1 stabilise unc mesure s sur
G/H (ne ©(G/H)) s et on a pour tout g dans G: R'gn= gt « Donc R!



10-11

stabilise gt « Mais il existe une suite de mesures g, qui convergent vers
une mesure ponctuelle : Donc R! admet un point fixe dans G/H » Il existe donc
geG tel que R'C gHg"1 s comme R' est invarisnt on voit que R' < H . Donc

on peut supposer G semi=-simple, et la démonstration a déja été faite.

5. Caractérisation des groupes de Lie gsans frontiére.

Considérons le groupe G = GL(n , R) « Il opére sur En et _sur ip —1 1'eg=
pace projectif associd. Si g € M(n , R) algdbre des matrices (n x n) et
xeﬁn-{O}, et X 1'image de x dans Alfn’"l , on pose g(X) = gx, si g
est différent de O « Donc si g est non mul, g opére sur les points de }jn“
qui n'appartierment pas & une sous=variété de fn"l e Soit g, une suite de
matrices inversibles qui convergent dans M(n , R) vers une matrice g . Pour

tout xeRn, g, X »gx ; dans En-l si gx est défini, alors gni' > gX o

IEMME 5ele = Soient G wun groupe de Lie connexe ayant la propriété de point
fixe, et p une représentation lindaire irréductible de dimension finie de G,
par des matrices de déterminant + 1 « Alors p(G) est un groupe de matrices

compacte

Démonstration. = On peut toujours supposer que p est fidéle donc que G est

un sous=-groupe de SL(n , R) qui a la propriété de point fixe. Supposons que G
ne soit pas compacte Il existe une suite d'éléments de G telle que
l:l.mHgnH =+ x (Hg” = sup gij) o Les matrices gn/“gn” sont bornées en normes
Donc il existe une sous~suite telle que lim gn/ Hgn]\ 5 h - Comme dét( gn) =+ 1
et que HgnH >, ona dét h= 0, dfautre part h# 0, car |lbfl=1

En outre G opére sur }f’ -1 , et comme G a la propriété de point fixe, il
existe une mesure v , sur. ‘il'n -1 stable par G . Montrons que Vv est concentrée
sur la réunion de deux sous-variétés. Soit V, la sous=-variété de P L ou h
n'opére pas, et v; la restrictionde v & V, s Posons v= v, + v, » Ense
restreignant & une sous-suite, on peut supposer que g, V1 et &n V2 convergento
la limite de g v, est concentrée sur une sous-variété V3 o et lim g vy = hvye
Comme h envoie 1l'espace ﬁn sur un sous-espace linéaire, h envoie En‘l - Vl
sur une sous-variété V2 3 donc lim g, v 2 son support contenu dans V3 U V2 3
mais g v= v, donc v ala mdme propriété. Considérons les réunions de sous=
variétés lindaires propres gdont la mesure pour v est + 1 « De tels sous~ensem-
bles sont ordonnés par inclusion : soit W, uWy Ueso uW, un élément minimalo
Alors gW; u gil, U ces U g, (g € G) est également minimale L*intersection



10-12

U Wi n ng contient également le support de v j donc on peut extraire une
3, §
’
réunion de sous-voriétés plus petite et de mesure + 1 , & moins que g ne réa-
lise une permutation des sous=variétés W, o Comme G est connexe, il laisse

fixe chaque Hi e Mais p est irréductible : on a une contradictione
’ Y
THEOREME 5¢2¢ = Soit G wun groupe de Lie semi-simple connexe dont la frontidre
B(G) est triviale : alors G est compacte

Démonstrations = On sait qu'un groupe semi-simple est compact si sa représen-

tation adjointe est compacte; et que, d'autre part, toute représentation d'un
groupe semi-simple est complétement réductibles Il suffit de montrer que si B(G)
est triviale, alors toute représentation irréductible est compactes Comme on
regarde la représentation adjointe, on peut supposer que G n'a pas de centres
Alors G = H(G) a la propriété de point fixe. Toute représentation d'un groupe
semi=simple comnexe est unimodulaire, car p(G) est nécessairement semim-simple,

et les déterminants sont égaux & + 1 « Le lemme 51 s'applique & toutes les repré-

sentations irréductibles de dimension finie, ce qui démontre la propositione

3 .

THE OREME 5:3e = Soit G wun groupe de Lie connexe. Alors les propositions suiw-

vantes sont équivalentes s
ic G n'admet pas de frontieree.

ii. G admet un sous~groupe invariant résoluble commexe, le quotient étant

compacte

iiie G a la propriété de point fixee

Démonstratione = (i) => (ii). Soit R 1le radical de G 3 G/R est semi=

simple sans frontiére donc compacte
(1i) => (4iii) (corollaire de la proposition 3¢6).
(iii) => (i) (théoréme 3.5)-
COROLIAIRE: =~ Si H est un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie connexe G ’

qui vérifie les propriétés du théoréme précédent, alors H admet la propriété

de point fixeo

Démonstration. ~ En effet soit Hc G . G est 1'extension d'un groupe compact

K par un groupe résoluble, donc H aussi. Le corollaire du théoreme 3.6 permet

de conclures
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6e Les sous-groupes frontiéres minimauxe =

Soit G wun groupe de Lie semi-simple connexe, on se propose d'étudier plus a

fond les sous—groupes frontiéres minimeux de G e

L4
THEOREME bela = Les sous-groupes frontiéres minimeux de G sont des groupes
admettant un sous~groupe invariant résoluble connexe tel que le quotient soit
compact. Ils sont maximaux pour cette propriété parmi ceux qui contiennent un

sous=groupe 4'Iwasawas

Démonstrations = Soit G = K.S wune décomposition d'Iwasawa de G ; alors

H(G) = KopeS avec les mdmes notations que dans le paragraphe 4. Soit Kh la

composante connexe de KO o Soit na = c(mK?) o Cette mesure est proportionnelle
0

a my sur O(Kb) o Comme S est connexe et stabilise 7y, le groupe XpeS
stabilise une mesure sur Kb S/S « Donc d'aprés la proposition 3.6, Kb-s admet
la propriété de point fixe, et on peut appliquer le théoréme 5¢3. Mais

[KO S s Kj 8] <+ @ o+ Done KyS est également 1l'extension dfun compact par un

résolubles La dernidre assertion est une conséquence du lemme 4o6e

’ )
THEOREME 6620 = Soit G = KeS la décomposition d'Iwasawa d'un groupe semi-
simple admettant un centre fini. Soit N(S) le normalisateur de S o Alors
N(S) = H(G) »

1,
Démonstration ().- Le groupe H(G) admet un sous-groupe invariant résoluble

comexe T le quotient K étant compacte Soit w3 H(G) = K' « Alors w(S)
est un groupe connexe résoluble et compact, donc abélien ;3 or tout caractere de
@(S) (au sens de PONTRJAGIN) se prolonge & S tout entiers HMais S n'a aucun
caractére : donc ®(S) = e » et S c T o Dans ces conditions T = KpeS (produit
semi~direct)s Soit P une représentation irréductible de dimension finie et
fidéle de G dans un espace vectoriel complexe V « Alors il existe une base de
V telle que les matrices de p(S) soient triangulaires et celles de p(KT)

soient diagonales 3

oK)= : 5 oee) = g 300 :

1 , R
(") Démonstration due & R. GODE'ENT.
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De cette forme particuliere des matrices on déduit que, si + = ks = s'k’
(teT; s,steS; k, k! €eK) alors k=k' et S est un sous-groupe
invariant de T « Soit KS le groupe T/S « Clest un groupe abélien compacte
Tout caractére de T est un caractére de Ky et réciproquement, donc S est
1'intersection des noyaux des caractéres de T e Soit S!' un sous=groupe réso-
luble fermé de T n'admettant pas de caractére j il est nécessairement contenu
dans S ¢ En particulier si h € H(G) , wshl est un tel groupe, nSh™! ¢ s
qui est donc invariant dans H(G) .

Remarques =~ Il serait plus agréable de pouvoir démontrer ce résultat a priori,

ce qui simplifierait 1'exposé-

’ \
THEOREME 603¢ = Soit G wun groupe de Lie connexey alors les sous-groupes fron-

tiéres minimaux sont maximaux pour la propriété de point fixe.

Démonstration. = Les sous-groupes frontiéres minimaux ont la propriété de point

fixe. En effet, si G est semi~simple, c'est le théoréme 4.5« Sinon, divisant
par le radical R de G, on applique le théoréme 6+1 & G/R « Les sous-groupes
frontidres de G correspondent & ceux de G/R (corollaire 2 du théoréme 4.7).

I1 s'ensuitque si G est connexe ses sous=groupes frontiéres minimaux ont un
sous-groupe invariant résoluble, le quotient étant compacte Soit L > H(G) pos=
sédant la propriété de point fixe. Il existe une mesure n € ®(G/H(G)) invariante
par L . L'ensemble Gt est compact. Corme G/H(G) est une frontidre, il existe
une mesure ponctuelle dans Gn 4 donc n est une mesure ponctuelle, et L est
contenu dans le staebilisateur d'un point :

gml Ig cH(G) c¢L, donc H(G) = L .

7+ Exemplese

On va regarder ce que donne cet ensemble de résultats pour certains groupes
classiques ([2], chapitre 1).

1 G=8SLn, R) « Soit T 1le sous-groupe des matrices triangulaires (supé-
rieures) de G o Alors G/T s'identifie 2 la variété des drapeaux D(n) de R,
ctest-d~dire & 1'ensemble des suites de sous-~espaces vectoriels emboités
d= (Vl s Vo ens ’Vnyl) tels que dim(Vj) = j o Soient (ei)LSién la base cano-
nique de EP 9 Vg le sous~espace engendré par €1 3€p 5 et0 s 8 et dO le
drapeau ainsi constituée Il est clair que G opére sur liensemble des drapeaux
et que T est le stabilisateur de dj o D(n) est donc une variété compacte-

D'autre part si on note T  1%cnserble des matrices diagonales & coefficients

diagonaux tous positifs, alors on a @
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= 80(n).T" 3 N(T*) = T 3 B(G) = D(n) .

Soit Gj fiej la variété grassmanienne des sous—espaces de dimension j de
9

En o C'est un quotient de G par un sous-groupe contenant T § c'est donc une

frontiére de G o En particulier }fml 1l'espace projectify, qui est isomorphe a
Gl,n-l est une frontiére de G . '

1

2° G=SLn, C) ¢ On a le mdme résultate En particulier D(2) = Gy =P

)

est la frontiére maximale de SL{2 , C) qui s'identifie au groupe de Lorentz.
3° Ie groupe des automorphismes d'un domaine de Cartan.
Soit ® cM(n , C) tel que
®={zeMn, 0) s 1/2i(z = 2z > 0}
( 2*= vz , positif veut dire hermitien positif)e.

Soit G le sous-groupe de SL(2n , C) tel que si
g=(§ 3) €eG (a,byc,d, eMn, 0)) gz = (az + b)(cz + d)-l (z € ©)

o 1
(Séminaire Cartan, te 10, 1957/58, expos$3).Si J est la matrice (- 1 on) o
n

1, est la matrice unité de rang n on a
G={g eSL2n, C) , g Jg=J}

autrement dit on a 3

b=b"d; a*d=-c p=1 .

Soit K le stabilisateur de ln « On as

1/2(u+ v) 1/2i(u - V)\

K= u, v € U(n) .

1/2i(v = u) 1/2(u + v) /

Le sous—groupe résoluble complémentaire est donné par

a b
S = ab* = ba*
0 a*"l

b

et a est une matrice triangulaire supérieure & coefficients diagonaux tous
positifse Soit H 1le normalisateur de S dans G ( H a la méme forme que S
sans restrictions sur les coefficients diagoneux) alors B(G) = G/H et

dim B(G) = 2n° = n «
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La frontiére maximale qu'on vient de définir ne coincide pas avec la frontiére
de Bergmenn=Silove En effet si on identifie ® & l'ensemble des matrices 2z tel-
les que z"z < 1 (par la transformation de Cayley (z = 1n)(z + 1n)”1) la
frontiere de Bergmann-Silov correspond & 2* 2 = 1n , clestm=d-dire 3 U(n) , qui
est un espace de dimension n2 » On verra cependant que la frontiére de Bergmann-

Silov est une frontiére mais qui n’est pas maximaleo

8e Quelques résultats préliminaires 3 la compactification.

On veut maintenant montrer qu’on peut trouver une application injective de
G/X dans ®(B) en sorte que 1'adhérence de G/K dans ®(B) soit une compac-
tification de G/K . Pour ceci on va montrer gque le seul sous~groupe de G qui
stabilise 1'unique mesure sur B(G) stable par K est K Ilui-nBme.

IEMME 8¢le = Soit L un sous—~groupe fermé de G qui stabilise la mesure m
sur B(G) o Si Kc L, alors L a la propriété de point fixee

Démonstrations -~ On a B(G) = G/H(G) « Le groupe L opére sur L/L n H(G) ,
qu'on peut considérer comme un sous-cnsemble de B(G) « Comme K opére transi-
tivement sur B(G) et que Kc L, ona L/L nH(G) = B(G) « Comme H(G) est
1'extension d'un groupe compact par un groupe résoluble, le groupe L n H(G) a la

m@me propriétée La proposition 36 permet de conclure.

COROLLAIREs =~ Sous les mémes hypothéses, et si L est comnexe, alors L est
1'extension d'un groupe compact par un groupe résolubles

On dira qu'un sous-ensemble de metrices de M(n , C) est self-adjoint, si pour
tout x dans A, la matrice %% ost dans A . On note g 1'algebre de Lie

IEMME 824 = Soit A une sous-algébre de Lie résoluble de g , qui soit self=-
adjointe. Alors A est abéliennes

Démonstrations = Feisant opérer A dans C° 5 11 existe un sous~espace vec-
toriel V, de dimension + 1 stable par A o Soit V 1'orthogonal de V,
pour la forme hermitiemmne standard ; il est fixe par A « Procédant alors par

récurrence on trouve une suite de sous-espaces de dimension 1z V;, V,, eece, Vn

deux & deux orthogonaux, stables par A ce qui démontre le lemmee

IEMME 8e3e = Soit A wune sous-algébre abélienne de g et soit x € g tel que

[x 3 A]cAchlors [x,A]l=0 .
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Démonstratione = Il existe une base de En tel que les éléments de A soient

tous des matrices diagonales ( ae; = ?»i(a) e; pour o ed )o Posons
Xe, = Z a,. e. N
i ii i
I1 vient ?»i([x ,a]) = 0 pour tout i, donc [x, a]= 0.

IEMME 8e4e = Soient g wune algtbre de Lie semimsimple et t une souseelgdbre

0N

compacte maximale. Si x e g et si x commted t alors xet ([x, t]= 0)s

Démonstration. - Considérons la décomposition de Cartande g3 g= fe@p
([4], exposé 11). Il existe un automorphisme 6 de g tel que (k) = k (k e %)
et 6(p) ==p (pep o«Donc [p, p] St et [p, t]cpe Posons x=k+ p
(ket; pep);alors p= 1/2(x=6(x)) « na 6[x, t]=[6(x), t]=0.

Donc 6(x) comute avec ¢ o Soit k" €t et p'epj; onaz

Tr(ad([p , p']) adk) = - Tr(adp'ead[p , k]) = O .
Donc [p, p'] est orthogonald ¢t , donc [p, p'Jep, donc [p, p']=0.

Donc [p,p]=0, donc p=0 car g ~est semim-simple.

IEMME 845 = Soient g une algébre de Lie semi-simple, I une sousealgébre
compacte maximale et soit t une sous~algébre résoluble telle que [t , t] ct,
alers tcto.

Démonstratione - Comme g est semi-simple, elle est isomorphe & son adjointe.

On sait que les matrices de f peuvent &tre choisies antim-symétriques, et celles
de p symétriques. Soit % e transposé de x « (na g= 1@ p et gt =g e
Si xet alors x=xet. L algébre t étant résoluble, 1'algebre Yy 1test
égalements Considérons [t , U] « Si t, et tye t, alors [t; = "4 , t,] et;
comme [t; , t,]J et , ona [ttl » t,] et o Done [t, tt] c t « Done

[t, tt] ctnlb .En particulier s =t + U ost une algébre ; elle est réso-
lubles (Pour le voir il suffit de calculer ses algébres dérivées
Dn5=[Dn"ls, Dn"ls] o On a3

nt

Dnscht+D t+tnti‘ .

Il existe n tel que DV s ct + Yoot o) Puisque [t , t]J]ct ona
[t y5] cs « Par 1o lemme 8.2, 1'algébre s est commtative, et donc [t , 5]=0.
Donc [t ,t]=0+Donc tcts

IEMME 846e = Soient G un groupe semi-simple admettant un centre fini, et K
un compact maximal de G * Si N est un sous-groupe de G contenant X , tel
que N/K soit discret, alors N= K .
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Démonstrations = Soit ¢ s G » G/K « L'ensemble Y(N) est discret et stable
par K « Supposons que Y(N) ne soit pas réduit & un seul élément, et soit
pey(N) (p# yle)) « Comme WY(N) est discret X C nkn~t . Le groupe K laisse

donc fixe la géodésique qui joint p a Pg = \p(e) s donc stabilise un vecteur

tangent & G/K en Py » donc un vecteur de p o Donc il existe un vecteur x & p
tel que ad(t) x= O o Par le lemme 844, x € £, donc x= 0, donc N=Ko.

9. Compactification d'un espace homogénee

[ 4 \
THEOREME 9.1s = Sous les hypothéses générales de cet exposé, si g € G stabi-
lise la mesure m sur B(G) alors ge Ko

Démonstrations =~ Soient L le stabilisateur de m et LO sa composante con-

nexes K C LO « Donc LO est 1'extension dfun groupe compact par un groupe réso-

-l
luble R « Comme R est invariant dans LO s ona kRk =R pour tout k dans
K « Soit RO la composante connexe de R « C'est un groupe résoluble normalisé
par K o« Soit r 1'algébre de Lie de R, on a

hd(K) v c 73 [t, r]cr .

Donc v c t, donc RO c K « Comme RK est un groupe et que RO c K, on voit que
RK/K est discret, donc R c K o Donc L, est compact, donc contenu dans X .
Mais I/K est discret donc L= K.

COROLLATRE. — L'spplication ¢ ¢ G/K - ®(G/H(G)) définie par ¢(gk) = gm est

continue et injectivee.

r'd
DEFINITION 9e2e = Soit G wun groupe semi-simple connexe, avec un centre fini,
soit D= G/K, et B(G) sa frontitra: Le plongement de D comme sous~ensemble
de ®(B(G)) s'appelle le plongement canonique-de D o La fermeture de D dans

®(B(G)) est appelée la compactification canonique de D

Soit D 1la compactification canonique de D o Remarquons que les mesures ponc=-
tuelles sur B(G) sont des éléments de D (comme limites de mesures g, ™ )e On
a donc une injection B(G) »D- qui commute aux opérations de G « L'image de

B(G) dans D est appelée la frontiere distinguée de D « Remarquons que les

groupes de stabilité des points de D operent transitivement sur la frontiére

distinguée de D o

’ hY
THEOREME 9e3+ = Un sous—groupe compact meximal de G est maximal relativement

4 la propriété de point fixe.
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Démonstration. -~ Si L DK a la propriété de point fixe, alors L stabilise
une mesure sur B(G) . Puisque L > K cette mesure coincide avee m s donc
L=Ko.

En conclusion, le groupe de stabilité de tout point de G/K est meximal pour
la propriété de point fixe, il en va de mme pour tout point de la frontiere
distinguée de D ;

Cotte propriété esteelle vérifide pour tout point de D 2

De plus les deux classes de sous—groupes que nous avons examinées ont une pro-
priété de conjugaison

Existe=t=il un théoréme de conjugaison impliquant les deux résultats précédents?
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