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FONCTIONS HARMONIQUES SUR UN GROUFE SEMI-SIMPLE

I. FRONTIÈRES DES ESPACES HOMOGÈNES

Antoine DELZANT

Séminaire BRELOT-CHIQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
7e année, 1962/63, n° 10 21 février 1963

1 Introduction.

Soit G le groupe des automorphismes du disque unité D c R2 ( Î zÎ  1) ; il
est f ormé des matrices

et opère transitivement sur D par g,z = az -b. Si on appelle D la fron-
a-bz

tière de D , le groupe G opère aussi transitivement sur Le groupe G

possède deux sous-groupes remarquables :

le sous-groupe K est un sous-groupe compact maximal stabilisateur de l ori-

gine, le sous-groupe S est un sous-groupe connexe maximal qui stabilise le

point z = + 1 . De plus G est le produit semi-direct de ces deux sous-groupes,
et on a :

Soit f une fonction harmonique bornée sur D . On sait qu’ elle vérifie une
formule de Poisson : ..

pour une certaine fonction f unique définie sur D~ . Le but de ces exposés est
cl’ interpréter la f ormule ~ ~ ~ 1.1) en terme s du groupe G et de généraliser à tous
les groupes semi-simples connexes a

A

Soit f une fonction (bornée ou continue) définie sur K ; on la prolonge à
G tout entier en posant

Alors la fonction
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vérifie la condition c’est donc une fonction définie sur D = G/Ko
En posant g(0) = la formule redonne la formule (I.1.1). Donc f

est une fonction harmonique bornée sur D. De plus f vérifie l’équation fonc-
tionnelle suivante :

Le but de ces exposés est de généraliser cette situation : Soit G un groupe

semi~simple connexe, soient ~ une mesure non négative absolument continue par
rapport à la mesure de Haar de G et de masse totale 1 , et x l’ensemble des

fonctions bornées sur G satisfaisant Inéquation

(ces fonctions vérifient une certaine équation de convolution) On montrera qu~ il
existe un espace compact ou G opère, une mesure v sur 1’1 telle que, pour

tout f ~ x, il existe une fonction f et une seule sur M telle que

et de plus que Inapplication f -~ f est bijective. (Dans le cas particulier traité

plus haut, pris =mK ~ g8 
tuelle au point g: ) alors N = DO , et 03BD est la mesure euclidienne du cercle.)

Dans ce premier exposé on construit des espaces homogènes compacts de G qui
permettent de construire les espaces Dans le deuxième exposé on étudiera les

équations (I.1.3) et 

2. Rappels sur les groupes de Lieo

On effectue dans ce paragraphe quelques rappels nécessaires, pour comprendre
la suite c On ne propose aucune démonstration, et on se borne à renvoyer à des

ouvrages spécialisés.

Soit G un groupe de Lie connexe [2 ] . Il admet un et un seul sous--groupe réso-
luble connexe invariant maximal R , appelé son radical, et le groupe G/R est

semi....simple ([4],o exposé 7) . Si un groupe de Lie G est semi-simple alors toute

représentation de G est complètement réductible ([4J, exposé 7)c De plus le
centre d’un groupe semi-simple est toujours discret. Sauf précision du contraire
nous ne considérerons que des groupes semi-simples connexes dont le centre sera

fini 0

Soit g 1 algèbre de Lie de G ~ Tout homomorphisme de G induit une 

sentation de g , en particulier l’automorphisme intérieur g - induit
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un automorphisme de g noté Ad , t de G . L’ensemble est lui-même un

groupe de Lie, et l’application g ~ Adg est appelée la représentation adjointe.

On en déduit une représentation de g par adX(Y) = [X , Y~ . Si G n’a pas de

centre, alors G est isomorphe au groupe de ces automorphismes intérieurs, donc

G= et la représentation adjointe est fidèle ([4]~ exposé 6).

Soient G un groupe de Lie semi-simple, admettant un centre fini et K un

sous-groupe compact maximal, alors il existe un sous-groupe résoluble connexe S

tel que G soit le produit semi-direct de K et de S ([4]~ exposé 11) de telle
sorte que tout g E G se mette, de façon unique, sous la forme g = ks

(k e K ; C’est la décomposition d’Iwasawa. Ltalgèbre de Lie de G se

décompose en somme directe de deux sous-espaces orthogonaux pour la forme de

Killing : Si t est l’algèbre de Lie de K (resp* S ~~ on a :

([4]~ exposé 1 1 ) ..

Si K est un compact maximal d’ un groupe de Lie semi-simple avec un centre

fini, l’espace G/K se trouve muni d’une structure d’ espace riemannien symétri-

que. Réciproquement tout espace riemannien symétrique est de la forme G/K.

Espaces homogènes. - Soient M un espace topologique, et G un groupe topo-

logique. On dit que le groupe G opère à gauche sur M s’il existe une appli-

cation continue de G x M dans 14 notée ( g , x) - gx telle que

On dit que G opère transitivement si, pour tout x et y E il existe

g E G tel que gx=y. Soient et H x = C~ est un

sous-groupe de G appelé le stabilisateur de x o Considérons l’espace quotient

G/H : on a une application de G/H dans M par gHx~gx 2022Si G opère tran-
x x x

sitivement sur M 1 cette application est un homéomorphisme. Récj çroquement tout

sous-groupe fermé de G définit un espace homogène de G où G .père transi-
tivement. ,

Soient et MU deux: espaces homogènes de G et ~p une application de M*

dans Î4l’ , On dit que (p est une application d’espace homogène si

Si L’ et L" sont deux sous-groupes fermés de G , et si Lt c il y a

une application naturelle d’espace homogène de G/Lt sur G/D’ ~ réciproquement
toute application surjective d’espace homogène est de ce type.

Si G opère sur un espace M , il opère sur les fonctions (resp. sur les mesu-

res) définies sur M :
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Si G est un groupe de Lie semi-simple (resp. compact) , il est muni d! une

mesure bi-invariante la mesure de Haar ([5])~ et on note LP(G) les clas-

ses de fonctions de puissance p-ième intégrable pour la mesure de Haar.

Si M est un espace topologique on notera ~~M~ ~

l’ensemble des mesures sur M (resp. des mesures positives 3 resp. des mesures

positives de masses + 1 ). En particulier si K est un groupe compact on sup-

posera que mx E P(K) ~

Soit M un es p ace localement compact où G opère, et soient  E et

x e on définit un nouvel êlêment   1t de par

Si ~,1 ~ ~ E P(G) et n(M) , on a

Enfin on a une injection de M dans Q(Î""1) en identifiant chaque point x de M

à la masse ponctuelle e située en ce point. (resp. n ~ est une mesure
x

sur G (resp. M ) et g E G (resp. x E on note au lieu 

(resp. g,n au lieu de e ~ 1t ). La convergence des mesures, à laquelle on se
g

réferrera, est la convergence faible.

3. Frontières sur un groupe de Lée .

On dira qu’ une mesure 1t est "bien foutue" sur une variété M si, pour toute

carte locale appliquée par les fonctions coordonnées

x1, X2 , ... , Xn dans le cube I n = (1 S 1 ; i = 1 ... n) , il existe une

fonction p , intégrable au sens de Lebesgue, positive sur Zn telle que, pour

toute fonction f sur M , dont le support est contenu dans la earte locale con-

sidérée on a :

Si M est un groupe de Lie, une mesure "bien foutue" est une mesure absolument

continue par r apport à la mesure de Haar$ Si M est un espace homogène de groupe

de Lie, est une mesure "bien foutue" sur M, alors pour toute mesure 03C0 ~R(G),
la mesure 03C0   est "bien foutue" sur M (il existe une section borélienne) .

Enfin deux mesures "bien foutues" sont absolument continues l’une par rapport à

l’autre.
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THEOREME 3.1. - Soient G un groupe de Lie et M un espace homogène compact
de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. Pour toute mesure E il existe une suite (gn)n~N d’éléments de

G tels que la suite converge vers une mesure ponctuelle sur M.

ii. Pour toute mesure ~ ~ 6"(M) , il existe une suite de mesures sur

G (p 
n 

e @(G») telle que la suite p 
n 

* n converge vers une mesure ponctuelle.

iii. Il existe une mesure "bien foutue" sur M ~ 6"(M» et une suite

»n E 6"( G) ) telle no converge vers une mesure ponctuelle.

Démonstration. - (i) ===&#x3E; (ii) trivialement. (ii) ==&#x3E; (i) est une consé-

quence du lemme suivant.

LEMME 3.20 - Soient 03C0 une mesure sur M (rc ~ Q(1.i) ) , et n n 
une suite de

mesures sur G E 6"( G) ) telle n converge vers une mesure ponc-

tuelle. Alors il existe une suite ~ d’éléments de G telle que con-

verge vers une mesure ponctuelle.

Démonstration* - Supposons que }l soit (Vm)m~N une base de

Voisinages de p . Pour n assez grande on a : 
.".

Il en résul.te qu’ il existe gm tel. que gm &#x3E; 1 - 1/m ~ et que ~ n .... P .

(ii) ~ trivialement.

~ (ii). Soit rc E R(M) a D’après les reraarques qui pxéeèdentt sx Jl

est une mesure "bien foutue" sur G, la mesure   1t est une mesure "bien fou-

tue" sur M, donc absolument continue par rapport à 03C0O2022 Comme n  03C0O ~ P ,

on a 

DEFINITION 3..30 - Soient G un groupe de Lie et un espace homogène com-

pact de G vérifiant les conditions équivalentes du théorème précédent. 
pace M est appelé une frontière de G 0 On qu’un sous-groupe fermé H de

G est un sous..groupe frontière de G si l’espace G/H est une frontière de G .

Un groupe de Lie G est sans frontière si le seul sous-groupe frontière est

G 

Exemples. - G est un groupe abélien. Tout sous-groupe étant invarient, G/H
est un groupe muni d’une mesure de Haar mG/H. Si g E G t on a mG/H ;
donc H ne peut être un sous-groupe frontière que si G = H .
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G compact. Si g n - p alors on peut supposer qu’il existe une sous-suite

de la suite g 
n 

qui converge vers g . Donc p ; seules les mesures ponc-

tuelles peuvent être envoyées sur les mesures ponctuelles.

DEFINITION 3.4. ~. On dit qu’un groupe topologique G a une propriété de point

fixe, si, dès que G opère sur un convexe compact d’ un espa.ce vectoriel topolo-

gique localement convexe par des transformations affines, il existe un point fixe.

Exemples;

- G abélien Appendice)

- G résoluble

- G compact.

THEOREME 3 c 5. - Si G a une propriété de point fixe il est sans frontière.

Démonstration. - En effet soient lfi = G/H un espace homogène compact de G ~
et Q = P(M) .

C’est un convexe compact pour la topologie faibleo Donc il existe m E Q tel

que gm = m ( g E G) o Comme G opère transitivement sur la mesure m ne

peut être une mesure ponctuelle à moins que M ne soit un point.

On a donc défini une large classe de groupe de Lie sans frontière ; on va don-

ner un résultat permettant de construire des groupes ayant une propriété de point

fixe.

PROPOSITION 3 06. - Soient G un groupe et Gl un sous-groupe fermé ayant la

propriété de point fixée Si G laisse invariante une mesure sur alors g

a la propriété de point fixe.

Démons tration. - Soit Q un convexe compact où G opère. Il existe x E Q tel

que gx = x pour tout g dans Le point x définit une application f de

dans Q par gx o Soit 03C0 une mesure sur invariante par

G e Comme Q est compact, on peut définir 11 intégrale :

(on définit cette intégrale comme limite d’intégrales pour des mesures ponctuel-

les) t L’ élément y est évidemment stable par G .

COROLLAIRE.- Si G est un groupe de Lie admettant un sous-groupe invariant

fermé résoluble S ~ le quotient étant compact, il a la propriété de point fixe

et est donc sans frontièreo.
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C’est évident avec la proposition précédente ? on peut le voir aussi en remar-

quant que si Q est un compact convexe sur lequel G opère ; l’ensemble Qi

des mesures stables par S est un compact convexe non vide stable par G/S qui

est compact et y adnot donc un fixe.

On verra plus loin la réciproque de ce corollaire (1~53)e

4 o Frontières de s roupes 

Toutes les frontières seront déterminées à partir de l’une d’ entre elles appe-

lée frontière maximale. C’est celle-ci qu’on va déterminer dans ce paragraphe.
Soit G un groupe semi-simple connexe admettant un centre fini. Soient K un

compact maximal de G ~ G = K.S la décomposition d’ Iwasawa. de G . On pose

Fl = Soit o l’application canonique de G sur M, et soit m une mesure

"bien foutue" sur M (par exemple note Q l’ ensemble

convexe compact des mesures sur fil limites de mesures de la m

(  ~R(G)) .

THEOREME 4.1. - Il existe un sous-groupe fermé Ka de K et un point PO de

M tels que la mesure mK 0 .Po soit un élément de Q stable par S.G 
Q 

0

Pour démontrer ce théorème on a besoin des deux lemmes suivants :

LEMME 4,2.- Soient K un groupe compact et p une mesure (  E 6è&#x3E;(K») dont

le support n’est pas contenu dans un sous-groupe fermé de K différent de K 0

Si 1 E P(K) vérifie alors »’ = mK .

LEMME 4.3.- Avec les notations de 40 1, soient 11: une mesure sur Gis inva-

riante par S , et 1 et 2 des mesures sur G 0 Si alors

J.ll * TC = ~ * 1t 0

Démonstration de 4.2. 1:-. Supposons d’abord que soit absolument continue par

rapport à mK et que sa densité soit une fonction continue f : alors f 

fie l’équation fonctionnelle ~

Soient A le sous-ensemble de K sur lequel f atteint son maximum, et B

le semi-groupe des éléments qui stabilisent A e B est fermé, donc est un sous-

groupeo On déduit de Inéquation fonctionnelle de f que (B) = 1 o Donc B = K ,
donc A = K : la fonction f est constante et 1 = mK ,.
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Soit ~pi une mesure absolument continue par rapport à et admettant une

densité continue, alors * ~’t a la même propriété, et on a

Diaprés ce qui précède = m K a Ceci étant vrai pour toutes les mesures

jj." . et comme il existe une suite de mesures qui converge vers la mesure

ponctuelle à Ii origine, on a ~1 = mK ~

Démonstration de 4,3o ~ Soit ~ o Par définition :

(on a posé ; F(g) = / f(gx) = 

La fonction F vérifie F(gs) = F(g) (s g s G) , elle définit donc
une fonction sur Gis: soit F = F.03C3; et on a :

Ce qui démontre le lemmeo

Démonstration du théorème ... Le groupe G opère sur l’ ensemble Q par

m) = g   m c Comme S est résoluble, il existe une mesure 03C0 dans Q

stable par S o D~ autre part l application $

est un homéomorphismeo Donc il existe une seule mesure 1t sur K telle que

= On regarde n comme une mesure sur G o Soit s ~ S ; alors on a

= = = cr(1t) . Diaprés le lemne 4.3, on a s03C0 03C0 = 03C0  03C0 2022 Donc

x est invariante par S c Posons 11 n :: 1t * 11 n- 1 fi On obtient ainsi une

suite de mesures invariantes par S o Posons 03C0n = de convolution

n fois par 03C3(03C0n)= TC 0

Soit K 0 le plus petit sous-groupe fermé contenant le support de n . Les

mesures

ont leur support dans et il existe une sous--suite qui converge vers une

mesure v satisfaisant à 11 équation §é -:. v = v .. Donc v = mK (lemme 4.2)"
o

En sorte que xr -t mKO 
0 De tout cela on déduit que la mesure 7tO = est

invariante par S o Enfin on remarque que 7tO = 03C3(mKO) = mKO .cr(e) , où e est
o 0

l’élément neutre de G Q Comme de plus les mesures n sont des éléments de Q ,
n

la mesure cr(vn) E Q , donc 7tO appartient à Q c Ce qui achève la démonstration"
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On va utiliser cette situation pour construire une frontière de G.

, ..

THEOREME 405. - Soit G un groupe de Lie semi-simple admettant un centre fini ;
soit H(G) le sous-groupe de G laissant fixe la mesure JtO du théorème pré-
cédent. Alors :

1 0 H(G) = KO"S
2° H(G) a la propriété de point fixe et est un groupe sans frontières.

3° H(G) est un sous-groupe frontière de G 0

4° Tout compact maximal est transitif sur B(G) = G/H(G) 0

50 Il existe une et une seule mesure de probabilité sur B(G) invariante par

K .

Démons tration. ~ On a évidemment c Réciproquement, on a
H(G) = R(G) n K.S . Si k E H(G) n 1 ; alors donc kmK = mx .p~ ~
ou encore = Comme Inapplication o est bijective, on a

"0 ~0
kmKO = En comparant les supports de ces deux mesures, on en déduit que

k E KO 0
D’ autre part on peut identifier l’espace homogène H(G)/S au sous-espace

de GjS. La mesure ~~ a son support dans KO et est invariante par

H(G) , donc H(G) a la propriété de point fixe (proposition 3.6) ,. donc n’admet
pas de frontière (théorème 3o5). On a une application naturelle :

qui commute aux opérations de G o La mesure 03C0O est un élément de Q, donc il
existe une suite de mesures n sur G telles que }..l n * m ~03C0O. Ceci entraîne :

D’autre part l’image de Ka Po par z est réduite à un point q ~ Donc T(~)==q~
masse ponctuelle au point q c Comme est une mesure "bien foutue" sur

B(G) , il que B(G) est une frontière.

En dernier lieu, observons que K opère transitivement sur G~S ! donc sur
B(G) ; par ailleurs tous les sous-groupes compacts maximaux sont conjugués. Le
dernier point est alors trivialo Ceci achève la démonstration.

Après avoir démontré l’existence d~ une telle frontières on va étudier 1’~ unicités
Mais auparavant on va démontrer un lemme~
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LEMME 4.60 ... Soit A c G un sous-groupe fermé ayant la propriété de point fixe

et contenant S ~ et soit B = G/H une frontière de G ~ Alors il existe une

application continue surjective T ; G/A -&#x3E; B qui commute aux opérations de Go

Démonstration ... P(B) une mesure sur B fixe par A . Il existe une

d’éléments de G telle que la suite g_ x converge vers une 
.

mesure ponctuelle p sur B ~ Dt autre part K«~: ~ donc est un ensemble

compact, et on a lim g n 1T. = kn (k E K) , donc 1t = kp (k E K) , et n est une

mesure ponctuelle donc A c H le stabilisateur de x0 a

, ,

THEOREME 4.7n - Soit B un espace homogène de G 0 Alors B est une frontière

de G si et seulement s’il existe une application d’ espace homogène de B(G) sur

B.

Démonstration. - On a vu que H( G) = a la propriété de point fixe, donc

le lemme 406 permet de conclure dans un sens, et la réciproque est trivialeo

On dira qu’ une frontière B est maximale si pour toute frontière B il existe

une application d t espace homogène de 4 ~ sur B o Si B = le sous-groupe H

est appelé sous-groupe frontière minimal.

COROLLAIRE 1. - Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, dont le centre

est fini. Les frontières maximales sont isomorpheso

COROLLAIRE 2a ~. Sous les mêmes hypothèses, les sous-groupes frontières minimaux
sont conjugués «

COROLLAIRE 3~ *" Soit G mi groupe de Lie connexe, alors les sous-groupes fron-

tières minimaux sont conjugués~

Démonstrationo "’ Soit B une frontière maximale ; B = G/H . Alors il existe g

(resp. e tel que H(G) r.: (resp. H Cg’H(G) g’-1). On en déduit que(resp. g ) tel que c (resp. H g’-1 ). On en déduit que
g -1 H( G) g ~ H ~ g’ H(G) g’-1. 1 Donc gg’ est dans le normalisateur de H(G) quig g c H c Donc gg est dans le normalisateur de qui
est un sous-groupe fermée Donc g’-1
Soient G un groupe de Lie et R son radical. G/R est sewi-simple et son

centre Z est discretc Soit R~ l’image réciproque de Z dans G . C’est un

groupe résoluble, peut-#tre non connexe, et invariant dans G . Alors tout sous-

groupe frontière de G contient En effet soit H un sous-groupe frontière~

G/H est une frontière* Comme R’ est résoluble, il stabilise une mesure 03C0 sur

G/H (n e (P(G/H)) ~ et on a pour tout g dans G g R’ Donc RI
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stabilise gx . Mais il existe une suite de mesures gn 7C qui convergent vers

une mesure ponctuelle : Donc Rf admet un point fixe dans Il existe donc

g e G tel que R’ c comme fi" est invariant on voit que Donc

on peut supposer G semi-simple, et la démonstration a déjà été faite.

5. Caractérisation des rouoes de Lie sans frontière.

Considérons le groupe G == GL( n , ,%) , Il opère sur Ii9 et sur l’es-Considérons le groupe G=: R) . Il opère sur R et sur -. 
pace projectif associée Si g é R) algèbre des matrices (n x n) et

x 6 R - {a} 1 et x l’ image de x dans on pose g("~) = si gx

est différent de 0 . Donc si g est non nul~ g opère sur les points de P
qui n~ appartiennent pas à une sous-variété de Soit g une suite de
matrices inversibles qui convergent dans jR) vers une matrice g ~ Pour

tout x E Rn, dans ~~~ si gx est définie alors gn 5l - 

LEMME 5.1.- Soient G un groupe de Lie connexe ayant la propriété de point

fixe, et p une représentation linéaire irréductible de dimension finie de G g
par des matrices de déterminant + 1 . Alors p(G) est un groupe de matrices

compact.

Démonstration. - On peut toujours supposer que p est fidèle donc que G est

un sous-groupe de R) qui a la propriété de point fixe. Supposons que G

ne soit pas compacte Il existe une suite gn d’ éléments de G telle que

lim||gn|| = sup g..) ; Les matrices sont bornées en norme.

Donc il existe une sous-suite telle que lim h ~ Comme + 1

et co, on a dét h := 0 , di autre part h 1. 0 » car = 1 0

En outre G opère sur ~ F~" VI p ? et comme G a la propriété de point fixe~ il

existe une mesure ~ ~ sur stable par G c Montrons que v est concentrée

sur la réunion de deux sous-variétés. Soit V 1 la sous-variété de où h

n’opère pas, et v1 la restriction de v à Posons v ~ v~ ~- v2  En se

restreignant à une sous-sui te, on peut supposer que et convergente
La limite de est concentrée sur une sous-variété V 3 ’ et v2 == 
Comme h envoie 11 espace ~ sur un sous-espace linéaire, h envoie [1-1 - V 1
sur une sous-variété  V2 : donc lim gn v a son support contenu dans V 3 u 
mais = v , donc v a la même propriétés Considérons les réunions de sous~

variétés linéaires propres dont la mesure pour v est + 1 r De tels sous-ensem-

bles sont ordonnés par inclusion : soit Wl u W2 u Wl, un élément minimalo

Alors u u (g E G) est également minimale L’ intersection
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U W. n gW. contient également le support de v ; donc on peut extraire une
iU,j wi O gwj 
réunion de plus petite et de mesure + Z J à moins que g ne réa-

lise une permutation des sous-variétés W. o Comme G est connexe, il laisse

fixe chaque ’ill, 1 . Mais p est irréductible s on a une contradiction.

, ,

THEOREME 5.2o ~ Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe dont la frontière

B(G) est triviale : alors G est compact.

Démons tration. - On sait qu’un groupe semi-simple est compact si sa représen-
tation adjointe est compacte9 et que, d’autre part, toute représentation d’un

groupe semi-simple est complètement réductible. Il suffit de montrer que si B(G)
est triviale, alors toute représentation irréductible est compacte. Comme on

regarde la représentation adjointe, on peut supposer que G n’a pas de centre.

Alors G = H(G) a la propriété de point fixe. Toute représentation d’un groupe
semi-simple connexe est unimodulaire, car p(G) est nécessairement semi-simple,
et les déterminants sont égaux à + 1 o Le lemme 5. 1 s’applique à toutes les repré-
sentations irréductibles de dimension finie, ce qui démontre la proposition.

, .,

THEOREME 5o3* -" Soit G un groupe de Lie connexe. Alors les propositions sui-

vantes sont équivalentes :

ic G n’ admet pas de frontière.

iio G admet un sous-groupe invariant résoluble connexe: le quotient étant

compact.

G a la propriété de point fixée

Démonstration.- ~ (ii). Soit Ii le radical de G ; G/R est semi-

simple aans frontière donc compacta

(ii) de la proposition 3c6).

( 1) ( théorème 

COROLIAIRE. - Si H est un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie connexe G ,
qui vérifie les propriétés du théorème précédente alors H admet la propriété
de point fixe.

Démonstrationo  En effet soit H c G c G est l’extension d’un groupe compact
K par un groupe résoluble, donc H Le corollaire du théorème 3.6 permet
de conclure.
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6. Les sous-groupes frontières minimaux. -
Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, on se propose d’étudier plus à

fond les sous-groupes frontières minimaux de G.

THÉORÈME 6.1. - Les sous-groupes frontières minimaux de G sont des groupes

admettant un sous-groupe invariant résoluble connexe tel que le quotient soit

compacte Ils sont maximaux pour cette propriété parmi ceux qui contiennent un

sous-groupe d’ Ivas awa,

Démonstration. = Soit G = 1("S une décomposition d’ Iwasawa de G; alors .

H(G) = avec les marnes notations que dans le paragraphe 40 Soit Ka la

composante connexe de Soit c Cette mesure est proportionnelle

à Xo sur o(K’) . Comme S est connexe et stabilise le groupe K’O.S
stabilise une mesure sur Kà S/S . Donc diaprés la proposition .306, admet

la propriété de point fixe, et on peut appliquer le théorème 5.3e Mais

[KO S : Ka SJ  + co . Donc Ka S est également 11 extension d’un compact par un

résoluble. La dernière assertion est une conséquence du lemme 4c6Q

THEOREME 6.2. - Soit G = K.S la décomposition d’Iwasawa d’un groupe semi-

simple admettant un centre finie Soit N(S) le normalisateur de S. Alors

N(S) = B(G) 0

Démonstration groupe H(G) admet un sous-groupe invariant résoluble

connexe T le quotient k’ étant compact. Soit 03C9: H(G) ~ K’ . Alors

est un groupe connexe résoluble et compact, donc abélien ; or tout caractère de

co(S) (au sens de PONTRJAGIN) se prolonge à S tout entier. Mais S n’a aucun

caractère s donc = e ~ et S c T e Dans ces conditions T = (produit

semi-direct). Soit p une représentation irréductible de dimension finie et

fidèle de G dans un espace vectoriel complexe V . Alors il existe une base de

V telle que les matrices de p(S) soient triangulaires et celles de 

soient diagonales :

( ) Démonstration due à R. 
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De cette forme particulière des matrices on déduit que, si t = ks = s’ k’

s ~ s’ ES, k ~ k’ eK) alors k= k’ et S est un sous-groupe

invariant de T 0 Soit Kc, le groupe T/S $ C’est un groupe abélien compacta
Tout caractère de T est un caractère de KS et réciproquement, donc S est

l’intersection des noyaux des caractères de T. Soit S’ un sous-groupe réso--

lubie fermé de T n’ admettant pas de caractère ; il est nécessairement contenu

dans S . En particulier si h E H(G) ~ est un tel groupe, c S

qui est donc invariant dans H(G) o

Remarque. - Il serait plus agréable de pouvoir démontrer ce résultat a priori,
ce qui simplifierait 1’ exposé :

, ,

THEOREME ~d3~ ~ Soit G un groupe de Lie connexe, alors les sous-groupes fron-

tières minimaux sont maximaux pour la propriété de point fixe.

Démonstration. - Les sous-groupes frontières minimaux ont la propriété de point
fixée En effetp si G est semi-simples c’est le théorème 4.5. Sinon, diviaant
par le radical R de G!} on applique le théorème 6. 1 à G/R . Les sous-groupes
frontières de G correspondent à ceux de G/R (corollaire 2 du théorème 4c7)c
Il s’ensuit que si G est connexe ses sous-groupes frontières minimaux ont un

sous-groupe invariant résoluble,, le quotient étant compacte Soit L ~ H(G) pos-

sédant la propriété de point fixeo Il existe une mesure n E (p( G/H(G) ) invariante

par L’ensemble an est compacts Comme G/H(G) est une frontière, il existe

une mesure ponctuelle dans donc n est une mesure ponctuelle~ et L est

contenu dans le stabilisateur d’un point 2

7. Exemles.

On va regarder ce que donne cet ensemble de résultats pour certains groupes

classiques ([2], chapitre 1)~
1° G = SL(n , R) . Soit T le sous-groupe des matrices triangulaires (supé-

rieures) de G ~ Alors G/T s’identifie à la variété des drapeaux D(n) de R ~
c’est-à-dire à l’ensemble des suites de sous-espaces vectoriels emboités

d = (V1, V2,..., Vn-1 tels que la base 

nique de Rn , Vf le sous-espace engendré par elle 2 ’ ... , ei , et dO le

drapeau ainsi constituée Il est clair que G opère sur It ensemble des drapeaux
et que T est le stabilisateur de dO 0 D(n) est donc une variété compacte:
DI autre part si on note T 1~ ensemble des matrices diagonales à coefficients

diagonaux tous positifs, alors on a ;
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Soit G.. la variété grassmanienne des sous-espaces de dimension j de

Rn . C’ est un quotient de G par un sous-groupe contenant T ; c’est donc une

frontière de G . En particulier l’espace projectif, qui est isomorphe à

est une frontière de G .G1,n-1 est une frontière de G .

2° G = SL(n , On a le même résultato En particulier D(2) = 
est la frontière maximale de SL(2 ; Ç) qui s’ identifie au groupe de Lorentze

3° Le groupe des automorphismes às un domaine de Cartano

Soit 0 c C) tel que

( z* = tz , positif veut dire hermitien positif).
Soit G le sous-groupe de SL(2n y g) tel que si

(Séminaire Cartan t. lOp 1957/58? expo01533). Si J est la matrice (-10n où

1 est la matrice unité de rang n on a s

autrement dit on a ~

Soit K le stabilisateur de 1 o On a :

Le sous-groupe résoluble complémentaire est donné par :

et a est une matrice triangulaire supérieure à coefficients diagonaux tous

positifs. Soit H le normalisateur de S dans G (H a la même forme que S

sans restrictions sur les coefficients diagonaux) alors B(G) == G/H et

dim B(G) = 2n2- - n c.
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La frontière maximale qu’on vient de définir ne coïncide pas avec la frontière

de Bergmann-Silov. En effet si on identifie 0 à l’ ensemble des matrices z tel-

le s que z* z  1 
n 

(par la transformation de Cayley (z - 1 )(z + 1 n ) ~1 ) la

frontière de Bergmann-Silov correspond à z z = ci est-à-dire à qui
est un espace de dimension n2. On verra cependant que la frontière de Bergmann-
Silov est une frontière mais qui n~ est pas maximale.

8. Quelques résultats réliminaires à la compactification.

On veut maintenant montrer qu’on peut trouver une application injective de

G/K dans en sorte que 1~ adhérence de G/K dans P(B) soit une compac-

tification de G/K ç Pour ceci on va montrer que le seul sous-groupe de G qui
stabilise 1 unique mesure sur B(G) stable par K est K 

LEMME 8.1. - Soit L un sous-groupe fermé de G qui stabilise la mesure m

sur B(G) o Si K c L , alors L a la propriété de point fixe.

Démonstration. - On a B(G) = G/H(G) . Le groupe L opère sur L/L n H(G) ,
qu’ on peut considérer comme un sous-ensemble de B(G) . Comme K opère transi-
tivement sur B(G) et que K c L ~ on a L/L n H(G) = B(G) . Comme H(G) est

1~ extension d~ un groupe compact par un groupe résoluble~ le groupe L n H(G) a la

même propriété. La proposition 3.6 permet de conclure.

COROLLAIRE.... Sous les mêmes hypothèses: et si L est connexe, alors L est

l’ extension d’un groupe compact par un groupe résoluble.

On dira qu’un sous-ensemble de matrices de g) est self-adjoint, si pour
tout x dans A la matrice x est dans A . On note g Ir algèbre de Lie

M(n , 

LEMME 8.2.- Soit A une sous-algèbre de Lie résoluble de g , qui soit self-

ad j ointe. Alors A est abélienne?

Démonstration. -* Faisant opérer A dans C~ ~ il existe un sous-espace vec-

toriel V 1 de dimension *- 1 stable par A o Soit 11 orthogonal de V 1
pour la forme hermitienne standard ; il est fixe par A . Procédant alors par

récurrence on trouve une suite de sous-espaces de dimension 1 t V 1 , V2’ C)c.~, Vn
deux à deux orthogonaux, stables par A ce qui démontre le lemme.

LEMME 8.3~ - Soit A une sous-algèbre abélienne de g et soit x E 9 tel que
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Démonstration. - Il existe une base de tel que les éléments de A soient

tous des matrices diagonales ( a.e. rr X. (a) e. pour a. OE A ) c Posons
i i 1

Il vient À.. ([x, a.]) = 0 pour tout i, donc [x, a.] = 0 0

1

LEMME 8.4. - Soient 9 une algèbre de Lie semi-simple et t une sous-algèbre

compacte maximaleo Si x ~ g et si x commute à f alors x E t ([x , t] = 0) .

Démonstration. - Considérons la décomposition de Cartan = t ae&#x3E; p

([4J, exposé 11) i! Il existe un automorphisme e de g tel que e(k) = k ( k E t)
et 8 (pi ~ .~ p p) . Donc [ p , et [p , ~~ c p . Posons x = k + p

(k p E p) ; alors p = 1/2(x... e(x» . On a e[x, t] = [8(x~ ~ 0 .

Donc commute avec  . Soit kn ~  et pt E P ; on a :

Donc [p , est orthogonal à t, donc [p , P’] E P ,donc [p , pl] = 0 .
Donc [p , p] = a , donc p = 0 car g est semi-simple.

LEMME 8.5.- Soient g une algèbre de Lie semi-simple, t une sous-algèbre
compacte maximale et soit t une sous-algèbre résoluble telle que [t , t] 
alors t 

Démonstration~ ~ Comme g est seni-simple, elle pst isomorphe à son adjointe.
On sait que les matrices de  peuvent être choisies anti-symétriques, et celles
de p symétriques c Soit t x le transposé de x. On a et g t =3*
Si x ~ t alors x - x ~ f .. L’algèbre tétant résoluble, 11 algèbre t l’est

également. Considérons Si tl et t2 alors [tl - t2] Et;
comme [t1, t2] ~ t , on a [tt1 , t2] ~ t . Donc [t, tt]~ t . Donccomme t2] ~ t, on a E t . Donc [t, t] ~t. Donc

[t , t] c t n t * En particulier s = t + t est une algèbre ; elle est réso-
luble . (Pour le voir il suffit de calculer ses algèbres dérivées
D~ s = [If""1 s , s] 0 On a :

Il existe n tel que tt Puisque [t ~ t] c t on a

Par le lemme 8.2, 1’ algèbre s est cemmutative, et donc [, s]=0.
Donc [t ~ t]sc0 . Donc t c t .

LEMME 8.6.- Soient G un groupe semi-siple admettant un centre fini, et K

un compact maximal de G . Si N est un sous-groupe de G contenant K , tel

que N/K soit discret, alors N = K ~
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Démonstration. - Soit ~ : G - G/K . L’ensemble ~(N) est discret et stable

par K. Supposons que ~(N) ne soit pas réduit à un seul élément~ et soit

p OE ~(e)) ~ Comme ~(N) est discret K c Le groupe K laisse

donc fixe la géodésique qui joint p à Po = ~(e) , donc stabilise un vecteur
tangent à VK en PO, donc un vecteur de p. Donc il existe un vecteur x ~ p

tel que ad(t) x = 0 . Par le lemme 8.4, x donc x = 0 , donc N = K .

9. Compactification d’un espace homogène.

THEOREME 9.1. - Sous les hypothèses générales de cet exposé, si g E G stabi-

lise la mesure m sur B(G) alors g E K o

Démonstration. - Soient L le stabilisateur de m et L sa composante con-

nexe.. K c Donc LO est l’extension d’un groupe compact par un groupe réso-

lubie R . Comme R est invariant dans kRk-1 = R pour tout k dans

K . Soit RO la composante connexe de R . ct est un groupe résoluble normalisé

par K. Soit r l’ algèbre de Lie de on a

Donc r c t , donc Ra c K . Comme RK est un groupe et que Ra c K , on voit que
RK/K est discret, donc R c K . Donc Lü est compact, donc contenu dans K ~

Mais I/K est discret donc L = K o

COROLLAIRE. - L’ application (p s G/K - définie par (p(gK) = gm est

continue et injective.

,

DEFINITION 9.2. - Soit G un groupe semi-simple connexe, avec un centre fini,
soit D= G/K , et B(G) sa frontièra.c Le plongement de D comme sous-ensemble

de S’ appelle le plengement eanonicue-de D . La fermeture de D dans

@(B( G) ) est appelée la compactification canonique de D.

Soit D la compactification canonique de D . Remarquons que les mesures ponc-

tuelles sur B(G) sont des éléments de D (comme limites de mesures g n m ). On

a donc une injection B(G) - D ~ qui commute aux opérations de G . L’image de

B(G) dans D est appelée la frontière distinguée de D . Remarquons que les

groupes de stabilité des points de D opèrent transitivement sur la frontière

distinguée de D 0

THEOREME 9.3. - Un sous-groupe compact maximal de G est maximal relativement

à la propriété de point fixe.
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Démonstration. - Si L J K a la propriété de point fixe, alors L stabilise

une mesure sur B(G) . Puisque L 3 K cette mesure coïncide avec m , donc

L = K .

En conclusion, le groupe de stabilité de tout point de G/K est maximal pour

la propriété de point fixe, il en va de même pour tout point de la frontière

distinguée de D ~

Cette propriété est-elle vérifiée pour tout point de D ?

De plus les deux classes de sous-groupes que nous avons examinées ont une pro-

priété de conjugaison :

Existe-t-il un théorème de conjugaison impliquant les deux résultats précédents ?
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