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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 13-10
(Théorie du Potentiel) .
6e année, 1962, n° 13 bis Juin 1962

BARYCENTRES GENERALISES
par Gabriel MOKOBODZKI

1. Ie théoréme de Hahn-Banach.

Ltoutil essentiel de cette étude est le théoréme de Hahn-Banach que nous uti-

liserons sous la forme suivante :
Solent E wun espace vectoriel sur R, H un sous-sspace vectoriel de E .
Soit p une application de E dans R, telle que

e p(x +y) <px) +p(y) , V x,yekE .

e p(M&) =2p(x) , V A>20, AeR .

~~

On dira que p est une application sous=linéaire de E dans R.

THEOREME 1. - Toute forme lindaire v; sur H telle que

vl(x)\<p(x) , V xeH

admet un prolongement v & E tout entier tel que

vx) <p(x), V x€E .

On va chercher des conditions pour que ce prolongement soit unique.

IEMME L. - Soit v un prolongement de v tel que w(x) <p(x) , V x€E .,
Alors

wWx) <p'(x), V xek

p(x) =inf (plx+y) = w @) .
yeH



1311

En effet
wx +y) = Ux) + v, (y) < p(x +y) pour tout y € H .
IEMME 2, - L'application p' est sous-linéaire, p'< p et
p'(y) =v,(y) ==-p'(-y) pour tout y eH .

IEME 3. - Soit x€E, x#0, et soit A€R tel que - p(-x) <A <plx).

Ia forme linéaire M, sur Re.x définie par j, (x) = A vérifie

p ) < () V yeRe .

Nous pouvons alors énoncer

PROPOSITION 1s - Pour que v, admette un prolongement unique v .é}. E tout

entier, il faut et il suffit que l'on ait

p'(x) == p'(~ x) V x €k | y

autrement dit, que l'application

x »p'(x) soit linéaire .

2. Systemes de balayage.

Nous utiliserons la proposition 1 en particulier lorsque H = {0} .
Introduisons le schéma ol nous utiliserons cette proposiﬁion. [Pour une étude

plus détaillée, voir CHOQUET (*)].

DEFINITION, - Nous appellerons systéme de balayage un triplet (F ’ F R S) _czfi

F est un espace vectoriel sur R ordonné par 14 , cbne convexe saillant de F

et ou S est un cbne convexe de F qui vérifie

(*) CHOQUET (Gustave). - Mesures coniques maximales sur les cbnes faiblement
complets, Séminaire Brelot : Théorie du Potentiel, t. 6, 1962, n°® 12, 15 p.
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Notations. - On désigne par " le cBne convexe des formes lindaires positives

sur F (ordonné par F* ) et M=n" - ., Par analogie avec les cas classiques

on appellera mesures les éléments de T .

On munit alors M de la structure uniforme de la convergence simple dans F

qui fait de I un espace localement convexe séparé.

PROPOSITION 2. - % est complet dans M , donc fermé.

On introduit aiors le cdne convexe fermé s* .
S ={ps pem; p,£)>0, Vv fesl .

Nous supposerons pour simplifier dans ce qui suit que S* est un cBne saillant qui
définit une relation d'ordre notée =

(L<v) <> (vVa=p)e s .
Définition. = On pose, pour toute H € mt ,
Ap = {v s VE mwr s v< p} .

PROPOSITION 3s = Pour toute p e m ’ Ap est compacte

Démonstration. = En effet Ap =T A {(u- s*) , donc A est complet. D'autre

part, il est relativement compact, car pour tout fe F , il existe g, he S

tels que
-hLf<g ’
done si 1l'on pose
<A ,f>= U <'\),f> ’
veA
v
an a
<P«,"‘h>\<<AP’f>\<<P,g) .

Etudions la restriction & ' de la relation d'ordre définie par S* .
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PROPOSITION 4.
1. T est inductif vers le bas.

" 2. Toute mesure est minorée par une mesure minimale.

Définition. = On pose

Pp(f) =sup (v, £)

A
VR

pour U € i et £eF .
PROPOSITION 5,
1. o Pp(f) est sous-lindaire sur F »

2., P (f) =inf (p, h) .
P h>f
heS

3. S1i p est minimale, alors
£ Pp(f) est linéaire et Pp(f) = {u, £) .

Démonstration. - (1) est évident, (3) résulte de la proposition 1 et du fait
que si y est une forme linéaire telle que v < PM , alors v est positive

sur F .

Démontrons (2)e Posons

P'(f) = inf (p, h) .
K h>;
heS

D'aprés l'hypothése S - F' = F , P}l(f) est borné pour tout £ et
f - Pp' (f) est sous-linéaire .
D'aprés BAHN-BANACH, il existe une forme linéaire v, sur F telle que
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et
vo(f) < Pp(f) Yy fePF .

Mais cela implique Vg € 1 et ve Ap , car
(fe-F) = (& () <0) ;
et. si he S,
v(h) < P; (£) = (p, B) .

Nous venons de démontrer que Pp > P’:l .

Or, on a trivialement

par suite

P =P' )
poTp

Propriétés des mesures minimales.

ae Si p est minimale, et si O gvgp, alors v l'est aussi.
be Si P est minimele, kP l'est aussi (k >0)

Cette propriété essentielle conduit dans des cas divers & étudier quelque chose
d'analogue au support de la mesure minimale.

Elle conduit & la notion de bord introduite par CHOQUET, aussi bien qu'd la no-
tion de barycentre généralisé qui sont des mesures extrémales définissant d'une
certaine maniére des graphes.

Ces exemples, oppesés, montrent 1'intér8t de la notion de mesure minimale.

3« Barycentres généralisés.

Soient E wun espace localement donvexe séparé sur R , muni de la topologie
faible, Y un convexe compact de E et soit d'autre part X wun convexe compacte
On pose 2 =Y xX , On dira qu'une fonction numérique h sur Z est convexe si,
pour tout xe€X , hx : v - h(x ’ y) est convexe dans Y .
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Soit C le c8ne des fonctions convexese
On va étudier le systéme de balayage défini par le triplet (C(2) , c*(2) s C) o

Ia condition supplémentaire " C¥* est saillant" est vérifide car C = C est
un espace vectoriel réticulé dense en norme dans C(Z) .

On désigne par Py et Py les projections de Z2 sur X et Y o

PROPOSITION L1+ - Soit T € M'(Z) une mesure minimale.

Alors pour toute h e G(2)

/ haT = inf / £ 4T .
£h
FEC

‘C'est la traduction de la proposition 2.4.

PROPOSITION 24 = Soit T minimale et h e G(Z) .

l. Il existe une fonction numérique convexe Se ce ie ¢ telle que h<o _g:c_
/ 0] AT < + o 4

2+ Il existe une suite f, de fonctions eonvexes telle que h< fn\< ¢4 V n,
et si 1'on pose ¢ = lim sup fn s ¥ est convexe et / nar ::/\p dT »

Démonstrations = Nous aurons besoin du lemme suivant.

IEMME, - Soient f; , £, > h , alors
J (sup(fy 5 £5) =h) aT.< [ (f; = h) dT+f(f2-h) aT .

I1 suffit alors de prendre une suite :f.‘n de fenctions convexes contimies, telles

que
' 1
f >h; /(fn-h)d'rs_m. .
2
Posons

g =supf et ¢o=g .
DT oon B 1
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On a

f‘P dTS/th +1 ’
et

L 1
/ (g, = b) dTgm;EEr:.z.ﬁ .

Par suite

y = inf & est convexe

n

et

/ @=h)dT =0 .

IEME 1, - Sodent T, , T, e '(2) , T, #T, et B (T;) = By(T,) 5 il existe

172
alors T4 , T8 (0< T} < T,); 0<T§Z T,) telles que
PXV(T]'_) = PX(TZ') =V, v £0

et que les projections sur Y des supports fermés de Ti et TZ'Z soient conte=

nus dans des convexes compacte disjoints.

[Voir le lemme 2 dans la démonstration de la proposition 3 sur les mesures
extrémaless

PROPOSITION 3. - S1 T € M'(2) ost minimale, alors T est Pymextrémale.

Démonstrations = On fait un raisonnement par l'absurde.

Supposons T non extrémale. Il existe T; , T, (0 < T, <T, 0LT, LT,
T, # Tz) telles que

PX(Tl) = PX(Tz)
et

Ty=T +T2\<2T est minimale R

0



D'aprés le lemme précédent, il existe T{ ,
avec

', (0LT

t
2 1

Pe(T}) = PX(Té) =v#0

et les projections sur Y des supports farmés de T} et T; sontec

dans deux convexes compacts disjoints K; et K, + De plus ™ =T

minimale,

Soit alors g wune fonction affine continue

>0 sur Y telle que

A = sup g(x) < inf g(y) =X .

x<Ky yeky

Soit
A= (A +1) .
g
K 2
On pose
n=inf [(g=4) , (=]  ;
alors
h(x) <O pour x €K uKk,
et

>\2 - ?\.l
h(x) = ———— pour

g(x) =A .

/A
3
o

ontenues
+ T2' est



13.18

D'autre part, il existe une fonction boréliemne T-intégrable convexe Y
telle que

y>hoP, et [(yp=hoBy)al' =0 }

Par suite T' est portée par l'ensemble borélien,

Enfin Ti et Té sont respectivement portées par les ensembles Al et A2

ainsi définis

L={r,n; G,0eclxX; gl

A, ={(y, %) ; (y,x)erxx;,g(x);/;z} .
Solent

B, = PX(A]. n A)

B2 =PX(A2 nA) R

Par hypothéses B, et B, sont deux ensembles wmesurables portant

done
By NE #¢ .
Soit x € B nB2 sy 11 existe alors y; , ¥, €Y tels qua
(x,y)eh nh ot (x,y)ehsnh .
On a donc

gly)) <M <) <gly,)
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et

Y(x , 77) 5 wlx, ¥3) €O .
Soit alors
Y=aY1+(l-a)y2 avec g(y) =M et 0<a<l1 .
On a, puisque Y est convexe,
Y, + L-a)p)sa Y, y) + @ -a) yx, ) <0
mais comme Y > h OPY ’

NN

O<——2—-—i=h(Y)$‘~P(X9Y) .

Nous avons ainsi obtemu une contradiction. Par conséquent, toute mesure mini-

male est aussi extrémale.

DEFINITION 1. - On dit que deux mesures T, et T, >0 sur Z sont affine-

ment équivalentes si

/ £(y) glx) ar, =/ £(y) e(x) ar,

pour toute f affine continue sur Y et toute g e C(X) .

Nous noterons cette équivalence T; M T, . Il est immédiat que si T; < T, ,

alors T, n I, 5 et que
(T, T2) => (PX(Tl) = PX(TZ)) .

L3 +
IEME 2, - Sodent T, , T, € M'(2) , Tyn T, , B(T) =v.

Pour toute fonction numérique g v=-intégrable sur X,0<g< 1, alors

[(g o B).TIN [(g o 2)eL,] .
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IEMME 3. - Soient Tl , T2 € JTC"(Z) deux mesures PX-extrémales, Tl,_ # T2 ’
telles que

Pe(Ty) = Pg(T,) = v £0 .
Il existe alors g, 0<g<l, g v-intégrable et / g dv >0 telle que
si 1'on pose
T} = (g o By)Ty ,
T3 = (g o Py)eT, ’

les projections sur Y des supports fermés de T{ et Tz' sont contenus dans

des convexes compacts disjoints.

Raisonner comme pour le lemme 1 en utilisant le lemme 2«

PROPOSITION 4. - Deux mesures positives Px-extrémle& distinctes ne peuvent

8tre affinement équivalentess
PROPOSITION 5.
l, Toute mesure T € M(Z) est minorée par une mesure minimale unique.

R+ les conditions suivantes sont équivalentes @

ae T est minimale,

be T est Py-extrémale.

Application. = Soient X, et X, deux espaces compacts, T une mesure posi=-
tive sur Xl x X2 .

La mesure T peut 8tre considérée comme une mesure sur mt (Xl) x X5 o

Soit T, la mesure minimale unique associde & T o

DEFINITION 2. - Nous dirons que T, est la désintégrée de T relativement &
la projection de X; x X, sur % .

PROPOSITION 6. - Si X, est métrisable, il existe une suite K de compacts

deux & deux disjoints de X, , et une application n de A =UK dans ®r(X,)
n

telle que
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1, 8i v = sz(T) alors v(A) = vC&Z) .
2. m est contimue sur chaque K .

3. Pour toute f continue sur X; , ona

/(2 ok ) ot = Jy (] £ an(x)) av(x)




