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3éminaire BRELOT-CHOQUET~DENY . 5-01
(Théorie du Potentiel)
be année, 1962, n° 5 4 mai 1962

UNE APPLICATION DES ESPACES DE DIRICHLET

par idlle Joanne ELLIOIT

1 e Introductione

Nous esquisserons trés rapidement les problémes de théorie des probabilités

qui sont au fond de cette études

zt chaque o, 0< a2, il correspond un processus stochastique
{x(t) , t=>0} sur R™ s appelé le processus symétrique stable d'ordre a ,
dont les densités de transition pa(t s X = y) sont détermindes par la trans-

formation de Fourier
=t]x|% _ ixE
(Le1) e = /Rn e p (b, &) a& .
Dans le cas o o =2, {X(4/2) , t >0} est le processus du mouvement brownien.

Chacun de ces processus détermine des semi~-groupes de contraction positifs,

H

(1.2) T, £(x) = /Rn Pt s x = y) £(y) dy

ou de CO(Rn) 3 CO(Rn) , oude L% a LE®) . ( CO(Rn) est 1'espace des
fonctions continues sur R , nulles & 1'infini.) Le générateur infinitésimal du

semi~-groupe sur Co(Rn) est de la forme

(1.3) A, u(p) = K Afn%,—-K dJ_V/R rﬂclll)w_—% (0 <a<2)

au moins si u est dérivable de support compact dans R" + Ieci |PQ| est la
distence entre P et Q, et K  est une constante dépendante de o+ Si a=2,
bu=pu, si ue CO(Rn) s est deux fois dérivable. Nous citons [7] pour une

discussion des semi-groupes associés aux processus stochastiquese

Associds aux processus stables d'ordre o sur RY s 11 y a des processus sur
des sous-ensembles de R” . Par exemple, si E est un domaine de R™ s le pro-
cessus dont OF , la frontiére de E , est une "barriére sbsorbante" peut 2tre

décrit einsi : si une trajectoire comuence dans E (X(0) € E avec pr 1) ,
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le processus est terminé quand ls trajectoire sort 2 l'extérieur de E « Les
densités de transition de ce processus associé, pO(t s Xy y) , déterminent aussi
des semi-groupes de contraction pesitifs sur CO(E) et L(E) ; le générateur

infinitésimal du semi-groupe sur CO(E) est une restriction de 4 & CO(E) .

Il y a beaucoup d'autres restrictions de 1'opérateur i, de (1e3) qui sont
générateurs des semi~-groupes de contraction positifse. Per exemple, dans le cas
a =2, la restriction de A & 1l'ensemble de fonctions u telles que
au + b-%%:: 0 sur E ( %%:: dérivée normale), avec a et b fonctions don-
nées, positives et suffisaament régulieres sur OE , engendre aussi des semi~
groupes de contraction positifse Dans cet article nous étudierons des analogues

a la condition au + b-%%:: 0O pour a <2 .
Par le théoréme de Hille-Yosida, nous pouvons réduire 1'étude des semi-groupes
de contraction & une étude des résolvantes 3

(1.4) Ry £(x) = /57

T, £(x) dt .
Ce théoréme dit qu'un opérateur lindaire A sur un espace de Banach X est le
générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contraction de X a X si, pour

chaque A >0, et chaque f € X, il existe un élément R, fe X tel que

(1.5) AR, £ = iR, = f
(1.6) MR, £ll < llll
(1.7) ARy £ > f quand A » o .

Les opérateurs R, sont 1iés ou semi-groupe T, par (1.4).

- Les espaces de Dirichlet, introduits dens [1] et [2] par Le BEURLING et J. DENY,

donnent une méthode treés commode pour 1l'investigation de ces semi-groupess

2. le cas de la barriére absorbantee

Dans cette section, nous considérons les solutions u de

(2.1) (B - b fy S o
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pour 0<a<2, A20, fe CO(E) , dans un domeine E cR® sous la condi-

tion u(P) = 0 sur OE . Pour simplifier 1'exposition, nous supposons que
1° la frontiére OE de E est assez réguliére avec une normasle partout
A n>/2.

Les théorémes sont valables aussi dans le cas oy n= 1, mais il faut modifier
beaucoup de démonstrationse. Nous avons supprimé la constente multiplicative dans

1'opérateur de (2.1), par une normalisation triviales

Sauf pour une constante, 1'opératcur dans (2¢1). est un potentiel fractionnaire
d'ordre = a e Oe FROSTWLN [4], [5] et Me RIESZ [11] ont étudié la "fonction de
Green" associde & cet opérateur et & E , c'est~i-dire la fonction Ga(P , Q)

telle que
(2.2) u(P) = /5 G(P, Q) £() &

est une solution de (Rel) pour A= 0 « (Ils ont traité G, par la méthode de
baleyage et on ne trouve pas une mention explicite d'équation (Re1) dans ces oeu=-
vrese) Dans [11], RIESZ a donné une formule explicite pour la fonction de Green
dans lc cas oy E est une sphére dans R° « Les articles (3], (8], [9], [10] et
[12] concernent le processus de la barriérc absorbante, ou des problémes liés

pour n= 13 pour n >1, nous citons [6].

; les espaces de Dirichlet nous donnent une méthode assez rapide et convcnable
d'obtenir des propriétés importantcs des solutions dec (Re1) et nous donnons ici
ces résultats, bien que quelques-uns soient connus, cfe [6], [11]. Nous ferons

des références fréquentes & 1'article [2] de BEURLING et DENY, que nous appelle=
rons Be-=De dons la suitce

Les deux définitions suivantes sc trouvent dans la section premiére de Be=De

DéFINITION 2¢1la -~ Une contraction normale du plan complexec C est une appli=-

cation de C dans lui-m@me qui conserve l'origine et qui n'augmente pas les dis-
tances ¢ |TZ = T2'| < ]Z - Z'I pour tout couple 2, Z' € C

DEFINITION 2.2 = Btent donnés un espace X localement compact et une mesure
de Radon positive & partout dense sur X (les ouverts non-vides ont une mesure

>0 ), on appelle espace de Dirichlet relativement &3 X et & tout espace hile-

bertien complet D= D(X , & dont les éléments sont des fonctions wu & valeurs

complexes localement sommebles pour &, les trois axiomes suivents étant vérifiés:
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I : Pour tout compact K ¢ X, il existe un nombre fini A(XK) tel que

°

Jy lul <a® Il
IT ¢ S1 C est 1l'ensemble des fonctions continues sur X & valeurs complexes

et & support compact, alors C N D est dense dans C et dens D »

III ¢+ Si T est une contraction normale du plan complexe, alors u € D impli=-
que Tau €D et HTuh Hu”

Nous définirons maintenant un espace de Dirichlet réel qui est 1ié & notre opé-
rateur (1e3)o Une application de la formule de Green, dont nous omettrons les
détails, donne la relation s

(2.3) = [y w(® {6 /g ﬂﬂlﬁ‘ﬁ—i}d

‘n+a

= Jp B w(B) m(®) ap 4 o2 /o o LB = v@IE) - w@] gp g - (u, v

l IIH-G,

o 6 =aln+a=2), 0<a<2,

| ag > 1
(2.4) wB) = 0 Jog Towa= T Jmm TR B

et u, v sont indéfiniment dérivables & support compact dans E » Dans (2.4),
n est la normale extérieure et DSQ est 1'élément de surface sur OE « Pour
a<1l, me LE) , mais ce n'est pas le cas pour a > 1 « En tout cas, il existe

un nombre c¢ tel que n(P) >c¢c >0 dans E .

Les fonctions de CO(E) indéfiniment dérivables de support compact dans E ,
forment un espace pré-hilbertien avec le produit scalaire (u , v) défini par
(243). Nous complétons cet espace & un espace hilbertien, et il n'est pas dif-
ficile de montrer que cet espace est un espace de Dirichlet. Dans la suite nous

’ 0
dénoterons cet espace par Da

0 .
Propriétés des potentiels dans Da s = Lg définition suivante se trouva dans
la section 2 de Be=D.

DEFINITION 2:3¢ ~ Un élément u}'l dans un espace de Dirichlet D est appelé

potentiel s'il existe une mesure de Radon p sur E , telle que
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(2+5) (upt ) V) = /E v dy

pour toute v e € nD .« Si p est positive, on dit que up est un potentiel
puve Dans notre cas, (2.5) implique que

u (Q) aQ

(2.6) mo Sy =

au sens des distributionse

IEME 2.1 (lemme 2 dans Be=Do)s = Les potentiels purs sont positifse

Dans notre cas, si f est une fonction telle que /ﬁ fz/m < « , alors pour

chaque v € Da 9
(2.7) /g vl < Pty P/m)

Done, il existe un potentiel u. € Dg associé & f , tel que (2.5) est valable
pour chaque V € Dg « Cette condition sur f est satisfaite par les fonctions
bornées mesurables sur E , par les éléments de IQ(E) » et par toute fonction

de la forme dm oo P € DZ o

Si O0<a<1l, alors la fonction m de (2.4) est dans L(E) et u =1 est
le potentiel pur associé & m « Dans ce cas, pour chague potentiel Uo associé

4 une fonction f € L(E) , nous avons
(2.8) fg U, m= Jg £ .

Nous démontrons maintenant que dans le cas a >1, U est intégrable par rap-
port 3 m et que (2.8) est valables

IEMME 242+ - Pour chaque &, U<a <2, tout potentiel u, associé & une
fonction f € L(E) est intégrable par rapport 4 la fonction m de (2¢4) et satis-
fait (2-8).

Démonstrztions = I1 suffit de démontrer le lemme pour f >0 « Par le théoréme

1 de Be=Ds, & chaque ouvert S, tel que S c E, il correspond un "potentiel
d'équilibre™ ug satisfaisant s

(1) ug =1 pe pe sur S ;
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hnl

(ii) 0Luy <l ps poosur Ej

(iii) la mesure mg associde & ug est positive et portée par S ¢ En effet,

dans notre cas nous avons pour P € S

(Q) aq 1= ug(Q)
(209) - A /E%Wz m(P) + CG. /E_S-—‘-—I-(—J:—‘u-sr-;‘-a— dQ Z Iﬁ(P) .

I1 en résulte que

(2+10) fsufmstufdmsszquS/Ef ,

pour chaque ouvert S , tel que S CE o Donc, u, m € L(E) . Nous avons alors
u.(Q) dQ
L

(2.11) Eufm= /CEA/EWG'P

5 uf(Q) ae
'-"'/aEB'E EWdSszEf .

IEME 2430 = Si fe L(E) et |f| <m, et s'il existe un potentiel u,

associé & f , alors |ug| <1 pe ps sur E.

Démonstrations = (Nécessaire seulement pour o > 1 ) Nous pouvons supposer

o

que f >0, parce que |uf| £ ulfl « Pour chaque g >0, bornée et mesurable

sur B,

Cela implique uf\< 1 pe pe

COROLLAIRE 2.1e - Si f € B(E) , 1'espace de fonctions bornées et mesurables sur

E, alors il correspond un potentiel u, € B(E) n Dg et

. -1
(2.13) lhuglly < llfHB-[mP:ég w(F)] .

IEME 2.4, - 81 f € B(E) , alors u. est équivalent & un clément de CofE)

1'espace des fonctions continues sur E , nulles sur OE .

Démonstrations = Hous pouvons supposer que f = O o Nous avons
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up(Q) a9
uf(Q) aQ
=~0 (P € CE)

a’E |P0|ma ’

T(P) .

: —_— 2Ol
Puisque u, m € L(E) , nous avons f € L(CE) « En effet, =& / wy o | Q| ~0=n aqQ,
considérée comne distribution sur R° s est une fonction mtevraole sur B"
Alors, si nous prolongeons u. & une fonction uf nulle dans CE , nous avons

(2415) T(P) = 7 [y S fQda_; , JFQ)] 4 De Do

‘ |n~a o’ CE Ilen"O‘

ou
(2.16) J = Sln(m{f%) PEFE=2) (n=ay 5 g )
o 4 2 2
Notons que T <0 s barce que U, > 0 « Le théoréme est unc conséquence facile

de (2+15), mais nous omettrons les détailse.

Ie noyau de Greene = Le lemme précédent et le corollaire 2¢1 montrent que

1'application f = Ue est une application linéaire, bornée, et positive de
B(E) a CO(E') « Alors, il existe un noyau Ga(P s Q) symétrique, positif tel
que

(2.17) u (P = f5 G (P, Q) £(Q) @

et

(2018) | uuftf)f Jg Ig 6P, Q) £(P) £(@) aPaQ .
a

Les deux lemmes suivants sont facilement établis, et nous omettrons les démons-

trationse.

LEMIE, 2+5¢ = Si m est définie par (R.4), alors

(219) /E Ga(P , Q) m(Q) aQ = 1 (P eE) .
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8i £(Q) Ga(P , Q) est intégrable sur E pour chaque P e E , alors
~-E G f=f, 00 G f=u, et
a o a

£
T (Q)_aQ
(R+20) AOL u= A /E ]—%‘ﬂ—m

IEME 2.6¢ =81 f=3dm o4 & e B(E) s alors Ga f est continue sur E

(mais pas en général sur T ) et

(Re21) lim Ga f(P) = ess lim ®(P)

P—)PO P—>PO

4 chaque Py e 3 telle que la liumite sur la droite de (Re21) existes
COROLLAIRE 2.2
as Si u e B(CE) , la fonction

Q) DQ
(222) £(P) = G /CE%&%E*E

satisfait ¢
(i) G_f est continue sur E ;
a

(ii) 1im ch f(P) = ess 1lim u(P) pour chaque Py € & telle que la limite

P-—>P0 P—)PO

sur la droite existe.

be Si E est convexe, alors

- /ong | RI™ME 2 L u(q).[v, [TR TR

est 20 pour Q €edE , PeE; si ueB(dE), la fonction

(2023) g(B) = = [y u(®) '5%6 | F| "2 g5

satisfait
(iii) Ga g est continue sur B j
(iv) J'_ﬁl_,% Ga g(P) = u(PO) & chague point de continuité P, de u(P) sur

0
3E . 0
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LEMME 2.7. = Le noyau Ga satisfait

_— i daT
(R424) Ga(P s Q) = Jalml - COL Ja /E GOL(Q » R) l/GE lPI‘ln—aolTleﬁa} aR

ou P, QeE et J  est domné par (2.16). Pour chaque P, G (P, Q) est

continue pour Qe B, Q# P, et Llim G(P, Q) = 0 pour chague Qn €0E .
: QR
0

Démonstration. = Il résulte du corollaire 2.2 (a) que, pour chaque P €E ,

1'intégrale sur la d-oite définit une fonction continue sur E qui tend vers
lPQola"n quand Q - Qg € 3B . L'identité dans (2+24) suit de la représentation

(20 15) de u

£ = Ga f quand f est bornée et mesurablee

les semi~-groupes associés a 'A'a « = Nous employerons ici les deux lemmes sui-

vants (lemmes 3 et 4 dans B.=D.) :

LEMME 248, = Etant donnés un espace de Dirichlet D(X) et une fonction
fe LZ(E) ou €D, alors pour chaque nombre A > 0, il existe un élément uni-

que S)\ f e€eD quil rend minimum la fonctiorelle quadratique

(2+25) F(u) = Afalf + /; u - £]?

>

u= S)\ f est le seul élément de D tel que u -~ f € L, et

(2.26) Mu , v) + /X (u=f) v=0 o

pour chaque vV € L2 nDe

LEMME 2.9« = Pour chaque A >0, 1l'opérateur sz N 81/7\ s défini sur D,

a les propriétés suivantes :

(i) R, est linédaire, positif, hermitien et borné dens D et dans IQ(X) 5
avec 7\“R}\H\< 13 £eD et HR}\ fll= ll£ll impliquent £= 0,

(i1) lim ARy = I, lim ARy = O
A A-0

fortement dans D et dans L2 e Ici I est 1l'opéreteur d'identitée.

(iii) Si T est une contraction normale telle que Tf = f , alors
T{ARA £fl= >\R>\ foSidone, 0Lf <1, il en sera de mBne de AR, £
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Nous démontrons dans le théoréme suivant que les opérateurs R.)\ nous donnent

aussi des résclvantes dans CO(E) et L(E) .

THRORBE 2.1+ = 81 f € Cy(E) ou € L(E) , alors pour chague A >0, il
existe un élément B;)\ fe CO("E-) n D oudans L(E) tel que

0

\ f=1

- 0
ae )\Rf-AaRX

a Ia est donné par (2.20) 3
be HAR?? fll < llgll soit dans C,(E) , soit dans L(E) 3

Ce A,R?\-» I fortement dans Co(f) et dans L(E) ;

de 0<f<l => O$7\.R§)\f$l

si fe CO(E) ’ R.).i f coincide avec R.)\ £ du lemme 2.9 3 si f € L(E) , Rg f

est un prolongement de H)\ de Dg 3 L(E) .

Démonstration.

le Le cas CO(E) o = Nous démontrons que 1'élément R?\ £ défini dans le
lemme 2.9 satisfait les conditions (a)=(d)e Le propriété (a) suit de (2.26),
et la propriété (d) du lemme 2.9 (iii)e Donc, si f € CO(-E-‘.) » By f est le po-
tentiel de la fonction bornée f - ARX f et par le lemme 24 est un élément de
CO(E') , (aprés une modification possible sur un ensemble de mesure nulle)e La
propriété (b) est une conséquence de (d). L'image R?\(CO(E')) est indépendant
de A et égale & 1'image Ga(CO(E)) , parce que

(2427) Ry = G + AG R, =0 .

A A
L*image GO(CO('E') est dense dans Co(i‘-—) paerce que toute fonction indéfiniment déri-
vable de support compact dens B est dans cette images Donc (a) et (b) iapli-

quent (c)e

2. Ie cas L(E) « — Dans ce cas nous démontrons qu'il est possible de prolon-
ger 1'opérateur R(;\ du cas L & IL{E) , et que le prolongement satisfait (a) - (d)
dans 1'espace L(E) «

Pour f € CO® nous pouvons représenter RO

, £ par un noyeu Ga(P’ Qs A,

¢'est=-d~dire
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(2428) R £(F) = Jg C,(P, 05 A) (@) @@
Si {Tt} est le semi-groupe de (1.2), nous dénotons par @a(P -Q 3 N 1les
noysux des résolvantes du semi-groupe {Tt / } ou ch est la constante dans

(1e3). Nous pouvons démontrer par une méthode semblable & celle du lemme 2.7

que

(2429) Ga(P sy Q3N = @a(P- Q3 A)

® (T =P A) daT
a dr

- Con ‘/E Ga(Q » B3 M) [/GE lRTlma

pour P, Q € E » Donc

(2.30) G (P, Q35 )< P(P=Q3 A

et il en résulte que si f € L(E) , la fonction définie par 1'intégrale sur la
droite de (R2¢28) est aussi dans L(E) . Donc, nous pouvons prolonger R;i par
(+28) & un opérateur de L(E) & L(E) . La condition (b) est une conséquence
de (R430) puisque @a(P -~ Q ; A) est le noyau d'un semi-groupe de contraction
sur L(R®) . De 1'équation (2.28) et du lemme 2.5 il résulte que (a) est valable
aussi quand f e L(E) o L'image de Rg(L(E)) est dense dms L) , donc (a) et (b)
impliquent (c).

Employant le théoréme de Hille-~Yosida, nous obtenons

COROLLAIRE 243 = Les opérateurs Rg du théoréme 21 sont les résolvantes des
semi=groupes de contraction positifs de CO('ET) a CO® oude L(E) 3 L(E) ;
les générateurs infinitésimaux de ces semi-groupes sont des restrictions de

1'opérateur Ia de (2.20).

3. Autres conditions aux limitese

Dans cette section, nous considérons 1l'opérateur

I Vu(Q) d&Q

blmlm (0<a<?2) .

(3.1) B, u= div

Cet opérateur coincide avec Ka (de (2420)) quand u= 0 sur OE ; en effet
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(302) BG. u(P) =A /E T%—iﬁ-m% - /bE u(Q) aa_ﬁ 'm‘zﬂaﬂn dSQ .

Nous supposons dans cette section que E est un domeine convexee Cette restric-
tion est nécessaire, comue nous verrons plus tard, pour 1'application des espa~

ces de Dirichlet & 1'opérateur (3.1).

Les solutions de Boc U= 0 e = E’tant donnee une fonction v mesurable et bornée

sur OE , il résulte du corollaire 2.2 (b) et du lemme 2.5 que la fonction u
définie par

(3+3) w(P) = - /3 ¢ (P, ) [/aE ¥(Q) E‘% | gqr | -2 i8] @t

satisfait a

(3+4) -a /g T%%%: - /aE ¥(Q) E‘% | pg|~=%+2 s

et prend les valeurs u(Q) = v(Q) sur OE aux points de continuité de v o
Donc, si v est continue pe pe. sur OE , nous avons Ba u= 0o,

Cela nous donne 1l'analogie suivante de 1'intégrale de Poisson ¢

IEMME 3¢1l¢ = Si L est convexe, et si v est bornée, mesurable sur OE , con=
tinue ps pe sur OE , alors la seule solution u de Ba u= 0, telle que

(1) weBE ;

(ii) u est continue sur E j

(iii) 1im w(P) = v(PO) aux points F; de continuité de v sur OE est
P
donnée par
(3.5) u(P) = /g v(Q) Ko(P, Q) &Sy
ol
(3.6) K(P, Q) == /g &P, Q) '5'3’& |qqr | 2=+ gqr

pour Q € & , Pe E 3 de plus
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(3.7) [ B (P, @ asg=135 E(P,Q20 .

Si v est contimue sur OE , alors u € CO(E) «

La propriété sur la gauche de (3.7) résulte de (2+19) ; le noyau K, est positif

parce que £ convexe implique que
d y | =N=Ct2 R
(348) - | Q! | >0 QedE, Q e€E
comme nous avons remarqué dans le corollaire 22 (b)e Nous ne donnons pas ici ie dé-
monstratim od U est unique sous les conditions (i) - (iii)e L'expression dans
(346) joue le mBme rle pour 0 < a <2, que l'opposée de la dérivée normale de

la fonction de Green dans le cas o = 2 «

BEspaces de Dirichlet associés & Boc e = I1 sera commode d'écrire Ba sous la

forme

(3.9) B u=81I u

ob

(3.10) 1= /g ﬁéﬁ?“)md% ~ 3= o 0 | 7| sy

avec Da= (2 =a)(4 =ne=a)e.

Si 1 et v sont dérivables sur E s une application de la formule de Green

montre que

(3.11) = '/E v Boc u + / ?’ I u+ /bE v(P) {/aE'[u(P) - u(Q)] WP, Q) dSQ} dSP

= = Jog g [u(®) = w(@Iw(B) - w(0)] = |7l aq ey

YR u«;ggﬁ? =@l 4p g2 (u, W),

o C = on + a=2) et

L P ny -2 (p0D R
Gui2) e, @ =gty i BT
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Ici fﬁ est le vecteur dirigé de P & @ avec longueur IPQl o Nous pouvons

simplifier 1'expression sur la gauche 3 en effet

(313) == T, w(P) + Jog [u(P) - u(®)] p(P, Q) asq

=np o Jp () - (@] 7 |RI™*2 @,

Q étant le gradient par rapport & Q « Les calculs dans (3s11) et (3.13) sont

¢lémentaires, mais un peu longs, et nous ne donnons par le détail ici.

Pour la simplicité nous traiterons ici le cas ou a < 1 4 Dans ce cas, si
u € B(E) , VIa existe et est continu sur E , et les intégrales dans (3.13)
convergente Dans le cas o > 1, les résultats de cette section sont un peu dif-

férents, mais les méthodes sont semblablese

D*abord, nous expliquerons briévement le but de notre travail dans la suitee
Nous wvoulons montrer que, pour chaque A >0 et chaque fe B(E) s 11 existe

une solution bornée Uy = SX f de
(3.14) u, = xBa u, = f
sous la condition & limite

(3.15) L uy(P)=ng e/ [, (B = u,(Q)] V|| ™2

+ a(P)uy(P) + [op [,(P) - uy(Q] b(P, Q) &y = 0

pour Pe 3B , o a(P) , b(P, Q) sont fonctions données pour P, Q € dE , telles
que a(P) >c >0, b(P, Q) =b(Q, P) >0 . (I1 faut mettre des conditions plus
précises sur a et b, mais pour le moment nous les laissons de cdté.) La pre-
mi&re expression sur la droite de (3e15) jouera le mbme rle ici que la dérivée
normale dans le cas o= 2 « En effet, si u, =0 sur OE, cette intégrale est

la m8me que celle que nous avons eue dans (3.6), sauf pour le signes Dans (3.6)

nous avons l'analogie_de 1'opposée de la dérivée normele. Pour résoudre ce proe-

blame, nous définirons un espace de Dirichlet Da avec le produit scalaire
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(3‘16) (u ’ V) = (u ’ V)l + /aE u(P) V(P) a(P) dSP

+ -é- [3p /aE [u(P) ~ u(Q)][v(P) -~ v(Q)] (P, Q) d3; a5,

o (u, v)1 est donné par (3+11l). Remarquons que la convexité de E est employée
ici pour la condition (u , w) 1 2 0; c'est-d-dire, il faut employer (3.8) En~
suite, nous appliquerons le lemme 248 pour conclure l'existence d'un élément

w € D, , pour chaque A >0, tel que (2,26) est valable pour u= uy - Nous

démontrons que cela implique

(3017) = A S5 v By uy + A Jyp w(Dng g [y (B) = up(@)] Vol R ™2 ) as,,
+ A vy a+d fp V(O g [0 (P) - w(Q)] (P, Q) a8y} &Sy

+ /E v(u?\ -f)=0
pour v € D« Si nous prenons v= 0 sur OFE , (3.17) nous donne
-AB uy +uy=1 5

donc, 1l faut que les termes sur la frontiére s'annulent, donnant la condition
3 limite La uy = 0 dans (3.15)e (La description ici est un peu simplifiée, car
nous ne démontrons pas (3.17) directemente) Enfin, nous démontrons que

R)\ = ?\"1 S /A sont les résolvantes des sami~groupes de contractions

daintenant nous définissons plus précisément notre espace de Dirichlet. Nous

mettrons les conditions suivantes sur a et b

(3418) 3 a(P) est intégrable sur OE et il existe un nombre ¢ > 0 tel que
a(P) >c¢c >0 sur OE .

(3¢19) b(P, Q) est intégrable sur OE x OE et b(P, Q) = b(Q, P) >0,

Les fonctions dérivables sur E forment un espace pré-hilbertien avec le pro-
duit scalaire (3+16). Nous complétons cet espace en un espace hilbertien Da 5
et on peut démontrer que Da est un espace de Dirichlete Nous ne donnerons pas
la démonstration icis La condition a(P) > ¢ > O est employée en vérifiant

1'axiome I de la définition 2.2.
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Les semi~groupes associés a Boc . = Hous pouvons maintenant appliquer le lemme

2+8., Nous ne démontrons pas (3e¢17) directement, mais pour chague v dérivable
sur B s nous avons pour 1'élément u}\ qui rend minimum (2.25),

(320) = A /g u, By v+ K/aEuxLav-l-/vv(u)\-f):O y

-

oi L, est donné par (3e15)a

Nous pouvons écrire (3.20) sous la forme

(3+21) -?\/ AVI u + }\/aEanI uh-o- }\/ vy e
+ & Jyg VO g [uy(B) = u,(Q][6(P, Q) + (P, Q)] Sy} a5,

+/Ev(u)\-f):0 ,

o Ia est donné par (3.10) et WP, Q) par (3.12), et v est deux fois déri-
vable sur E e

8i nous prenons dans (3eR1) les fonctions v indéfiniment dérivables de sup=
port compact dans E , alors v = 5—%: 0 sur OE , et nous voyons que
- A AL e = - AB QU= =y ¥ f pe pe dans E « (Nous pouvons modifier u, sur
un ensemble de mesure nulle dens E , afin que cette relation soit valable partoute)

Si f e B(E) , alors u, € B(E) par le lemme 2.9 (iii)e Donc le dérivée nore
male ?%1- Ia existe ;3 nous pouvons appliquer la formule de Green & la premiére
intégrale dans (3.21) et employer 1'identité (3.13) pour conclure que pour chaque
v indéfiniment dériveble sur E ’

ou L est donné par (3+15). Cela nous domne la condition limite L, = 0 de

(3¢15).

Alors, nous avons

THEOREME 3ele = A chagque A >0, et chaque f € B(Tf) s il correspond un élé-

ment R}\ feD tel que

o’
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Be AR, £-B R f=f 3

be L R £=0
ot L est domné par (3+15) sous les conditions (3.18) et (3+19) sur a et b

o g, dy<liely,

COROLIATRE 3.1. - Employent la notation du théoréme 3.1, 1'image R, (B(E))
est indépendante de A 3 les opérateurs R, sont les résolventes d'un semi-
groupe de contraction sur 1l'espace Xa = fermeture de RK(B('E)) dans B(E) P )

™

générateur infinitésimal de ce semi=groupe est la restriction de B, & 1'image

X
Rx( a) *
Nous pouvons démontrer d4*autres propriétés de Rx , mais nous n'avons pas

1'espace ici pour ces déveldppements. Nous nous contentons de remarquer que RK

peut 8tre exprimé par un noyau ¢
(3.23) R, £(P) = /E H (P, Q3 A £(Q) &
ou H_  satisfait
a
(3'24) HG(P’ Q5 >") = Ga(P [} Q H 7\)

- fE G(P, R ; >\){/aE BT, Q3 ) 3%5 IRTI"M"?‘dSI\}dR

et Ga(P s @3 A) est le noyau de (2+28)s Il résulte de (3¢24) et du corol-
laire 2.2 (b) que R}\ £(P) est continue dans E .



L]
(2]
(3]

(4]
(5]

Lé]
L7]

L8]

(9]
[10]
[11]
2]

518

EIBLIOGRAPHIE

BEURLING (A.) and DENY (J.). - Espaces de Dirichlet, I ; Le cas élémentaire,
Acta Mathey te 99, 1958, p. 203-224.

BEURLING (Ae) and DENY (J.)o = Dirichlet spaces, Proc. Nate hcads Sce of
Uo Se A"’S te 45’ 1959‘, Po 208-2150

ELLIOTT (Joanne)s = The boundary value problems and semi~groups associsted
with certain integro~differential operators, Trans. Amer. math. Socs,
te 76, 1954, p. 300-331.

FROSTMAN (Otto). = Potentiel d'équilibre et capacité des ensembles, Commo
Séme mathe Unive Lund, te 3, 1935, DPe lul115, :

FROSTHAN (Otto)o = Sur le balayage des masses, Acta, Scient. math., Szeged,
te 9» 19381940, po 43-51 3 et Comme Séme math. Unive Lund, t. 4, 1939,
9 pages.

GETOOR (Re Ke)o = First passage times for symmetric stable processes in
space, Transs Amer. math. Soco, to 101, 1961, pe 75~90.

HILIE (E.) and PHILLIFS (Ro So)e ~ Functional analysis and semi=-groups.
- Providence, American mathematical Society, 1957 (&mere. meth. Soc. Colle
Publ.; 31) -

KAC (Mark). = On some connections between probability theory and differential
and integral equations, Proceedings of the second Berkeley symposium on
mathematical statistics and probability [1950. Berkeley] ; peo 189=2154 e
— Berkeley end Los Angeles, University of California Press, 1951

KiC (i) and POLLARD (He)s — The distribution of the maximum of partial sums
of independent random varisbles, Canad. J. Mathe, te 2, 1950, p. 375-384.

RAY (Daniel)s - Stable processes with an absorbing barrier, Transe Amers
mathe SOCOD to 89, 1958’ Pe 16m24 ¢

RIESZ (Marcel)s - Intégrales de Riemann -Liouville et potentiels, Acta, Scient.
math.9 Szeged, tc 9’ 19_3&-1940, De 1“‘420

WIDOM (Harold). - Stable processes and integral equations, Trans. /mers. mathe
Soce, te 98, 1961, p. 430-45C.




