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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 5-01
(Theorle du Potentiel)
56 année, 19%60/61, n° 5

LA PROPRIETE DE MARKOV FORTE

par Paul=-André MEYER

I. Propriétés de régularité des trajectoires.

A, Hypotheses et notations.

Dans tout cet exposé, & l'exception du n® IV, X désigne un espace compact
métrisable, d une distance compatible avec sa topologie, B sa tribu borélienne,
vV (r) 1a boule fermée de centre x et de rayon r , G(X) l'espace des fonctions
borellennes bornées, C(X) 1'espace des fonctions continues sur X , tous deux

munis de la norme de la convergence uniforme.

{P } est un semi-groupe dtopérateurs positifs sur c(X) , fortement continu
(ctest-a~dire tel que V £ € C(X) , llmHP f-f|l=0), tel que 1'on ait
-0

+ 1 =1 pour tout t . Les résolvantes du semi-groupe seront notées UX (A>0),
de sorte que UK £f= /g e—ht P £dt .

P
t

THEOREME 1.1 = I1 existe une fonction de transition de Markov et wune seule
sur (X , B) , notée Pt(x , A) , telle que 1'on ait, pour toute f € C(X) , la
relation f(x) = /. Pt(x , dy) £(y) &

Cette fonction de transition vérifie la condition ¢

(u) YV r>0, 123 Pt(x . Vx(r)) =1 uniformément sur X .

DEMONSTRATION, = L'application x = Pt f(x) eost une forme lindaire positive
sur C(X) , donc une mesure de Radon que nous noterons Pt(x s dy) o Soit H
1l'espace vectoriel des fonctions h € G(X) telles que 1'application

(t,x) - Plxse)=/yP(x,dr) ely)

soit mesurable sur X x R, (muni de sa tribu borélienne). Il est immédiat que
H contient C(X) , 1'application ci-dessus étant, si g€ c(X) , séparément con-
tinue (et méme continue). Un raisonnement analogue 2 celui du théoréme 5, exposé

1, pe 4 montre que H = G(X) . Soit P, g 1'application x - Pt(x , g) ¢t on voit
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de méme que les applications g - P g forment un semi=-groupe sur G(X) qui
prolonge le semi=-groupe Pt défini sur C(X) o Aussi garderons-nous la méme no-
tation pour le semi-groupe prolongé. La premitre phrase de 1'énoncé est alors im-
médiate (théoréme 5, exposé 1, p. 6). Signalons que la mesurabilité de 1'appli-
cation t+ = Pt(x s g) permet de prolonger les Ux a G(X) .

Soit h une fonction continue comprise entre 0 et 1, égaled 1 sur
(r/?) , é O hors de V (r) : come P h - h uniformément lorsque t+ - O,
des que t est assez petlt, P, (y , V (r)) P (v h ) est trés voisin de 1

sur la boule V&(r/?) . Couvrons alors X avec un nombre fini de boules V (r/4)
X5

(=1, ¢e0o y n) , choisissons un ty tel que pour t <t chaque
Pt(y s VX‘(r/Q)) soit >1 - & sur VX.(r/Z) ; soit un x quelconque, et t <t
x appart;ent 3 une boule in(r/h) , V:(r) contient in(r/é) s et la condition
(U) est vérifiée.

La démonstration des théorémes de ce numéro peut se faire en n'utilisant que

la condition (U) (cf. [9]).

Be Construction d'un processus provisoirece

Soit Vv une loi de probabilité sur X : il existe un processus de Markov admeb-
tant Py (x y A) comme probabilité de transitiog, v comme loi iniitiale (théoréme
4,expose 3y, pe 7)s S0it Q l'espace compact X , soient X{ les applications
coordonnées. Désignons par PY 1a loi de Radon sur Q associée au second pro-
cessus canonique (exposé 2, pe 5). La tribu M(PY) contient la tribu F cons-
truite dans 1'exposé 3, ps 7, et les calculs de l'exposé 3 sont valables pour les

éveénements de F o

LEMME 1.2, = Pour toute mesure initiale. v , tout temps t , toute fonction con-
tinue f , le processug f o X, est "continu en probabilité" & l'instant 1t :
autrement dit ¢+ V £>0 ¢

lim PY[|f o X (W) = £ 0¥ (W) > €] = .
S—)'t
DEMONSTRATION. - I1 suffit de prouver la continuité en probabilité & droite et

a gauche j raisonnons par exemple sur le cOté gauche @

PUIf oX, -0 X ] >a] = /X Pl °oX - f ° Xl >al av,_ (x)

(cfe exposé 3, pe 9, théoréme 6)
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ol v est la répartition de Xt-s pour la mesure initiale v & il suffit done
de momtrer que Px[lf ° XS - f o XO[ >a] tend vers O uniformément en x lors-
que s - 0 3 or la fonction f , étant continue, est uniformément continue ; soit

r un nombre, tel que a(x , y) L v => rf(x) - f(y)l <a,

P £ o X, =T o XO! >a] €1 =P (x, V() .

I1 suffit alors d'appliquer la condition (U).

. .
THEOREME 1.3. - Pour toute loi initiale Vv ¢

1° Pv-presque toutes les trajectoires du processus admettent en tout point une
limite & droite et une limite & gauche.

20 Pour chaque t , la limite & droite et la limite & gauche sont Pv~prosque

girement (p. s.) égales 2 Xy o

DEMONSTRATION ¢ la seconde phrase de 1'énoncé est une conséquence immédiate de
la premiére et du théoréme précédent, car soit f une suite de fonctions con-
tinues qui sépare les points de X ; si la limite & droite XE- existe presque

sfirement, £ ooX — £ o X  Pese donc aussi en probabilité, Donc,

t,

8 - ‘b+
- R R Ky - . O . 8 A Ay 2
fn o Xt* fn o X, De Sey et enfin Xt+ X, ps Se On raisonne de meme du cote
gauche.

Pour démontrer la premidére phrase, on voit de méme qu'il suffit de montrer que
les applications t - f o Xt(w) ne possédant presque sirement pas de discontinui-
tés de seconde espéces En ajoutant une constante au besoin, on peut supposer les

A , .
£, positives. Comme, lorsque A - w , N £ £, uniformément sur X , il
suffit de montrer que chaque KUX fn ne présente presque sirement pas de discon=-
tinuité de seconde espéce sur les trajectoires du processus, pour A=entier, par

-Ab

exemple. Or le processus {e XUK fn ° X'b} est une supermartingale positive

séparable. On conclut alors par le théoréme 2.2 (exposé 4, pe 8).

REMARQUE. = 1° Cette démonstration trés simple est due 2 LOBVE ; elle ne dépend
qu'en apparence du fait que les Ux sont continues ; dans LOEVE [9], on pourra

remarquer que seule 1'hypothése (U) est utilisée.

29 Ce qui vient d'8tre prouvé pour le second processus canonique est, bien en-

tendu, vrai pour un processus séparable gquelconque.
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C. Construction du processus définitif.

(Définitif & une trés petite modification prés, relative au cas sous=-markovien ;

voir n® IV de cet exposé).

Soit maintenant Q 1'ensemble de toutes les applications de R, dans X qui

sont continues & droite et pourvues de limites & gauches Q ost une partie de
R

x * . Soit X,

°
(resp. Ft ) la tribu engendrée par les Xt (respe par les X s, s <t ).

o
la restriction &2 Q de la coordonnée d'indice t o Soit F

D'aprés le théoréme précédent et le théoréme 4.5 (expose 2, pe 8), il existe,
pour toute mesure initiale v , une mesure P sur F s pour laquelle le proces-

sus {X } est de Markov rar rapport aux Ft s admet P (x A) comme probabilité
de trans1t10n, et Vv comme mesure tnitialle.

Soit maintenant F (resp. F ) la famille définie de la manidre suivante ¢
A €F (resp. A € F ) si, et seulement si, pour toute loi initiale v, il existe
un ensemble A de F (resp. F ) qui ne différe de A que par un sous-ensemble
d'une partie P -négligeable de F o C'est un résultat c13531quc en théorie de la
mesure que F , Ft sont des tribus, et que la mesure PY se prolonge & F de
manidre unique. Enfin, il est immédiat que le processus {Xt} st markovien par

rapport aux Ft , qui forment une famille de tribus adaptée au processuss

Désormais, (Q, F , X s P, Ft) désigneront les éléments canoniques qui
viennent d'&tre construits. Les calculs de 1'exposé 3 restent valables pour ces

processuse

Ds La "loi de tout cu rien'.

EEMME 144+ = Le processus canonique {Xt} est markovien par rapport aux tribus

F, oo

DEMONSTRATION, = Il nous suffit évidemment (cf. théoréme 2, exposé 3, p. 11)
de montrer que, pour toute fonction continue f , pour tout +t,le processus
Pt-s(xs(w) s £) , défini pour 0 s €t , est une martingale par rapport aux
Ft+ . D'aprés le théoréme 2.3 (exposé 4, p.9), 11 suffit de montrer que ses tra-
jectoires sont continues & droite, Or

Py (@), £) =B (x (W), )

S lPt--s(Xs » £) - Pt-s(Xs+a’ 0| +lP'b-S(XS+8 » £) - Koo (Xs-l-e » 21
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Le second terme tend vers O aveec € , du fait que ”Pt-s f = Pt-s-e fll » 0 H
le premier terme est égal, si g désigne la fonction continue Pt-s f, a

rg o Xs(w) -go Xs+s(w)' ¢+ il tend presque slirement vers O en vertu de la con-
tinuité 2 droite presque sire des trajectoires.

COROLIAIRE 1.5. = (Moi de tout ou rien").

Soit A un événement de Fo (c'ést-é—dire, rappelons=le, mesurable sur

+
B(XS , s<a) , pour tout a ) : si la mesure initiale est la masse unité au
point x, P°(A) =0 ou 1 .

DﬁMONSTRATION. - Le processus {Xt} et FO,_ sont conditionnellement indépendants.
Xo étant donnée., Or A est mesurable sur le processus, ct appartient a FO* :
il en résulte (cxposé 2, pe 2, relation (1)) que P(A[XO) = P(AIXO)2 ; cette pro-
babilité conditionnelle est donc égale & O ou 1 pe s. Or, si la mesure initiale
est ponctuelle,, la tribu engendrée par Xb ne comporte que des ensembles de me=-
sure O ou 1 ¢ donc P(A}Xb) = P*@) .

THébRﬁME 16 = Les tribus F, et F | sont idontiquos.

t t+

DEMONSTRATION. - Il suffit de prouver que Hour toute variable aldatoire f(w) ,
intégrable, F-mesurable, on a presque sdrement pour toute mesure initiale
E[f]Ft] =E[f|F _] p. s. : en effet, cela s'applique 2 une variable f qui est

t

mesurable sur F _, et devient f = E[flEt] pe 8. 3 come ceci a liecu pour toute
t

mesure initiale, f est Ft-mesurable par définition de Ft o

Or l'ensemble des fonctions f bornées qui satisfont 2 la reclation

E[f]Ft] = E[f!F.+] " De Sey et qui sont T -mosurables, est un ogpaco vectoriel,
t

H , qui satisfait & la condition du théoréme 5 (Exposé 1, pe 4), et qui contient

les produits f f2 s OU f1 est Ft—mesurable, et ol f2 est mesurable sur

1
B(XS y t <8 <x), coci en vertu du lemme le4, suivant lequel

E[fsz = E[fzrxt] pe s. Une application du raisonnement du théoréme 5 cité
t

permet de conclure.
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I1. Théorémes fondamentaux.

A, La propriété de Markov forte.

LEMME 2.1, = L'application (t , w) = Xt(uﬁ de R, x Q dans X eost mesura-
ble. En particulier, si S cst une variable aléatoire définie sur Q, & valeurs
dans 'ﬁ* » 1'epplication X, = [w R (w)] est ume variable aléatoire [Rap~
relons (cf. exposé 3, ps 2) que XS(uO =9 si S) =]

DEMONSTRATION, = Elle est immédiate. Posons t , = (k +1) /2" =i
n
kA% <t < (k+1) 2% (X eN).Dlaprés la continuité a droite,

XS(uD = lim XS (w) , et cette derniére fonction est évidemment mesurable par

N~poo0 +
n

rapport & (t , w)

THEOREME 2.2 ("propriété de Markov forte"). = Soit T un temps d'arr8t; et soit
S une variable aléatoire FT-mesurable, 3 valeurs dans R_, et telle que T < S &
Pour toute fonction f sur X , bordlienne et bornée, on a la relation @

(1) ELe o XgIPp] = Pyry () Zp@) » £) pese

valable pour toute mesure initiale, et en convenant que le second membre a la valewr

0 lorsque S(w) = =,

DEMONSTRATION, = I1 suffit évidemment de raisonner dans le cas ou f est une
fonction de C(X) o D'autre part, il suffit de prouver (1) pour une variable aléa-
toire S ne prenant qu'une infinité dénombrable de valeurs ; car alors, si f

est contimue, et U un événement antérieur & T

Js £ Xy ap” = J Psn(wJ-T-(w)(Xr(w) y £) ap’

ol - Sn(w) = [S(w)] , (cf. la démonstration du lemme précédent) § faisons tendre

n vers  , nous Sbtenons la relation (1) dans le cas général.

Supposons que nous ayons démontré (1) dans le cas particulier suivant : S est
un temps constant +t , Tunwmswmﬁtst;mMWMs@ehcwg%ﬁden
résulte. Soit T un temps d'arrét quolconque, U un événement antérisur & T ;
S 1no variable aldatoirs no pronant quTunc infinité dénombrable -de valeurs 8,

(1=1,2..) ; nous avons &
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J.foXx a¥ =2/ . .fox ap .
U s 1 Un{s=s, } sy
Posons T, =T sur U n{s = si} » T, =s, sur lo complémentaire de cet en-

semble ¢ il est facile de voir que Ti est un temps dtarrét < Si y et

Un{s = Si} un événement de F, . D'aprés le cas particulier @

Ty

/ﬁh{s=si} o XSi ar” = Uh{s:si} Psi = Ti(XTi s ) g
Jonioms,) s, Ty D) @Y
1 1

I1 suffit alors d'ajouter ces égalitése

I1 ne nous resté plus qu'ad démontrer ce cas particulier. Or le processus
{Pt_s(XS(w) s £)1 se[0,t] est une martingale uniformément intégrable (exposé 3,
Do 11) par rapport aux FS , ot ses trajectoires sont continues 2 droite (cf. lemme
144 du présent exposé) 3 il résulte alors du théoréme 2.4 (exposé 4, pe 9) appli=-
qué au systéme de temps d'arrdt {T , t} , que le processus (qui ne comporte que
deux variables aléatoires) {Pt-T(XT sy £) 4 £ 0 X = PO(Xt s £)} est une martingale

t
par rapport aux tribus fFT ’ Ft} s ce qui est le résultat cherché.

COROLLAIRE 2.3. = Soit T wun temps d'arrét : le processus {XT+t}teR est un
+

processus de Markov par raprort aux tribus FT+t s qui admet pour mesurc initiale

la répartition de XT s pour fonction de transition la fonction Pt(x s A) .

DEMONSTRATION, = En vertu de la formﬁle précédenfe,,appliquée aux temps d'arrét
T+s, T+t (8<t ) le seul point 3 démontrer est le fait que la famille dc %ri-
bus FT+t est adaptée aux processus {XT+t} s Ou encore que, pour tout temps
d'arrét T , X, est Fy-mesurable. Posons Tn(u0 = [T(w)]zf (notations du lemme
2.1) ¢ 11 est immédiat que X, est FT -mesurable ; donec XT = 1lim XTn est me=-

n n
surable sur Q FT ¢ or un ensemble A de cette tribu est tel que, pour tout
n
a>0, An{T <a}eFa,donc An{T< a}eF+=E‘a (théoréme 1.6). Donc
Ae FTO &

Ce Qo Fo Do
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B. Le théoréme de Blumenthals.

Les trajectoires du processus ayant été rendues continues & droite, toutes les diffj-
cultés de la théorie ont été se réfugier du cdté gauche. Le théoréme suivant est

1'outil essentiel pour leur étude.

THéORﬁME 2 4 (Théoréme de Blumenthal). ~ Soit Tn une suite de temps d'arrét
qui tend en croissant vers un temps d'arrét T @ quelle que soit la mesure ini-
tiale v, ona P’ - p, se XT(w) = }im X, (w) , sur 1'ensemble des & tels gue
T(w) < . n

’
DEMONSTRATION. = En remplagant au besoin les Tn par inf(Tn s &) , on peut
se ramener au cas ou les Tn et T sont bornés. Soit g une fonction continue,

Y la limite des X& s qui existe d'aprés la construction méme de Q , soient U
n ,
un événement antérieur & T , € un nombre positif, et Sp = su.p(Tp +€,T):

Sp est FT—mesurable. Prenons p >n ; dés que p est assez grand, /ﬁ g o XS de
p
différe trés peu de /‘ g o XT ve arY (car Sp et Tp +€ ne différent que

sur un ensemble de mesure trés petlte). D'aprés le théoréme 2.2, cette intégrale
est égale 2 /' P ( , g) dPY (car U est antérieur 3 T ) ety dés que € est
assez petit, cela differe trés peu, indépendamment de p , de f g o XT a®
D'autre part,

V- . v

comme Sp - T< &, cela différe trés peu, indépendamment de p , de /6 g o XT apVv

Le résultat est donc le suivant : lorsque p = o, si U est antérieur 3 un
. v
Tn donne, /ﬁ g ° XT ar¥ o /ﬁ g ° XT dP" 4 on a doncy, si U est maintenant

un ensemble mesurable sur la tribu engendrée par la réunion des FT
n

/UgOYdP"=/UgodeP” .

Si 1'on n'avait pas presque siirement Y(w) = Xr(w) » on pourrait trouver une
boule Vx(r) telle que

PY[Y (w) eV (r) , X, (w) £V (2r)]>0 3
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prenons pour g une fonction continue égale & 1 sur Vx(r) s & 0 hors de
v (2r) , comprise entre O et 1 partout, et pour U 1'événement {Y(w) eV (r)} :
la premiére des deux intégrales est égale & PY[Y e V (r)] s la seconde maj oree
par PY[Y e V (r) » X, eV (2r)] « On aboutit & une contradictlon.

III. La mesurabilité des temps d'entrée.

A, Définition des temps d'entrée.

DEFINITION. - Soit A wune partie quelconque de X ; on appelle temps d'entrée
(resp. pseudo=temps d'entrée) de la trajectoire W€ Q dans A , et on note
TA(w) (resp. TZ(w) ), la borne inférieure de 1'ensemble des t >0 (resp. des

%t >0 ) pour lesquels Xt(w) €A .

NOTATION, = Soit I wun intervalle [0 , a] ; l'ensemble des trajectoires w
[o] [e]
telles que TA(w) < a (resp. TA < » ) sora noté RI(A) (respe R(A) )

Notre but dans ce paragraphe est de démontrer que Tl et TA sont des variables
aléatoires (et méme des temps d'arrdt) lorsque A est choisi de manidére conve-
nable 3 il suffit pour cela de prouver que, pour tou‘b I=[0,a], RI(a) ap=
partient 2 F 3 cela entralne bien évidemment que TA est un temps d'arrdt, et
la relation T (w) = 13 ’I‘ (6 w) montre qu'il en est de méme pour Ty o

B+ Mesurabilité des temps d'entrée dans les ensembles analytiquess

THEOREME 3.1, = Le temps d'entrée TA dans tout ensemble analytique A (et en

particulier dans tout ensemble borélien) est un temps d'arrdt.

La démonstration comporte plusieurs lemmes @
LEMME 1. = S A est un ouvert, RI(A) appertient & F_ o

DfMONSTRAT.ION. - RI(A) = . {w: Xr(w) €A} ol Q, est 1'ensemble consiitud
de a , et des rationnols de 1'intervalle I =[0 4 a]

LEMME 2. ~ Soit A un compact, et soient A des ouverts decroissa.nts tels
que N Tfn = A j; quelle que soit la mesure 1n1t1a1e v , les TA tendent PY—pres-
n

que sfirement vers TA « En particulier, pour tout intervalle I =[0, a],

RI(A) € Fa .
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(o}
DEMONSTRATION, = Il est clair que les TA croissent, et restent plus petits

C n A
que TA 3 soit T = sup TX ¢ comme ng - X& presque surement en vertu du
n n
théoréme de Blumenthal, et comme X, € A d'aprés la continuité a droite des
a TAVI c ~
trajectoires, X% € A presque surement, et donec T = TA presque surements

LEMME 3. = Soit K wun compact, I un intervalle [0 , a] ; v wune mesure
initiale. Posons Wy (K) = P"[BI(K)] « La fonction d'ensemble Wx(K) est une ca=-
pacité de Chaquetes (Elle est méme alternde d'ordre infini, mais nous n'en aurons

pas besoin)e

DEMONSTRATION.

1° Montrons que si A est une partie ouverte de X , la capacité intérieure

W;(A) est égale 3 FV[RI(A)] : elle est égale par définition & sup WI(K) , ot
‘ KcA
par conséquent majorée par PV[RI(A)] e Soit d'autre part Kn une suite crois-

sante de compacts de A dont la réunion est A ; il est évident, d'aprés la
[e]

(o]
continuité a droite des trajectoires, que les TK tendent vers TA en décrois-
’ o , Q 4
sant, et que RI(A) = g RI(Kn) « L1égalité de WI(A) et de Pv[RI(A)] en résulte

biens

29 Le lemme 3.2 exprime alors la continuité & droite de la fonction d'ensemble

()

3° Soient A , A' , K, trois compactse Il est clalr que

RI(KUAUA')CRI(KUA)U[RI(KUA') FI(K)] .

(Une trajectoire qui rencontre K uh uA' , mais non K u 4 , rencontre K uA' ,
mais non K ). On peut déduire de 12 (ef. [R], pe 55) que K = wI(K) est Bien
fortomont sous-additives et une copecité de Choquet.

DEMONSTRATION du théordme. - I1 résulte alors du théordme de capacitabilité de
Choquet (voir[?}, pe 61) que, pour toute partie analytique A de X s ot tout
intervalle I , on peut trouver un compact K contenu dans A , un ouvert G
gontcnant A , tels que la différence WI(G) - WI(K) soit aussi petite que 1l'on
veut ; mais cela signifie que RI(A) peut Stre, quelle que soit la mesure initiale
v , encadré entre deux ensembles Fa-mesurables dont les mesures différent trés
peu. Cela entrafne que RI(A) eF, .
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COROLLAIRE 3.2. = Soit A wun sous-ensemble analytique de X ; il existe pour

toute mesure initiale V une suite croissante de compacts K_C A4 , une suite

. B
décroissante d'ouverts Gn > A , tels que les temps d'arret TK tendent vers
o ) n N
TZ en décroissant et que les TG tendent vers :A en croissant, presque stire-

n
ment pour la mesure P’ sur Q . Plus généralement, on peut trouver deux telles

suites Kn ’ Gn s de sorte que ces propriétés aient lieu aussi pour les temps
(o] (o] (o]

' 3

d'arrét Ty (euk w) 'J:Gn(euk w) , 7, (0,

n
conque de nombres positifs.

w) , ol {uk:&eN est une suite quelw
k

DEMONSTRATION, = Pour tout p rationnel positif, soit 1,=00,p], &}

une suite croissante do~compuots, tells que Pv[RI (L) - Ry (Kn)] -» 0 . Rangeons
P P

n- o

les rationnels en une suite, et soit Kn la réunion des KE correspondant aux

n premiers rationnels. Elle répond manifestement & la questione Dans le cas plus

général envisagé & la fin de 1'énoncé, soit {K une suite associée de la

n,k}nGN
manidre qui préctde 3 la mesure initiale VP_ ¢ on prend pour Kn la réunion des

n prenmiers Kn + On procéderait de méme polr la construction de la suite des

sk
ouvertse. Il importe de remarquer que ces suites dépendent de la mesure initiale.

Lo théordme suivant cst impbrtant en paiticulior dans les questions ol l'on a

besoin de "retourner le scns du temps".

THEOREME 3.3 - Soit A une partie analytique de E , et Ri(A) 1'ensemble
des trajectoires w pour lesquelles il existe un point t de 1'intervalle I
tel que, soit Xt(ud » soit la limite & gauche. X, (w) , appartienne & 4 .
L'ensemble Ri(A) - RI(A) est négligeable pour toufe mesure P’ ,

DEMONSTRATION, = Il clair que Ri(A) contient RI(A) s ct que si G est un
ouvert qui contient 4 , Ri(A) c RI(G) o Comme on peut choisir G do manidre telle
que PV[RI(G) - RI(A)] soit trés petit, le théoréme est démontré.

Ce Extension aux ensembles presque analytiques.

DEFINITION 32, - Soit A une partie de X o+ On dit que A est presque boré-
lienne (presque-analytique) si, pour toute mesure initiale v , il existe deux
ensembles boréliens (analytiques) A' et A", tels que A' C A c 4m s et que
PY[R(A" = 4')] =0 ,
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REMARQUES.

1° La probabilité d'une rencontre & l'instant O étant nulle d'aprés cette défi-
nition, WA" = A') =0 . Il en résulte que l'ensemble A est mesurable pour toute

mesure de Radon sur X .

2° Les ensembles presque-boréliens forment une tribu. Une fonction mesurable

sur cette tribu est dite presque borélienne.

3° Tout ce qui vient d'étre dit sur les temps d'entrée s'étend évidemment aux

ensembles presque analytiques.

D, Définition de la topologie fine.

DEFINITION 3.3 = Soit A wune partie quelconque de X « On dit que A est
effilée en un point x , ou que x est irrégulier pour A 4 si A est contenue
dans une partie presque analytique B telle que PX[TB =0] =0 4 0On dit que x
est régulier pour A si A contient une partie presque analytique G telle que

Px[TC=O]=1 .

REMARQUES,

19 I1 n'est pas évident (ni, peut-8tre, vrai sans hypotheses supplémentaires) que
si A oest une partie quelconque de E , tomt point x soit ou régulier, ou irré-
gulier pour A . On peut démontrer qu'il en est bien ainsi dans le cas du mouvement
brownien, par exemple. Montrons qu'il en est ainsi en tout cas lorsque A est
presque analytique : 1'événement {TA = 0} est alors mesurable, et sa probabilité
est done 0 ou 1 sl la mesure initiale est €, » ©n vertu de la Mol de tout ou
rien".

2° En vertu de la continuité & droite des trajectoires, un ensemble est effil}é

en tout point qui ne lui est pas adhérent. Il est facile de voir que la réurdicn de
deux ensembles effilés en x est encom effilée en x .

3° Le lecteur déduira aisément de la discussion de (B) que la généralité obtenue
par 1'usage des ensembles presque analytiques n'est qu'apparente : on peut rempla-
cer en fait B par un Gé s C par un KO .

4° L'événement [?A = 0] étant PF-mesurable si A est presque smalytique, la
fonetion PX[T.A = 0] est mesurable pour toute mesure do Radon sur X « Il en est
donc de mdme pour l'ensemble des points ou A est effiléesOn verra plus loin que

cet ensemble est méme presque-boréliens
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DéFINITION 304e = Une partie A de X est dite finement ouverte si X - A
est effilé en toub point de A . Il existe une topologie dont les ouverts sont

les parties finement ouvertes de X : on 1l'appelle topologie fine sur X .

Nous démontrerons plus loin que les fonctions A=-excessives sont finement con-
tinues, et qu'un ensemble A est un voisinage fin du point =x , si et seulement

si xe A et X -4 est effild en x

DEFINITION 3.,5. - Une partie A de X est dite polaire si elle est contenue
dans une partie B presque-analytique telle que l'on ait, pour tout x ;.
PX[TB < o] =0 , (hutrement dit, presque aucune trajectoire ne rencontre B aprés
1'instant O ) + Uno partie A de X est dite semi-polaire si elle est conte-

nue dans une réunion dénombrable de parties presque-analytiques de X , effilées

en tout point de x o

Un ensemble polaire est semi-polaire, mais la réciproque, vraie dans le cas

du mouvement brownien, ne 1l'est pas en général,.
’ b

Les deux théorémes suivants continuent la discussion de (B), mais font inter-

venir la notion de point régulier.

THEOREME 3é4s = Soit A wun ensemble presque analytique.

1° Pour toute mesure initiale Vv , il existe une suite croissante de compacts

Kn c A, telle que TK tende Pprresque siirement vers TA en décroissant.
n B

2° Si la mesure initiale v ne charge pas l'ensemble des points de A irré-

guliers pour A , il existe ume suite décroissante d'ouverts GnD A telle que

TG tende ?v-presque stirement vers TA en croissant.
n

DEMO NSTRATION. -

19 Soit g une suite de nombres positifs qui tend vers O . Il est facile de
voir que ?A(w) = inf [qt + fl(e w)] o« Choisissons (corollaire 3.2) une suite
de compacts K_ croissante et teIle que l'on ait pour tout k

o n '
T, (8 w) =4inf T, (6. w) P’-presque sfrement. Cette suite répond aux conditions
Yy n K n %

de 1'énoncé.

2° 81 la mesure Vv ne charge pas l'ensemble des points de A dirréguliers pour
L yonaz
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Plr, #1°] = [, Pt ¥T°] dv{x) =0
A 47 T 7% A A -

car Px['.["A # $Z] >0 siet seulement si x appartient 3 A et est irrégulier
pour A o I1 suffit alors de choisir la suite G, envisagée dans 1'énoncé du

corollaire 3.2 (pour un ouvert G , on a Te = T ).

THEOREME 3¢5¢ = Soit A un ensemble presque analytique : quelle que soit la

mesure initiale, la répartition de X, est portée par la réunion de A et de
A
1'ansemble de ses points réguliers.

DﬁMONSTRATION. - Soit en effet S le temps d'arrdt égal 2 ?A
si X n'appartient ni & A4 , ni 3 1'ensemble des points réguliers pour 4 ,
A

égal & + » sur le complémentaire de cet événement. Par définition du temps d'en=-
trée ?A s les trajectoires du processus {XS+t} entrent dans 4 & l'instant O .

Dtautre part, la mesure initiale de ce processus est concentrée sur l'ensemble des
points irréguliers pour A , et qui n'appartiernent pas 3 A j; si cette mesure
initiale n'est pas nulle, le temps d'entrée est donc presque sirement strictément

positif, et il y a contradiction,

IV. Extension au cas sous=markovien.

Supposons maintenant que X soit un espace LCD , et que X' =Xuy {3} soit
son compactifié d'Alexandrov. Soit CO(X) 1l'espace des fonctions continues sur
X qui tendent vers O & 1'infini, espace qui est un espase de Banach lorsqu'on
le munit de la norme de la convergence uniforme ; identifions CO(X) a4 un soug=-
espace de C(X') de la maniére évidente. Soit alors {P%} un semi-groupe for-
tement continu d'opérateurs positifs de norme <1 sur CO(X) $ nous pouvons
le prolonger & C(X') par la formule

PL f = Pt(f - £(3)) + £(3d) .

Le semi=groupe {P%} vérifie sur X' les hypothdses de }'exposé 5, pe 1 ¢ on
peut d'ailleurs remarquer que la fonction de transition P%(x s A) est celle
qui est définie 3 la page 5, exposé 3. Nous allons ici simplement préciser un peu

la construction du processus canonique.

L'espace Q étant eelui que 1l'on a construit précédemment, la fonction de tran-
étant P}(x , A) , soit S(w) la borne inférieure des t tels que 1l'on ait,
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soit X (W =9, soit Xt~(w) =0 il résulte du théoréme 3.3 que, pour toute

> s . v . 2
mesure initicle, ona P -~ pe s XS (W =9 + D'rutre part, lo nropriété forte

de Iizrkov, cppliquée au processus {XS+t}teR , ot compte tenu de le relation
+

Pt(a s 10) =1V %, montre que pour tout retioancl, donc pour tout t dlaprés

Y

1z continuité & droite, on a presque sfirement XS_l_JG (W) =9 . Autremont dit ¢ on

peut restreindre 1l'egpece Q & ltensemble des trajectoires w qui restent au

point O & pertir du premier instant S(w) ol elles 1l'atteignent, et qui sont
telles que pour tout a < S(w) , l'ensemble des valeurs dc X'b (w) - sur 1tinter—
valle [0 , a] soit relativoment compact dans X

Si Pt(x sy X) =1 pour tout t , on voit immédiatement que S(W) = © pe e s

lc résultat qui vient d'€tre énoncé n'cst copendant pas évident, il exprime que

les trojectoires ne vont pes oseiller entre le point & 1'infini, ct des points

&4 distance finice

(1]
(2]

[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[e]
(9]
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APPERDICE.

Nous avons défini les opérateurs de translation 6

au cours de l'exposé n® 3 (p. 8). Lorsqu'on cherche & définir la translation GT

, o1 t est une constante,

par un temps d'arrét quelconque T , on voit apparaftre quelques difficultés de
mesurabilité. Comme ces opérateurs el‘ sont d'un emploi extrémement commode, nous

avons groupé leurs propriétés ci-dessous. Les notations sont celles de l'expesé n°5.

DEFINITION. - Soit T wun temps d'arrét quelconque (fini ou non). La translation
par T est ltapplication de Q dans lui-méme, qui associe a la trajectoire W la

trajectoire Op W définie par la relation

vV 8, XS(eT 0.)) = XT(W)+S(w)
ol 1o second membre, conformément & nos conventions (exposé n° 3, Ppe 2) a la valeur
O si T(w) = +,

I1 est clair que la trajectoire 6y w posséde las mémes propriétés de régularité
que w , et, en particulier, appartient bien & Q o

THEOREME 1., = Si Q est muni de la tribu F , et si T désigne un temps d'arrét,

l'application ©rp est mesurable.

DEMONSTRATION, - Montrons d'abord que 1'image réciproque, par Oq , d'un ensemble
o F , appartient & F . Il suffit de le vérifier pour un ensemble de la forme
{x _tle Al y tn
1'image réciproque d'un tel ensemble est l'ensemble {XT+t € Ai g eve o XTrte An} ’
qui est bien F-mesurable, d'aprés le corollaire 2.3 (exposé n® 5, p. 7). Il r;-é-

eee 5 X, € An} , ou LYBRY A~ sont des parties boréliennes de X' ;

sulte aussi de ce corollaire que, si v désigne une mesure initiale, l'imege par
VP
T

GT de 1a mesure P’ sur (@ , F) est la mesure P (i1 suffit encore de con-

sidérer les ensembles du typoc ci-dessus). Soit alors A un ensemble F-mesurable :

il existe, par définition de F , deux ensembles F -mesurables A et Ay, tels
VP

e A CACA,,etque Ay-A soit P T_négligeable ; 1'ensemble e'T‘1 Ay - A;)

est donc P -négligeable, et il résulte alors de ce qui préctde que 8;1 (4) est

F-mesurable.,
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THEOREME 2, - Soient ¢(w) une fonction F-mesurable, bornée, sur Q , et &(x)
la fonction x - Ex[(p] sur X ; on a la relation
v
E[(p oeT ‘ FT]=<I>oXT(w)
Pv-presque sfirement, pour toute mesure initiale Vv et tout temps dlarrét T .
DEMONSTRATION. - Voir la démonstration de cette propriété, pour les temps ¢'arrét
constants, dnns llexposé n° 4 3 il n'y 2 cucuns difficulti & L'étendre n eas plus

yénir:l ci-deasus.




