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4
THEORIE DES MARTINGALES ET DI'S SEMI=-MARTINGALES

par Paul-André MEYER

(d*aprés J. L. DOOB)

I. Ensemble d'indices discret.

A. Le théoréme fondamental sur les systémes de temps d'arrét.
N\
THEOREME l.1. - Soit (Q, F , p, {Xn}neN) une super-mrtingale adaptée & une
fomille de sous-tribus F ~—de F . Soit {Tk}keN une suite de temps dtarrét re-

latifs aux Fn s telsque V k , Tks T . Pour que le processus {XT }

k+l X keN
soit une supr-martingale relativement aux tribus {Fp } s il suffit que lfune

k keN

des trois conditions suivantes soit réalisée :
1° Les Xn sont des variables aldatoires positives
o . Id 3 » .

2° Les {Xn}neN sont uniformément intégrables

39 Chaque Tk est borné p. s. (cas des processus "arr&tés" cfs page 3, exp =4 3)

Si l'une de ces conditions est réalisée, on a la relation

E(ka) < E(Xl) o

S1i en outre, pour un temps dlarrét Ty > 1'indgalité

4°  iminf/ X dp<O
n {Tk>n} n

qui est impliquée par (2) et (3) est vérifide, on a

inf E <E ]
121‘ @) < (XTk)

Si le processus '{Xn} est une martingale, et si les conditions (1) et (4) pour
tout k,ou (2), ou (3) sont vérifides, le processus {XT } est une martingale,

k
et E(ka) :-.E(XT) .

Enfin, si la condition (R) est réalisée, et si {Ti}iel est 1o famille de tous
les temps dtarrét relatifs aux tribus Fn , toutes les variables cléatoires XT

-
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sont uniformément intégrables.

’
DEMONSTRATION.

ae Sous les conditions 19, 2°, 3%, si T est un temps d'arrét, X, est intégra-
ble ¢

Supposons d'abord que T soit borné par un entier k : ona alors
E(IXTD E(IX |) < o« Ecrivons alors @

kel

Comme 1l'ensemble {T =k} est le complémentaire de l'ensemble {T £k =1},
il appartient & Fk—l : donc, on a, d'aprés 1'inégalité des super-martingales :

o e O € g} By 2

Soit alors Tl le temps d'arrét inf[k -1, T] ¢ 1lc résultat que nous venons
dtobtenir s'éerit : E(XT) <ER 1) . En recommengant ce procédé, il vient @
T

B € B, -

Etablissons une autre inégalité, toujours en supposant T borné par k & nous
avons 3 E(IXTI) =E(XT) + 2E(X,'r') « Nous avons déja majoré E(XT) « Le proccssus
{inf[Xn , 01} est unc super-martingale, donc le processus {X;} est une sous-

martingale. Par conséquent, d'aprés le méme raisomnement que plus haut (mais en
commengant par isoler les ensembles {T = 1} , {T =2}, etes)

E(XT) E(Xk) sup E(X .

Par conséquent , pour tout temps d'arr8t borné

E (% D <EE) + sup E@X) (indgalité 1) .

Cette indgalité est slors vraie pour un temps d'arr8t T ‘quelconque, d'aprés le
lemme de Fatou appliqué aux temps d'arrét T, = inf[T , k] &

I1 est alors clair que si (3) est réalisée, X, est intégrables 51 (2) est réa-
lisée, sup E(X;) < . Enfin, si (1) est réalisée, V n,E(x;) =0.

b. ¥irification de 1'indgalité des super-martingasles.
Soff A un évircment de Fp ¢ nous avons a vérifier que



4-03

fi¥p e2/y%y .
n n+l

D écomposons XT suivant les valeurs de Tn , en admettant que 1l'une des trois

conditions a lieu, ce qui assure 1'intégrabilité

/. {7y} X3 %0 = /g Snfr =0y By 0e /An{Tn=j}n{Tn+1>j} e

Comme l'ensemble d'intégration de la dernidre intégrale appartient & Fj y dlaprés
1tinégnlité des super-martingales

/An{Tn=5} %y dp 2/An{Tn=a'}n{Tml:j 1% @2+ Jaafr gglatz_ >33 K 0

Poursuivons le raisonnement sur le dernier terme, en isolant ltensemble ol

nel =9 F 1, et celui oh il est >Jj +1 «ss au bout de k = j transformations.

on parvient & 1'inégalité :

/

An{T s j ap >/ An{Tn=j}n{Tn S }Xr dP * /An{T “J}n{T k} Ky dp '

n+1
Sommons sur j , de O & k,etpassbnsélalimiteen k:

/ X dp>,fX dp + lim sup /, X, dp .
AT AT 1> o0 An[Tn+1>k] k

n+l
Ltindgalité des martingnles est donc vraie nu moins ¢
1° 81 les X sont positives (terme complémentaire 30 )

2° Si les Xn sont uniformément intégrables (le terme complémentaire tend vers
0)

30 si Tn+1 est p. 8. borné (ensemh_le d'intégration complémentaire vide).

co Vérification des :Lnegalltes E(X1 E(XT) :mi‘ E(X ) .

La premidre indgalité est triviale : soit X, wune variable aléatoire égale &
la constante E(Xl) y Ty un temps dtarrét égal & 0 .

Le processus XO s X1 one Xn est une super-martingale. Appliquons (b) au sys-
téme formé des deux temps d'arrét T, et T : il vient

E(XT)SE(XTO) =E(}(1) .

I1 est immédiat aussi que (2) ct (3) impliquent (4)e Supposons donc (1) et (4} powr
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un temps dtarrdt T , ou (), ou (3) : il vient :

=

E () =? foegy %y @2+ Kpom} % 8P >/lz firag) % 00 * imon) Xp O

d'aprés une décomposition analogue & celle qui a été utilisde pour (2) ¢ on iso~
lc 1l'ensemble ou T =1 , et celui o T >1 , etcs Alors

B 2BEY) + irsn) Fp @@ = Sigon) By 02

Faisons tendre n vers o le long d'une suite convenablement choisie 3

E(Xn) -+ inf E(Xn) ; le second terme tend vers O pulsque XT est intégrable.
n

Enfin, le dernier terme a une limite >0 d'aprés (4).

d. Cas des martingales ¢ pour le traiter au moyen des inégalités précédentes,
il suffit de remarquer que ¢ pour qu'une super-martingale {Xn} goit une martin-
gale, il faut et il suffit que E(Xn) soit constante.

ee Nous remettrons 1la démonstration de 1'intégrabilité uniforme & plus tard,

aprés les théorémes de convergence (cf. pe 7).

4 \
THEOREME 1+2. = Soit {Xi}i 1 .2...p Une super-martingale, et h une constante
, LI
positive ¢ on a les indgalités @

h.P{sgp X, >h} <EE) - [{Sup X,¢h] X dPg E(Xl) +2 E(X;)

h.P{igf X <= /{:mf X <_h3 X dp o
i

’
DEMONSTRATIONs - Soit T(w) 1le premier des indices 1 tels que Xi(w) >h
(resps < =h) , ou n s'il n'existe pas de tel indices On a, comme T est un
temps d'arrét, la relation

E(Xl E(XT) hP{sup X, 2h}+ /{sup X <h} X dp
i
(resps E(X ) < E(XT) - hP{inf X< - h} + /{:mf X>h}x dp ) o

Le théordme s'en déduit immédiatement.

Exemple d'applicatione = Soit X1 ooe Xn une martingale, et supposms que les
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Xn gsoient de carré sommable. Lc processus Xi est nlors une sous-martingale, et

les inégalités ci-dessus donnent 3

n? P{sup IXil Zh}SE(Xi) .
i

Cette indgnlité est bien connue dans le cas ou les Xn sont les sommes partielles
d'une série de variables aléatoires indépendantes d'espérance mathématique nulle,

sous lc nom d'inégalité de Kolmogorovs

Be L'indgalité de Doobe

THEOREME 1.3 (Indgalité de Doob). = Soit {X;};_; ., une sous-martingale. Soit
Y(w) 1le nombre des passages montants de la trajectoire associde & & sur un ine

tervalle Ja , b[ (voir 1l'exposé n® 2, p. 7). On a 1'inégalité

BW) < pie [E(K, - 0)* - B, - 2)*]

DEMONSTRATION, - Posons Y, = (X; - a)" , et b-a=r ; nous somes ramends 2
1'évaluation du nombre des passages montants d'une sous-martingale positive sur
l'intervalle ]O , r[ . Définissons par récurrence des temps d'arrét de la manidre
suivante : Tl(w) =1; Tz(w) est le premier indice i >1 tel que Yi(w) =0,
ou n s'il n'existe pas de tel indice ; T3 (w) est le premier indice i > Tz(w)
tel que Yi(w) >r, ou n s'il n'en existe pas ; on continue en alternant ainsi
jusqu'a Tn(w) =n . Ecrivons :

Yo-Y o= (@

1 - YTl) + (I

2 3
les termes de rang peir non nuls correspondent & des passages montants, sauf peute

-Y)+...+(Y -Y )‘.
T2 Tn Tn--l

T
étre le dernier de ces termes, qui est en tout cas positif, puisque les Yi le
sont. La contribution des termes de rang pair est donc au moins égale 3 TW(w).r .
Intégrons, et tenons compte de ce que, le processus {YTi} étant une sous-martingdle
les espérances mathématiques des termes de rang impair sont positivese Il vient

E(Y, - ¥,) >r.EMW

qui est 1'inégalité demandée. Cette démonstration est due & HUNT.

COROLLAIRE (inégalité de Doob)e. = Soit {Yi}i d...p UDe sous-martingnle. Appli-
quons le résultat précédent & 1la sous-martingnle {(Yi - a)*} et a 1'intervalle
(0O, b=a) s il vient :



4-06

EM < [B(Y, -a)* -E(Y - )V (b - )

<BE -a)®-a) <EBULD + 2]V®-2) .
C. Théovemes de comvergence.

THEORE'T 1.4, ~ Soit {;Xn} nell  U0e super-martingale relative & des tribus Fn .

Si Sup E( IXnD € o, Xw(w) = l%m X n(w) existe et est finie p. s. Cette condition
est toujours réclisée si les Xn sont uniformément intégrables ou positives. Dans
ce dernier cas, on a E(Xm) < lim E(Xn) , avec égalité si et seulement si les X
sont uniformément intégrables. Dans les deux cas ci-dessus, le processus {Xn}nsoo
est une super-mertingals.

DEMONSTRATION. = Soit w une trajectoire telle que Xn(w) ntait pas de limite
lorsque n < o : il existe un couple de nombres ratiomels a 4 b, a<b , tels
que le nombre des passages descendants de la trajectoire sur 1l'intervalle (a , b)
soit infini. Or ce nombre de passages ne peut &tre infini avec une probabilité po-
sitive si E(Ian) est bornée, d'aprés le théoréme 1.3.

Si 1les {Xn} sont uniformément intégrables, tous les passages & la limite sous
le signe somme sont permis (exposé 1, Appendice). Si les Xn sont positives, on
peut appliquer le lemme de Fatou, et conclure par le théoréme 7, exposé 1, p. 9.

COROLLAIRE ("Décomposition de Riesz")s = Soit {xn}neN une super-martingnle
uniformément intégrable : on peut 1la décomposer en ¢ une mrrtingnle {Yn} uni-
formément intégrable, (une "solution de Dirichlet") et une super-martingale

{Zn} uniformément intégrable telle que 1lim Zn =0 p. s« (un "potentiell).
n :

DFMONSTRATION. - Poser ¥ =E[X_|F], 2 =X -T_ , et consulter 1'Appendice
3 1a fin de 1l'exposé. ‘

THEORE! E 145+ = Scit {X-n}-ne-N une super-martingnle roclative & des tribus
F n* Soit F__ 1a tribu intersection des F-n s €t supposons que

LUnEE_)< + @ X_ (W) =lnX () existe et cst finie p se Elle est inté-
n - - n -
grable, la convergence 2 lieu au sens de L1 y les X_ sont uniformément inté-

grables, et le processus {X-n}.-ne{-ooh-N est une super-martingale par rapport

aux tribus F__, F—n .

’
DEMONSTRATION. - Commengons par prouver l'uniforme Intégratd1lité des Xn s 11

nous scra plus commode de considérer une sous-mortingale {Yn} telle que
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limE(Y_n) > = ® j soit h une constante pbsitive s

/{IY__n|>h} x| ap = /{Y—n?h} T, dp+ /{Y-nth} Y dp=E(Y_) e

Choisissons un k assez grand pour que E(Y_k) différe trés peu de lim E(Y_n) ’
n

et supposons n >k . Appliquons 1'inégnlité des sous-martingnles 3

< /{Y Sh} Y-k dp + U;’,Y ?J’l}Y-k dp = l:LmE(Y_'n)) .
-l -Nn n
Dtaprés le théoréme 1.2, 1n probnbilité du premier ensemble d'intégrrntion tend
vers O lorsque h = o , celle du second ensemble tend vers 1 , uniformément
en n .« I1 résulte une convergence vers O uniforme en n pour le premier mem-

bres

Maintenant que l'uniforme intégrabilité est prouvée, remarquons que 1'indgalité
de Doob implique, comme dans le théoreme précédent, l'existence pe se de 1lim X—n N

m8me sans 1l'hypothésc sup E(X_n) < « « Le reste du théoréme est alors immédint.

De Démonstration de la derniére partie du théoréme l.l.

D'aprés le "théoréme de décomposition de Riesz", il nous suffit de raisonner sur
une martingale uniformément intégrable {Yn} et sur unc super-martingale positivc

{zn} telle que limE[Zn] =0 .
n
Premier cas ¢ Nous s~vons (théoréme 1.4) qu'il existe une varicble nléatoire

sz lim Xn telle que le processus {Xn}nSm soit une martingales Le processus

n
{IXan <., 8t alors une sous-martingnlee. Il en résulte que, pour tout temps d'or-
N
rét T

Jixg oy Mol @2 € Jyjx pony Kol ap

Or

pl[%p| >h) & plsup X | >n] SE[X |J/n
n

ltintégrale du second membre tend donc vers O lorsque h -+ o , uniformément en
T.

Deuxiéme cas t Soit {Sn} une suite de temps d'arrét : 1'intégrabilité uniforme

des ZS équivaut & 1ln convergence vers O , uniforme en n , des /{ZS >h} andp

n
n
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lorsque h = = . Soit RO(W) =S_(0) si Zg (W >h, REW =« sinon. Les
n

Rﬁ(w) sont des temps d'arrét. Soit Th(w) le premier indice k tel que
Zk(w) >h, ou o s'il n'y n pns de tel indice : 1'intégrale ci-dessus est égnle

a E[ZRh]\f E[ZTh] d'nprés le théoréme l.le, car Ths Rg ¢ il nous suffit done,

comme les T tendent p. Se en croissant vers o avec h d'aprés le théoréme
1.2., de montrer que, pour toute suite de temps dtarrét ‘1‘n qui tendent en crois~
sant vers + o Do Se, E(ZT ) » 0. Soit T un temps d'arrét ; on o ¢

n

E(@y) = /[T$k] Zp dp + /[T>k] Zp dp .

Pour la seconde intégrale, posons U(w) = T(w) si T(w) >k ,  ginon j

VW =k si T(W >k, ® sinon: U et V sont des temps d'arrét, U >V ;
donc E(Z;) ~$E(Zv) t la seconde intégrale est done majorée par E(Zk) o Choisis-
sons k tel que, E(Zk) <& , remplagons T par Tn y cholsissons n, assez
grand pour que % /{Tnsk} Z; dp<e powr n >ny 3 nous avons rendu le premier

membre arbitrairement petite

II. Ensemble d'indices continu,

Nous supposerons ici que l'ensemble d'indices est un intervnlle admettant O
comme premier élémente Cette restriction n'est pas nécessaire (cfe DOOB,[1], pe
360). Nous ne donnons ici que quelques théor&mes, ceux qui scront utilcs dens la
suitee

&£ N
THEOREME 2.1+ = Soit {Xt} une super-martingale séparsble s presque toutes les

trajectoires sont bornées sur tout intervalle compnct de R+ .

’
LEMONSTRATION, = Application immédiate du théoréme 1le2 ct de lo définition de
1n séparabilité. '

l'd Y
THECREME 242+ =~ Soit {Xt} une super-martingale sémable $ pour presque toute
trajectoire w , il existe en tout point + une limite & droite Xtd(w) s une li-
mite & gauche th(“’) .

’

DEMONSTRATIONes = I1 suffit dec reprendre 1n discussion du théoréme 444, exposé
2, pe 7 ¢ pour tout couple de rationnels Ty s TH et tout intervalle compact T
le nombre des passages n(w, I ,r , rz) est p. @ fini d'aprés 1'inégalité de
Doobe
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Les deux théorémes suivants sont relntifs & des super-martingsles dont les tra-

jectoires sont pe s. continues & droite

’ h)
THEORE!E 2.3+ - Soit {X ,G} une super-martingale relative & une femille de tri-
bus Ft , et dont les trajectoires sont pe se continues & droite : le processus
{Xt} est alors une super-martingale relativement aux tribus F £ ®

’
DEMONSTRATIONe = Soit U wun événement de Fs+ s t un nombre > s « On a pour

une suite e, = 0 /U Xs+sn dp > /U Xt dp « Or, d'aprés le théoréme 1.5 les

Xs-!-e sont uniformément intégrabless On peut donc passer & la limitce
n

s N\
THEOREME 2. 4 (généralisation au ces continu du théoréme lel)e = Soit {xt} une
super-martingale relative & une famille de tribus Ft s dont les trajectoires sont

pe Se continues 3 droite 3 soit {T i} ey Une famille de temps d'crréts relatifs
aux Ft s OU & est un ensemble ordonné, telle que, si 1< j , on ait pe s

Ti$ Tj e Pour que le processus {XT } soit une super-martingale relativement
i1ied

sux tribus F, (complétées) , et que 1'on ait 1'inégalité E(Xp ) <L E(XO) pour
1

T
i
tout i , il suffit que l'une des conditions suiventes soit réalisées 3

1° Les X, sont positivese

t

2° Les X, sont uniformément intégrabless

t
3° Chaque T; est p. se borné (cas des processus "arr&tdés") .

Dans les cas (2) et (3), en outre, on 2 1'inégnlité @

E(XTi) > i:f E(X,) .

4
DEMONSTRATIONs ~ Pour tout temps d'arrét T , posons Tn(w) = (k + 1)/2% st
k/2n\<T W < & + 1)/2n k , n , entiers)jles ™ sont des temps d'arrét, ils
tendent en décroissant vers T , tout événcment antérieur & T est antérieur &

T_n s et enfin, si S est un temps d'arrét, ST ps s., alors Sn\< ™ Pe Se
Suivons alors lo démonstration du théoréme 1.1,

as Si T est un temps d'arrét, X, est mesurable et intégrable $ Lo mesurabi~
1ité résulte de ce que XT = 1im X n* Lt'intégrabilité de ce que, si (1), (2), ou

(3)- est vérifide, chaoue X nestTintégrable, et E ) S E(X) (théoréme 1.1
. : T T
appliqué & la super-martingale discréte {Xk/ 2n}) o I1 st immédiat, que le
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processus {X n} neN st une super-martingale, N d{tant muni de 1'ordre opposé
T
(théoréme 1.1). Il résulte alors du théoréme 1.5 que les X . sont uniformément
T

intégrables. XT est donc bien intégrable.

be Vérification de 1'indgalité des super-martingnles ¢ soient S et T deux

temps d'errét, ST, U un événement de Fg ¢ nous avons a vérifier que
n
/UXSdpa/UXpo.Or UGFSn,etSSTn

‘.o

d'aprés le théoréme 1.1, sous les

conditions (1), (2), (3), 1l'inégalité ci-dessus a lieu pour les temps d'arrt
s® , ™ : on passe & 1a limite grice & 1l'uniforme intégrabilité démontrée plus
haute

ce Inégalité E(XT) >,i£01f E(Xt.) t (si (2) ou (3) a lieu) : triviale d'aprés 1'in-
tégrabilité uniforme des X n®

de Cas des martingales 3 E.l se traite comme dans le théoréme lel j si (2) ou (3)
a lieu, et si X, est une mrtingnle, iﬁi‘ E(X,) = E(X,) , donc E(X) = E(X,) .

REMARQUE, = Soit T un temps dtarr8t : X‘I‘ n'est pas forcément B’T-mesurable.Mais

soit Fp  la tribu des 4vénements A tels que, pour tout t , An{T< t} e Fy 3

il est facile de voir que FT“ est 1'intersection des tribus F n 5 comme X I

T T
est FTn-mesurable, XT est FT+—mesurable. La famille des tribus FTiJ' est donc
‘adaptée au processus XT , ot la démonstration ci-dessus s'apolique aux FT.+ .

i
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APPENDICE

La démonstration du corollaire du théordme 1.4 (décomposition de Riesz) exige

que l'énoncé de ce théordme soit un peu précisé.

THEOREME 1.4 (Cos des martingales). - Les notations étont celles de lo page 4-06,
supposons que {Xn} soit une martingale uniformément intégreble. Le processus
{Xn}n(m est alors une mertingale. Réciproquement, si X désigne une variasble
aléatoire quelconque, intégrable, F _-mesurable, le processus X =?E[Xw]Fn] est
une mertingale uniformément intégrable, et l'on a p. s. X = 1%m X -

DEMONSTRITION, - Si les Xn sont uniformément intégrebles, tous les passages a
la limite sous le signe "sorme" sont permis, et lo premiére -ssertion de 1'énonee
en résulte immédiatement. En ce qui concerne la réciproque, nous n'établirons pas
ici 1'intégrabilité uniforme du processus Xn = E[XGJFn] y cor cela a été fait,
sous une forms plus géndrale, & la page 4-07 (démonstration de D, premier cas).
Soit enfin Y la limite des X dtapres la partie directe du théoréme, Y est
F_-mesursble, et X = E[Yan] p. 8., du foit que les X sont uniformément in-
tégrables. I1 en résulte que Y et X  ont mime intégrale sur tout ensemble de
toute tribu Fn , donc sur tout ensemble de la tribu F_ qu'elles engehdrent.
Corme Y et X  sont F_-mesurables, elles sont égales presque sfirerent.



