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Séiminaire BRELOT~CHOQUET-DENY 10-01
(Théorie du Potentiel)
5¢ année, 1960/61, n° 10

SEMI-GROUPES EN DUALITE

par Paul-André MEYER

L'objet de cet exposé est la démonstration d'une relation fondamentale due & HUNT
(théorsme2.2),qui permet de généraliser de nombreux résultats de la théorie classi-
que du potentiel & des "noyaux fonctions" U(x , y) dont certaingsne sont ni symétri-—
ques, ni réguliers (au sens de CHOQUET). Le noyau de la chaleur, per exemple, entre
dans la théorie de Hunt, ainsi que les noyaux de Green et de Marcel Riesz, qui, eux,
sont symétriques et réguliers. La démonstration que nous donnons ici est tout & fait
différente de celle de Hunt ; elle fait intervenir quelques résultats intermédiai-
res qui peuvent &tre utiles. Les hypothéses sur le semi-groupe {Pt} sont toujours
celles de 1l'exposé n° 5. Les potentiels de {Pt} sont notés Ux e Enfin, G et
G! désignent respectivement les espaces de Banach (pour la norme de la convergence
uniforme) des fonctions boréliennes, resps universellement mesurables, et bornées
sur X .

I. Résolvantes et semi-groupes subordonnés

A. Résolvantes subordonnées.

DEFINITION lele - On appelle résolvante subordonnée & la résolvante {Ux} une
famille {VK}A>O dtopérateurs sur G' , qui satisfait aux propriétés suivantes :
°VYy A, V p,ona N A= p v vH ("équation résolvante")

© v £eG, V A,oma 0gV rgUr.

Propriétés élémentaires des résolvantes subordonnéess

ae. La relation 2° entrafne les propriétés suivantes : chaque Vx est un opéra—
teur positif borné, de norme au plus égale & 1/A « La valeur en x de la fonction
V" £ est une forme lindaire sur G' , majorée par une mesure de Radon : ctfest donc
une mesure de Radon, que nous noterons V (x , dy) . .

be Si f est une fonction de G' , on a la relation : lim pVH VAff =7 f.

~»00

m
(Conséquence immédiate du 1° et du fait que thxH.s /n)e.
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ce Nous dirons qufune fonction f € G! est V-surmédiane si elle est positive,
et si 1'on a pour tout p 1'inégalité pvH f &£+ I1 est trés facile de déduire
de 1'équation résolvante que le premier membre croft alors avec p, et admet une
limite £<f lorsque p -+ Si £=f, ondit que f est V-excessive. 5i
f est une fonction V-surmédimne quelconque, la fonction f est V-excessive @
on ltappelle la régularisée V-excessive de f , et 1l'on a pour tout p la rels-
tion Vl"t £ =W, Toute fonction U-surmédiane (et en partifulier la foncéion 1)
est V-surmédizne [La notion de fonction U-surmédiane est moins fine que la no-
tion de fonction surmédisne par rapport au semi-groupe {P t} , mais les fonctions
U~excessives sont identiques aux fonctions excessives habituelles]. On définit de
mfme les fonctions A-surmédianes par rapport & V , par les conditions f 20 ,
pMbecr v oy

de Soit f une fonction de G;_ 3 la fonction U)\ f - V}\ f est A-surmédiane

par rapport & U .

En effet, on a :
et s @™ @ vy e (@ - £ - WMot e s wMEYR e

=@ ovMy rs0

Nous poserons la définition suivante : une résolvante {V)"} subordonnée & {UA}
sera dite exacte si les fonctions U}‘ f - VX f c¢i~dessus sont, non seulement

A-surmédianes, mais A-excessives. Qu'il y ait beaucoup de résolventes exactes ré-

sulte des remarques suivantes ¢

es Soit {VA'} une résolvante subordonnée quelconques La limite
f = li:g Wi v f existe pour toute fonction f de G' ; les opérateurs W

constituent une résolvante subordonnée exacte. On o le relation

W

yh (x,dp W K(x , dy) , avec égelité en tout point x tel que
Lim pvH (x , 1) =1 .
| .
Il suffit de remarquer, en effet, que (U" - W") f n'est outre, si f €G] ,
que la régulsrisée A-excessive de (Ux - VA) f o Les conditions 1° et 2° sont trés

faciles a vérifier. Enfin, si 1la limite ci-dessus est égcle & 1 au point x , on
2 lim WOH -7 1 =0 en x, dome aussi lim p(0* = VH YA (1) =0 en x
(car N 1&1), ot ceci exprime que W)“(x , 1) =Vx(x s 1) o
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B. Semi-groupes subordonnése

DEFINITION 1.24 — On appelle semi-groupe subordonné su sciil=groupe {Pt} une
famille {Q'b Yisg G@'opérateurs sur G! , qui sotisfait aux conditions suivantes s
e
o —_ 1 o = °
1V s3>0, V -b;O,onAa Qg = %5 (On n'exige pas que Qg 1)
RV feG , V £t20,0ona 0KQ f&PF o

3° 1imQ 1=Q01 .

-0 ©

Propriétés élémentaires des semi-groupes subordonnése

as Les Q, sont des opérateurs positifs, de norme au plus égele & 1 « La valeur
en x de Qt f est une forme linédaire continue sur G' , qui est une mesure de
Radon Q N (x, dy) «

be La mesure Q,(x , dy) est majorée par Po(x , dy) = €, * Dtaprés la rclation
Qy @y = Qy 5 cotte mesure ne peut 8tre que e ou 0 « Dans lc premier cas (resps

le second), nous dirons que x est un point permonent (respe non permanent) pour
le semi-groupe. Lo relation Q. =Q, Qt entrafne que toutecs les mesures Qt(x y dy)
sont nulles si x est non-permanent, la relation Q. =Q. Qp , que toutes les me-
sures Qt(x , dy) sont portées par l'ensemble des points permanentse

ce Soit f une fonction continue, comprise entre O et 1 « D'oprés lo relotion s
(P, = Q) £< (P =Q) 1, 1o condition 3, le falt que Qp 1 =1 ou O suivant

S

que X est permenent ou non, on voit que limQ f x =£& p® = Q £(x) (o
20

p(x) est la fonction caractéristique de 1l'ensemble des points permanents)e On en
déduira zisément que, si f est continue, l'application +t - Qt(x , £f) est conti-
nue & droitee

de I1 en résulte que l'on peut définir, si f est continue et bornée, 1'inté-
grale VA’(x y ) = /Z Qt(x sy £) .e-)‘t' dt « Ltapplication f - V"(x , f) est une
mesure de Rodon, ce qui permet de le prolonger & tout G' , la relction ci-dessus
restant vérifide. Les VA' constituent une résolvante subordonnée & {U"'} s qui se-
ra dite associée cu semb~groupe. Le semi=-groupe sera dit emact si sz résolventc

est exacte.

ee S1 x est un point permanent pour le semi-groupe, MV"l l1>1awpoint x .
pree
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THEOREIME 1.1, ( ) e - Soit {V}"} une résolvonte exacte subordonnée & {U)\}
existe un semi-groupe {Q 'b} subordonné a {Pt} dont la résolvante est {V }
Ce semi~-groupe est uniquec

DEIONSTRATION. - L'unicité est évidente : elle résulte de l'unicité de la trans—
fornée de Leplace, et du feit que la fonction + - Qp (x , £) cest continue & droi-

te 81 £ cst continue bornéeo
Posons les définitions suivantes

H sera l'cspace image de G! par les V}" (qui ont tous lo mfmo imagc, dfaprés
1?équation résolrante) 3 H 5 lo cbne des fonctions positives de H 3 H , l'adhé-
rence en norme de H dans G! o

E++ sera 1'enscmble des fonctions de G! , presque boréliennes, finement conti-
nues et V-surmédianes ; si f ot g appartiemmenta E __, inf(f , g 1ui
appartient. Nous désignerons par E 1tespece vectoriel réticulé E_'_+ -E__ , par
E+ 1l'ensemble des fonctions positives de E .«

Si nous lc désivons, nous pouvons nous ramener cu cas d'une résolvante VX s pour
laquellc 1fopérateu VO est défini et bornée. Il suffit pour cele de remarquer que
la résolvante du semi--groupe {e” ~H p } est lo famille {U>"+P}>\>O qui peut évi-
demmcm se prolorzer, pour A =0 parmoper-ab'ur borné (égol a UH ). Lo femille
{\T }‘\O cst. elle aussi, une résolvante cinsi prolongée, subordonnée & la pré-—
céden.v $ oi le théoréme a été établi dans le cas psartlculz.or ci~dessus c'amb donc
1o résolvante diun semi-groupe {k } subordonné & {e —pb P-b} » b il nous suffit
de poser Q, = cp' Y pour obtenlr un semi~groupe subordonné a {P } dont la
résolvante gst J 7 « Nous poscrons UO =U, VO =V o L'image de G! por V
est H s

Digpwes le théorére de Hille~Yosida, il existe un semi-groupe fortement continu
{Q,} » aéfini sur lespace T , dont la résolvante cofincide avee {V}‘} sur H »
Si he H , nous désignerons per Q_b(x , h) 1o valeur de Q'b h en x . Montrons
que si h est positive, on a O\<Qt(x , h) & Pt(x s h)

Le lecteur vérificra la formule

if; P, 0] =m0 PP, w

(1) Ce théoréme cst publié ici pour la premiére foise
P p
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qui montre que les fonctions V}\(x , h) et U"(x , h) -~ Vx(x , h) sont toutes deux
complétement monotones : il en résulte que les mesures sur R+ dont les densitds
sont Qt(x , h) et Pt(x , h) - Qt(x , h) sont positivess Comme le semi-groupe est
fortement. continu, lo premiérc fonction est continue en +t 3 étent presque pertout
positive sur R+ , elle est positive. Il en vec de mfme pour la scconde fonction,
parce que lz résolvante est exacte, ce qui entrafne que la fonction t - P,G(x , h)
est bien continue & droite.

Soit maintenant a une fonction de E__ ¢ lorsque A » o 4, les fonctions ?»V}‘ a

croissent ; comme elles appartiennent & H , nous pouvons poser 2

Qt(x ; 8) = s;p Q,G(x R AV a)

les fonctions du second membre sont continues et déeroissantes en t , pour chaque
A [car, si 2 est une fonction V-surmédiane, N a ast elle aussi V-surmé-
diane]. Leur sup est donc une fonction décroissante et semi-continue inférieure~
'ment; done continue 3 droite. D'autre part, sa transformée de Laplace est évidem~
ment VM (x , &) o Nous pouvons prolonger les Q'b ainsi définis & E par linéa~
rité. L'unicité de la transformée de Laplace entrafne que leur définition est com-
patible avee la précédente si a e Hc E , et le mfme raisonnement que ci-dessus
montre que, si a € E_, ona les inégalités O Q,G(x y a) & Pt(x s a) « Il en
résulte que les applications a - Q (x , a) sont des mesures de Daniell (Voir [3]
sur 1llespace vectoriel réticulé E ; comme E contient 1timage de U , le prolon-
gement des Qt , par le procédé de Daniell, condu’% & un espace qui contient les
fonctions continues, done toutes les fonctions boréliennes, et enfin tout G' ..ILe
relation 0g Q. (x, a) £ P (x, a) continue d'&tre véritiée, 3 chague étape du
prolongement, si a est positive ¢ il en résulte que si a € G' , la fonction
Q.(x , a) appartient & G! . Dans tout cela, la relation V" = /(;” oMb Q. dt =

évidemment été préservéee

Comme la fonction 1 appartient & E++ , ce qui entrafne la condition 3%, 1z seule
propriété qui demande a 8tre vérifide, parmi celles qui définissent les semi~grou~
pes subordonnés, est la relation Qs+t(x y 8) = Qs(x s Q o) o Les deux membres de
cette relation sont des mesures, il suffit donc de la vérifier dorsque a € E++ s
clest alors immédiat, d'apres le fait que les Q’c. constituent un semi-groupe sur

H , et la définition des Q’o sur E_ o
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COROLLAIRE, = Soit {Qt} un semi-groupe subordonné & {Pt} ;3 il existe un semi-
groupe exact {Q%} , subordonné & {Pﬁ} , tel que 1'on ai% partout

Qt(x , dy) £ Q}o(x , dy)
1tégalité ayant lieu en tout point x permanent pour {Qt} o

DEMONSTRATION, ~ Soit {VK} 1~ résolvante de {Qt) , {iﬂx} le, résolvante exacte
construite plus haut (propriété (e) des résolventes subordonndes), {Q%} le semi-
groupe associé a {WK} per le théoréme l.1 : en un point permcnent pour le semi-
groupe, AV L1 . Liinégalité Q(x , dy) & Qi(x ; ay) résulte alors fmédia
tement du fait que, si f est une fonction continue positive bornée, les fonctions
t - Qt(x s £, t-Q(x, f) sont continues & droite, et du théoréme de Bernstein
tel qu'il a été appliqué plus haut ; 1'égalité, si x est permanent, résulte de
la propriété (e) et de l'unicité de la transformation de Laplace.

[Ce corollaire est trés préecieux dans certzines questions qui concernent les
semi-groupes subordonnés. Il est démontré dans [2] par une méthode trop compliquée,
de mfme que le théordme l.l ci-dessus, donné sous une forme moins générale].

C. Fonctionnelles multiplicatives de Markov.

Les notations Q@ , X, , ete. ont les mémes significations que dans 1l'exposé n°® 5

DEFINITION 1.3, - On appelle fonctionnelle multiplicative de Markov une famille
{P%}t>0 de varisbles aléatoires sur l'espace Q , qui posséde les propriétés sui-
Cad

vantes 3

19 Ltensenble des trajectoires w, telles que 1ltapplication t - Mt(ub ne soit
pas comprise entre O et 1 , décroissante (au sens large), continue & droite,

est négligeable pour toute mesure P .
2° Lla variable aléatoire M, est F,-mesurable.
32 Soient s et t deux nombres positifs. L'ensemble HS % des trajectoires
’

w telles que la relation

M () = (). (6, v)

n'ait pas lieu, est négligeable pour toute mesure P .
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Exemples de fonctionnelles multiplicatives.

10 M (W) = exp(~ M)

2° a est une fonction borélienne positive, on pose @
M (W) = exp(~ /t a2 o X_(w) ds)
t o s

3° T est un temps d'errét sur Q , possédant la.propriété suivante : V. t 20,
llensemble des trajectoires w pour lesquelles on & T(w) >t , et qui ne véri-

v
fient pas la reletion T(et w) =TW) -t , est négligeable pour toute mesure P o
On pose elors M_b(w) =1 ou O, suivant que t<T(w) , ou t2T(W o

Exemple d'un tel temps dtarrét : le temps d'entrée dans un ensenble.

THEOREME 1.2 (DINKIN)+ - Soit {M,} - une fonctionnelle miltiplicative de Markov-
Posons, si fe G, Q. (x, £) =EX[f o Xt'Mt] . Les opérateurs Q, constituent
un semi-groupe subordonné & {Pt} .

(On peut d'ailleurs montrer (Voir [2]) que tout semi-groupe subordonné est cinsi

associé & une fonctionnelle multiplicative j nous n'en surons pes besoin ici).
DEMONSTRATION. - Nous avons
x g
Qs+t(x ,a) =ETao Xs+t‘Ms++,]
=EXa o Xt(es).MS.Mt(eS)] (propriété 3 de 1a définition 3)
— X ' ) o
) [F.‘.[MS e aoXt(es)fM’o(es) IFS]] (cf+ exposé n° 2, pe 2, 4°)

= Ex[IvIS.E[a o xt(es) .Mt(es) IFS]] (définition 3, 2°, et exposé n° 2,
pege 2, 5°)

=Ex[MS,Q t(Xs , 2)] (exposé n° 3, théoréme 6)

=QS(X ’Q_b a) .

Les autres conditions de la définition des semi-groupes subordonnés sont trés fa-

ciles & déduire de la propriété 1°.

' “ ] . - x ’, I d b x 3
THEOREME le3. — Soit {V''} une résolvante exacte subordonnde & {U™} . Il existe

. A . X
un noyau sous-merkovien A" sur X , possédant les propriétés suivantes 3
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1° 8i f est A-excessive (par rapport au semi-groupe {Pt}) s la fonction

Y. est A-excessive, et majorée par f .

2% On a la relation : UK-V}”zAA'U}‘ .

DE'NDNSTRATION. ~ Nous simplifierons un peu les notations, en suppossnt A =0 ,
ce que nous pouvons faire, comme nous llavons vu au cours de la démonstration du
théoréme lele Soit X 1'imege de Cy rpar 1topérateur U , nous pouvons aussi
supposer que cette image appartient a GO s est dense dans Co en norme, e% que
ltopérateur U est borné. Nous avons le relation 3

U=V =" = (T +pv) (U“ - v (dtaprés 1'équation résolvante) .

Soit f wune fonction positive de X ; elle est de la forme Ug y 8€Cq e Ia
fonction (I + puV) (UH~VH) £ est positive, (propriété (d) des résolvantes su-
bordonnées) donc aussi la fonction (U =V)(I - pM £, dgale 3 (U - V) tHg .
Miltiplions par p , “aisons tendre M vers l'infini, nous obtenons 1'inégalité
(U~V) g>0 . On verrait de mfme que, si f est comprisentre =1 et + 1 ,
(U=~V) g est compriscentre -1 et + 1 . Il existe donc une application A

de K dans G!' , positive et de norme < ! sur K , telle que l'on ait, si

ge CO : (U=-V) ‘g = AUg « Cette application se prolonge alors par continuité a
tout C, , en une application positive de norme €1 ; si fe CO s la valeur de
Af au point x est une mesure de Radon Ax , dy) s de sorte que A peut se pro-
longer & tout G' « La relstion entre mesures : (U - V) g = AUg , qui a lieu sur
CO s @ lieu partout. Comme la résolvante est exacte, si g est un potentiel de
fonction positive, (U - V) g est une fonction excessive plus vetite que Ug @
comme toute fonction excessive f est un sup de tels potentiels, (cfe exposé 9,
théoréme l.1) la fonction Af est bien excessive et plus petite que £

Ce théoréme a été démontré par HUNT, per une méthode trés différente : si lo ré-
solvante est celle du semi-groupe subordonné construit dans le troisidme exemple
de fonctionnelle rmltiplicative, HUNT prouve en porticulier que 1l!opérateur Ax
est identique & 1'opérateur P% associlé au temps dlarr8t T » Voici sa démonstra-

tion s Soit B un ensemble mesurable, on a 3
X
P (x , B) = P[X, e B,t<T]+Px[Xte B T t] .

Le premier terme du second membre est Qt(x s B) . Multiplions par e-)‘t y et in-
tégrons d¢ 0 & + o 3 le premier membre et le premier terme du second membr~
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donnent respectivement Ux(x , B) et V)“(x , B) « Le second terme du second mem-
bre est égal aussi, d'aprés la propriété forte de lMerkov, &

Jingey Por Cp » B a*

aprés l'intégration, on obtient 3 '
o ~Ab X _ X f[oo ~\S
S e at /{Tst} P, (& 5 B) P = /& [,"P (4, , B) e ds
A
= PT U}\(X ’ B) .

Si, en particulier, T est le temps dtentrée dans un ensemble presque analyticue
E , nous avons vu dens 1'exposé 9 que 1!opérateur PE transformait les fonctions
A-cxcessives en fonctions A-excessives : la résolvante associée cst donc exactes
Nous appellerons ses potentiels les potentiels de Green relatifs &8 B , et son
semi-groupe associé le semi-groupe de Green relatif & E .

7 \
THEOREME l.4. - Soit E un ouvert de X : le semi-groupe de Green associé a E
est le plus grand des semi-groupes exacts subordonnés a {P'b} pour lesquels les
points de E sont non-permanentse

DEMONSTRATION, - Soient {V}‘} la résolvante du semi-groupe de Green, {W"} une
résolvante exacte telle que les mesures Wx(x , dy) soient nulles pour x€ E ,
A" 1topérateur associé i cette résolvante par le théoréme le3. S1 f est une
fonction positive, A}" U" f est une fonction A~cxcessive égale & @'f sur B @
elle majore donc B3 UM £ P f oW mjore-donc U'f -V £, diod 1o ré-
sultate : |

II. Dualité des semi-groupes subordonnés .

DEFINITION 2.1, - Soit une mesure positive (que nous désignerons par § ou
dx ) sur 1l'espace localement compact X « Soient deux semi-groupes {P,ﬁ} et
{ﬁt} y sous-markoviens, fortement continus sur l'espace invariant C, (X) o Nous
dirons que ces semi-groupes sont en dualité, relativement & la mesure dx , s'il
existe pour tout A >0 une fonection u™(x , y) universellement mesurable sur
X x X, positive, qui possdde les propriétés suivantes 3

1° Lt'gpplication x -»u"'(x , J) est, pour tout y , A=oxcessive par rapport
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au semi-groupe {Pt} .

2° Ltapplication y = ux(x , ¥) est, pour tout x, A-excessive par rapport
au semi~groupe {ﬁ }o

3° Nous désignerons par P (x ydy) , U (x , dy) les mesures associées au se~
mi-groupe {P } et & ses poten'blels, pw g (dy s X) il (y 4 %) , les mesures

enalogues relatlves au semi-groupe {P }. Les relations muivantes sont supposées
vérifides

A A . A
e, ay) =ux , y)edy , 0(ax , 3 = dxeu(x, 3)

Les noyaux potentiels des deux semi-groupes sont donc des 'noyaux fonctions". Les
conditions données ci-dessus sont d'ailleurs bien trop fortes : on pourrait montrer.
par exemple, que si les conditions sont vérifiées pour A =0 , les fonctions

x-ulx,y et y-u(x,y étant localememt sommables, et si l'on désigne
per uMx y ¥) la fonction

alx , 3) -/ Wz , az) u(s , )

convenablement régularisée aux points ot u(x , y) = » , alors les u (x y y) vé~
rifient les conditions de la définition 2.1. Cela ne nous intéressera pas ici.

Voici quelques conséquences faciles de la définition 2.1,

ae Soit p une mesure positive. Posons pr(x) =/ u"(x » 7)edu(y) (respe
pﬁ)"(x) = [ du(y) ou)”(y , X) ). Nous appellerons cette fonction le potentiel (respe
ls copotenticl) de la mesure p [nous utiliserons systématiquement le préfixe
co- ou le chapeau * pour désigner les éléments de la théorie du potentiel rela=
tive au semi-groupe {?t} Jo Ctest, dtaprds 1°, une fonction A-excessive (resp.
A~gooxcesgive) «

be Le semi-groupe {P } est sous-markovien ; il en résulte que 1'on a pour tout
y 1la relation / Au (x , y)edx L1 ; ceci entrafne 1'inégalité A&U"’s £, ou
encore, que la mesure & est excessive par rapport auv semi-groupe {Pt} [Or pour-
ra remarquer, en passant, que la fonction pﬁ , copotentiel de la mesure p , est
la densité par rapport & & de la mesure pU , potentiel & geuche de 1la mesure
B par rapport 2 {P'b} Te

¢. Les relations 3° entrafnent que tout ensemble E-négligeable est de potentiel
(copotentiel) nul ; réciproquement, un ensemble B de potentiel nul est évidem—
ment négligeable par rapport aux mesures 5[]}‘ (. >0) » Lorsque A -0 , ces
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ces mesures tendent vaguement vers & en croissante L!'engemble B est done
E-négligeable.

La remarque suivante est alors fondamentale pour les raisonnements qui suivent.
Soient E un ensemble finement ouvert, x un point de E ; les trajectoires du
processus {Xt} s issues de x , restent dens E pendant un intervalle de temps
non réduit & O : on a donc U)‘(x s A) > 0, il en résulte que A n'est pas
E-négligeable. Autrement dit : le complémentaire d'un ensemble &-négligeable est
un ensemble finement partout densee

de L'ensemble des points ol u}\(x y ¥) = +» est négligeable en x , pour tout
¥y o I1 est m8me polaire, car, si nous désignons par f la fonction MA=excessive
X -»ux(x sy Y) et si E est l'ensemble des points o f = + o,

Ex[e-mEfoXT]<+oo = PX[TE<eo]::0 .
E

La fonction de x au premier membre est plus petite que £ , donc finie presque
partout ; la fonction excessive &g (x) = PX[TE <] est donc nulle presque par—
tout, donec partout [Signalons qu'on peut montrer que les ensembles polaires et
copolaires sont les mfmes].

4 h) x
THEOREME 2els =~ Soit {V)\} une résolvante exacte subordomnée & {U"}, et soient
A" les opérateurs sous-markoviens envisagés dens 1'énoncé duv. théoréme l.3. Posons @

P, D) =0, ) - L M, @) N, 9

sur l'ensemble o u (x y 7)< © , et laissons la fonction indéterminée sur le
complémenteire de cet ensemble. Il existe alors une résolvante exacte {V } su-

b}

bordonnde a {U } telle que l'on ait les relations

A A AN A
Vix , dy) =v (x , y)edy , V(ax, y) =dxev (x , 3) .
N
La correspondance {V}\} - {VK} est une bijection de 1'ensemble des résolvantes

by

exactes subordonnées a {U)'} sur 1l'ensemble des résolvaentes examctes subordonnées
a {ﬁ)‘} o Cette correspondance est croissante (la relation dtordre entre les re-
solvantes étant la relation de subordlnatlon s {V}\}< {w } <> V A, § 2 )
S8i E estun ensemble ouvert, et {V } la famille des potentiels de Green relas-
tifs & E , alors {V } est la resolvante de Green reletive & E (et eu semi-

groupe {ﬁt} )e
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DEIONSTRATION. - La fonction x - vx(X , ¥) est, pour tout y , finement conti-
nue hors de l'engsemble polaire des x tels que ul(x ’ y) = + o 3 elle est égale,
en effet, & la différence de deux fonctions A~excessives ¢ u (x , y) qui llest
par hypothése, et la seconde fonction en vertu du théoréme le3. De mfme, la fonc-
tion y»v (x, y) , égale & la différence de deux Mcopotentiels de mesures,
est cofinement continue, hors dc l'ensemble copolaire decs y +tels que u (x 3 .')’) =+
Considérons alors les deux fonctions : '

vx(x y ) ~vlE, ) , et = (A-p) ,é{v)‘(x , z) vz , y) dz o

Pour chaque x , elles sont égales &-presque partout en y , car ce sont toutes
deux des densités pour la mesure V (x , dy) - vhx , dy) 3 dlautre part, elles
sont toutes deux cofinement continues en y , comme on le voit facilement, hors de
llensemble copolaire des y tels que u (x , y) ou u“(x y J) = + » o Elles sont
donc égales partout hors de cet ensemble copolaire. Il en résulte que, si nous con-
sidérons les opérateurs \?7\' tels qu'ils sont définis dans 1'énoncé, ils consti-
tuent une résolvante exacte subordonnée & {ﬁx} o Les assertions do 1'énoncé sont
alors immédintes, & ltexception de la derniérec. Supposons que {V’\'} soit la ré-
solvante de Green associée & E ; SOl'b ﬁ}‘ la résolvante de Green associée a E
et au sem:n.-gcoupe {ﬁt} , soit {W } la résolvante cxacte subordonnde a {U 1o
telle que {W } 1ui soit associée comme ci~dessuse Hous avons vu que les mesures
V'(x , dy) sont portées par X - E (propriété (b) qui suit la définition 1.2)

il en résulte que 1'on a, pour chaque x , v (x , y) =0 presque pertout sur E ,
done, E étant ouvert, partout sur E (hors de l'enscmble polaire des y tels
que u (x s ¥) = )e Par conséquent, si ye E , les mesurcs (dx , y) sont
nulles, et la résolvante {Vx} est, dtaprés le théoréme le4, plus petite que la ré-
solvante de Green {ﬁ)\} la résolvante {V}\'} est donc plus petitc que la résol-
vente {W)\} 3 le mfme raoisonnement montre alors que les points de E sont non-~
permanents pour le semi-groupe associé a {Wx} sy ety {VX } étant la résolvante

de Green associée & E , on a 1'inédgalité {V' } >{W"} d'aprds le théoréme 1.4,
ddol 1'égalité annoncée.

»
COROLLAIRE. -~ Soit E wun ensemble ouvert, soient {VK} et {V)‘} les résolvan—
»
tes de Green assocides & E , A et A)“ les opéroteurs qui leur sont associés
par le théoréme 1.3 On & la relation

A A A AN
V x,7, &A(X,dz)u(z,y)-_-/xu(x,z)ll(dz,y) .
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(Cette relation a lieu en effet, pour chaque x , hors d'un ensemble copolaire en
3 3 . . . N \

y ; mais l'identification de o P% , donnée dens le théoréme l.3, montre que

les deux membres sont des fonctions cofinement continues en y » L'égalité a donc

lieu partout).

THEOREME 242 (HUNT)« - Soit E un cnscmble analytique de X , et soient P% o
N N
P% les opérateurs de balayage sur E , associés aux semi-groupes {Pt} et {P'b}
respectivement. On a, pour tout cuuple (x , y) de points d¢ X , la relation 3

/X P% (x , dz) u)‘(z , Y = /X u)\(x y 2) %(dz s ) .

DEMONSTRATION. - Les deux membres sont, pour chaque x , des fonctions A—coexces—
sives en y , donc cofinement continues ; il nous suffit donc de vérifier 1'égalité
& =presque partout en y , pour chaque x .« Il nous suffit pour cela de vérifier

que 1'on a, mour toute fonction a(y) € Co, » la relation s

/ P;\(x , dz) ux(z , ¥ aly) ay = fu}\(x s 2) f’\g(dz , 7) a(y) dy .

les deux membres sont des fonctions A-excessives cn x , donc finement continues.

I1 nous suffit donc de vérifier que, si b(x) e Cp, » OR 8 3

/ () ax Bp(x , d2) Mo, ) al) dy =/ p@axu(x , 2) %(dz yNaly) &y -

)
Soient ¢ 1la fonction U}\a , € 1la fonction bU)", i la mesure b(x) dx , ¥

la mesure ea(y) dy » Nous avons & vérifier 1'égalité @
/ > = /o) B
dpx) Pp(x , dz) c(z) = /e(z) Ppdz , y) av(y) .

Cette relation est vraie, nous 1l'avons vu, lorsque E est ouvert (c'est le corol-
laire qui suit le théoreme 2.1, les opérateurs £ Stant interprétés comme dans

1o démonstration du théoréme 1e3). D'autre pert, la mesure p ne charge pas lfen-
semble des points de E irpéguliers pour E , qui est semi-polaire, donc de poten~
tiel nul (exposé 9) donc E-négligeable. On & ls mfme propriété pour la mesure v
et 1l'ensemble des points de E co-irréguliers poar E o Il est donc possible de
trouver (exposé 5 théoréme 3.4) des ouverts décroissants En , qui contiennent E ,
et sont tels quehle temps d'entrée 'Tn du procegsus {Xt} dens En (resp. 1e
temps dtentrée T, du processus {ﬁ_b} dans B ) tende en croisscnt vers le temps

o
d'entrée Ty (respe TE) » La propriété étant vraie pour les En passe bien & la
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limite, car P%_." c - Pé‘ ¢ du fait que ¢ est un A-potentiel (exposé 9), et de

[ P
mfme eIPEn - ePE o

Voici un exemple d'application du théoréme 2.2.

THEOREME 2¢3s - Soient ;‘me mesure positive bornée, E un ensemble analy-
tiquee Le potentiel balayé PE U p est le A-potentiel dtune mesure portée par
la réunion de E et de l'ensemble des points coréguliers pour E « Pour que ce

potentiel balayé soit identique & U>‘ B, il faut et il suffit que p soit portée
par l'ensemble des points de E coréguliers pour E .

DE'M)NSTRATION. - Remarquons d'abord que deux mesures bornées qui ont mfme A-po-
tentiel sont identiques (dfaprés la relation (fedx , ot uy = (fﬁ)" s W, qui mon-
tre que la valeur de H ‘sur tout A-copotentiel de fonction est connue si Ux )
est connu)e D'aprés le théordme 2.2, P% ik p est le potentiel de la mesure
% p (= / %(dx y ¥) du(y) ), qui est bien portée par la réunion de E et de
1'ensemble des points coréguliers pour E (exposé n° 5, théordme 3.5)e Si x est
un point corégulier pour E , la mesure ﬁE (ay , x) est la masse unité g o
Sinon, e:‘l:ie a une masse totale strictement inférieure & 1 « Il en résulte que 1la

mesure Pp' p est identique 4 p, siet seculement si W est portée par l'ensem-

ble des points de E coréguliers pour E .

Co Qo Fo Do

Références bibliographiques

[1] DYNKIN (E. Be.)e - Theory of Markov processes [Translated from the russian
edition 1959]. - London, New York, Pergamon Press, 1960

[2] MEYER (Ps Ad)e = Fonctionnelles sdditives et mltiplicatives de Markov, Ann.
Inste Fourier, Grenoble (& paraftre).

Pour 1'intégrale de Daniell, telle qulelle est utilisée iei, voir s

[3] 10OMIS (L. He)s = An introduction to abstract harmonic analysise = New York,
Van Nostrand, 1953 (The University Series in higher Mathematics)e




