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FRONTIÈRE DE 0160ILOV ET PROBLÈME DE DIRICHLET
Heinz BAUER (*)

Faculté des Sciences do Paris
Séminaire de

THÉORIE DU POTENTIEL
Année 1958/59

22 avril 1959

Introduction. - Le problème de Dirichlet classique peut être énoncé de la ma-
nière suivante : étant donnés un ouvert relativement compact il dans l’espace
euclidien Rn , son adhérence fi , et l’espace vectoriel des fonctions

continues dans dont la restriction à est harmonique 9 quand peut-on
affirmer que toute, ou une fonction continue sur la frontière euclidienne F

de peut être prolongée en une fonction de 

Nous nous proposons d’étudier ici un problème de Dirichlet abstrait qui se
déduit du problème classique en remplaçant respectivement .~~~. par un espace

compact X quelconque, ~6~ par un espace vectoriel ~6 assez général do fonc-
tions continues dans X ~ et la frontière F par iha frontière de Silov X

de X par rapport à ~ . Notre problème de Dirichlet abstrait sera donc le

problème de donner des conditions hécescaires et suffisantes pour que toute, ou
une fonction continua dans ôyg X puisse être prolongée en une fonction de ~6 

Nous donnerons deux applications de cette théorie. L’une concerno le problème
de Dirichlet classique ; nous conduira en outre à l’interprétation des points
réguliers (au sens de la théorie de PERRON-WIENER) comrle des points extrémaux.

L’autre application concerne l’étude d’uno certaine classe de simplexes dans les

espaces localement convexes.

1. Points extrémaux et frontière de S ilov.

Pour un espace compact quelconque E , on désignera : par ~(E) l’espace vec-
toriel (sur R ) des fonctions numériques, finies, continues dans E , et par

le cône convexe do toutes les mesures (de Radon) ~ 0 sur E . On munira

~(E) do la topologie de la convergence uniforme, et de la topologie
sera la mesure de la masse unité placée à un point 

(*) J’ exprime ici ma profonde gratitude à Il. BRELOT et G. CHOQUET pour l’ in....,-._,,-
térêt qu’ils ont pris à mes recherches.
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Dans la première partie de ce travail, nous nous donnons une fois pour toutes :

un espace compact X. et un ensemble 3~ de fonctions définies dans X avec

les propriétés suivantes :

(Hl) ae est un sous-espace vectoriel de ~6(X) .

(~ ) La fonction constante 1 appartient à ~ .

(H3) &#x26;G sépare les points de X, à savoir: pour tout couple de points dif-

ferents x1, X¿ E. X , il existe une fonction h Ë. :t6 telle que l’on ait

h(Xl) :1 h(X¿) .
Considérons l’ensemble S de tous les sous-compacts S de X tels que toute

atteigne maximum global (et diaprés (Hl) , aussi son minimum global)
en au moins un point de S . Cela signifie :

sup h(x) = sup h(x) pour toute h E:. ~6 .
x~ S x~X

D’après G. SILOV [il] et D. P. MILMAN [15] (cf. aussi [l] et [l4], p. 80), il
existe un ensemble tel que: S quel que soit S~.~ .On appel-
le r la frontière do Silov de X par rapport à M: r = ôae X .

Les applications montreront que ô~ X contient en général des points peu
naturels. Nous donnerons donc d’abord une nouvelle démonstration de l’existence

do ô1, X dont le point de départ sera l’introduction des points "naturels" de

DEFINITION 1. - Nous dirons qu’un point XV E X est H-extrémal si E-
est la seule mesure que l’on ait : 

Nous désignerons par X = l’ensemble des points W-extrémaux de X.

EXEMPLES.

1 0 Nous dirons qu’un point x..~- X est  -exposé s’il existe une 
telle que l’on ait  h(x) pour tout x 6X ~ Il est évident que
tout point H-exposé est H-extrémal. (L’inverse n’est pas vrai en général ;
cf. la remarque 4 au numéro 4).

20 Soient X = [0 , 1J et $6 l’espace des fonctions linéaires x -40 QI.. + jl x
dans X ( o( ~ ~ E R ). On a alors s À e = ~ 0 ~ 1 .



7-03

]° Soient X= [0 , 1J et d6 1’ espace des polynômes quadratiques
x-4 X+ + x2 dans X  cK , , ~R). Tout point de X est 

on a donc X = X.

L’existence et une propriété fondamentale des points W-extrémaux résulteront
du théorème suivant s

THÉORÈME 1. - Toute fonction de W atteint son maximum (et minimum) global
en au moins un point ~.-extrémal.

Pour la démonstration, nous dirons qu’une partie K do X est ÉÀi3 -extrémale
si K est compacte, non vide, et si Ii possède la propriété suivante : étant
donnée une mesure ~6.~(X) ~ telle que l’on ait = pour un

Xo ;: K et toute h E: j6 , alors le support S f do f est contenu dans K.

L’espace total X est évidemment 36-extrémal ~ pour qu’un point X soit

H-extrémal, il faut et il suffit que l’ensemble le soit. On vérifie ai-

sément que l’ensemble ~ des parties H-extrémales de X est inductif pour

la relation 

Pour une fonction quelconque soit K., l’ensemble (compact, non vide)
de tous les points où f atteint son maximum global. Nous avons à démontrer :

X~ ~ . D’abord, on a K C~ . En offet, soient K et 

tels que = pour toute donc on particulier pour h = f ;
soit T un sous-compact non vide de X , disjoint de On a alors

et par conséquent s

Comme {fd  = il on = 0 pour tout tel T , donc
= 0 , ot finalement S C Kf’ K appartient donc à U . D’après le

lemme de Zorn, il existe au moins un élément minimal do G contenu dans 

Il nous reste donc à démontrer que tout élément minimal de ~ ne contient qu’un
seul point ou, autrement dit : un ensemble K ~ ~ contenant deux points dif-
férents n’est pas minimal. D’après (H2), il existe une fonction h0 ~ H dont la

restriction à K n’est pas constante ;
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est alors une partie compacte, non vide de K et on a K . Elle est même

H-extrémale. En effet, si x~K’, ~m(X), et h(x) = hd  pour toute

h on a d’abord K puisque K’ C K et répétant le rai-
sonnement sur Kf employé plus haut, on montre qu’il en résulte : K’ ,
c’est-à-dire K’ ~ G . Cola prouve que K n’est pas minimal. Le théorème est

donc démontré.

Voici la nouvelle démonstration de l’existence de X :

THÉORÈME 2. - L’adhérence de l’ensemble X e (H) des points H-extrémaux de
X est la frontière de Silov ~x X .
Soit Y un élément quelconque de j; (cf. p. 2). Résignons par hy la res-

triction à Y d’une h £. ,16 , et par l’ensemble do ces restrictions hy.
Xly est alors un sous-espace vectoriel do ~(Y); h 2014~ hy est un isomorphis-
me de ¿:tG sur Considérons une mesure telle que l’on ait
h(Xo) = hd  pour un et toute h~H. L’application 
est une forme linéaire positive sur ’de y qui, d’après un théorème connu e
M. G. KREIN (cf. [4], p. 75 , proposition 6) , peut être prolongée en une mesure

LLy.~~(Y) . L’imago ~’ = 1 ( j . y) . de par rapport à l’injection canonique

j : Y 2014~ X est une mesure de (X) , concentrée sur Y telle que
1 

pour toute Pour un point H-extrémal x0, il en ré-

sulte : x~ ~.Y . On a donc X C Y et X e C. Y . D’après le théorème 1, on a

aussi ce qui prouve que X est la frontière de Silov X.

2 . Fonctions H -harmoniques.

Pour le problème de Dirichlet abstrait que nous voulons traitor, il sera néces-
saire do remplacer l’espace par un sous-espace vectoriel 3b de t? (X) plus

vaste, qui en outre sera formé dans e(X). On arrivera à la définition do &#x26;e

d’une manière naturolle à l’aide de certaines mesures "harmoniques".

A partir de X et j8 , nous nous donnons un élément quelconque Y &#x26;. ) ~
c’est-à-dire un sous-compact Y do X tel que s X C Y . On désignera par

la restriction à Y d’une fonction f définie dans X.

Pour tout s a X , on notera msY=msY(H) l’ensemble dos mesures 

telles que l’on ait

D’après (H2)’ On a /dj&#x3E;, = 1 pour toute p ~msY. Pour tout x ’ Y , On a
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que les points ~"-extrémaux sont en réalité caractérisés par cette dernière

propriété (proposition 8).

Par un raisonnement analogue à celui de la démonstration du théorème 2, on peut

montrer que n’est jamais vide. Mais cela résultera aussi des considérations

suivantes :

Pour toute f ~: ë (Y) et tout s ~ X , nous poserons :

La démonstration du lemme suivant est alors élémentaire et peut ~tre supprimée :

IEWE 1. - Pour tout s ~’ X et tout couple de fonctions f ~ g~L~(Y) ~ on a :

Il en résulte alors :

PROPOSITION 1.

Il existe alors au moins telle 

. 

La démonstration de (a) est évidente ;.démontrons donc (b). Soit

S- a = sous-espace vectoriel de ’6(Y), engendré par fo .
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03BBf0 ~ À ’e est alors une forme linéaire 0 qur g-o telle que:

HSY(f) pour toute f~F0 possédant les propriétés
(3) , (5) , (6) , il existe , d’après une généralisation connue du théorème de

Hahn-Banach (cf. [4] , P- 105 , exercice 16)~ une forme linéaire ~ prolongeant

~ à t3Y&#x3E; tout entier telle s 11§,f&#x3E; pou:b toute f £ ’8(Y) .
Ainsi : H§(£) $ ji (f) ~ ~(r) pour toute r ~ @ (Y). En liaison avec le lemme 1 ,
il en résulte que p est une mesure de % . telle que ! 

~ 

){ = 

PROPOSITION 2. - Pour toute fonction f ~ ÉÎ (Y) , les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) ~ (b) 3: c’est une conséquence immédiate de la proposition 1 .

(b) ~ (0) : selon (2a) et (2b) , il existe des fonctions telles

que l’on ait (h~)y $ (h~)y et h~(s)  6 ~ quels que soient E &#x3E; 0

et s ~X . En vertu de (4) , (7) , et de la condition (b) , il résulte de la première
propriété : f ~ ~ ; do la deuxième propriété résulte l’existence d’un voi-
sinage ouvert U de s tel que : 112 t -  é pour tout t ~ US. L t espa-
ce X étant compact, il suffit d’un nombre fini de voisinages Us, s E X., pour
recouvrir X : X=US1...Uan. Los fonctions hi = hi = h21,
i = 1 , ... , n , répondent alors à la question.

, 1 « 11

(c) ===~ (a) : pour un 6~0 donnée choisissons ... ~ h ~ ... , hl
selon (c) Comme h.  f h. implique hj(s)  (f d   h)  S &#x3E; 

2014 

. 

’"

(i = 1 , ... , m ; j = 1 , ... , n) , on a fY dJ4 pour tout

s ~X et  ~ mSY. En vertu des relations h~f~h et 

résulte (a).

Le sous-compact Y de X n’intervient pas dans la condition (c). Les condi-
tions équivalentes (a) et (b) sont donc vérifiées pour tout sous-compact. 
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quand elles sont vérifiées pour un tel sous-compact.

DÉFINITION 2. - Nous dirons qu’ une f onction f É É (1) est W-harmonique si
elle satisfait aux conditions équivalentes (a) , (b) , (c) de la proposition 2 pour
un sous-compact Y de X tel q ue ÔJ6 X C Y (et pour tout tel

sous-compact).

Nous noterons W l’ensemble dos fonctions W-harmoniques. W est un sous-

espace vectoriel fermé de E(X) tel que W~W.

La proposition suivante caractérisera l’espace à6 d’une manière nouvelle. 

vant G. CHOQUET et J. DENY ([10])~ nous dirons qu’un c6ne convexe dans 

est semi-réticulé inférieurement (s. r. si G contient l’enveloppe in-

férioure inf(f , g) de tout couple f g de fonctions Evidemment,
il existe dans ~(X) un plus petit cône convexe, fermée s. r. inf . de sommet

0 contenant W. On le 

PROPOSITION 3. - On a W = ).
"’2014 (~ .

Les fonctions h et h do la condition (c) , proposition 2, appartiennent à

resp octivement. Il résulte donc de la propos i tion 2 que l’on a

~1 { ~ ~ . ~ i L’ensemble ’5 des fonctions vérifiant l’iné-

galité 
.

pour tout s E X ct toute ~~~ ~~ ~~~’’ ost un C’onvexe, fermé, 8. r. 

p dans (X) (cf. [10J) contenant tt6 . on a 
d6 

c ê . Mai; ’

t’.’ ~ 
( ~). " ,. 

"’JI
comme {ro = ~ (-E), 11 an résulte i assertion.

COROLLAIRE. - L’identité des espaces W et équivaut â l’existence d’un
cône convexe, fermé, s . r . inf. ~ do sommet 4 dand (X) tel ua :

16 = G ~ (- G,) .

10 On peut montror que le 0 construit dans la démonstration do la pro-

position 3 est à ~ .

2° L’ exemple 3 du numéro. 1 montre quo "â.g, peut être différent do H. En effet,
"’" 

t?)
dans cet exemple, on a X ::: X 

/ ce qui entraîne g.e = u (X) comme la pro-
o

position 5 lo démontrera. Par contre, H ost formé et ~  (X) .

Dans un particul.ior, H ost l’adhérence de H dans  (X) :
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PROPOSITION 4 . - Si 16 ext un treillis pour la relation d’ ordre naturelle

~ , l’ expace rJè ost 1" adhérence de 1$ dans e (X) 0
~ " 

~

En vertu de la proposition 2 , à toute f G "éô et tout É &#x3E;- 0 correspohdent

des fonctions hl’ ... , hl’ ... , hn ~ H telles que

et

Désignons par Sup ot Inf les opérations dans lo treillis ~ . Pour

on a alors .£ ~h0~h0~h, dl où résulte f - E . C’est-à-dire :

est adhérent à étant fermée cela nous donne le résultat en question :

96 = %.
On reviendra à cette propriété particulière de 9ë au numéro 3.

~

Remarquons maintenant que H possède les propriétés (H1), (H2), (H3) de son
sous-espace H. Par conséquente les ensembles suivants sont définis : Xe(H) ,

C:J10 ;C:ie) , et D’abord, il résulte de la définition 2 (condition (a),
y=X).

En vertu du théorème 2, on a donc :

La définition des fonctions H-harmoniques (condition (a) ) donne :

pour tout s et tout sous-compact Y de X contenant 13 É6 x . Finalement,
la proposition 3 et son corollaire entraînent :

Nous constatons donc l’ indépendance des notions du numéro 1 par rapport au passage

de H à H.

Montrons encore :

PROPOSITION 5. - Pour ue tout oint de X soit H-extrémal, il faut et il
... 

~ _.~......~....~...~.....,......_....._.

suffit que l’on ait H = (X).
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Supposons : 1.à = ’6 (X) . On a alors l’égalité == X , d’où résulte

xe(H) = X en vertu de (%) . Réciproquement: si = X , on a
= ~ s} pour tout s E. X . La condition Ca) de la dé’finition 2 montre

alors que J"p = 6X&#x3E; .

3 . kf_ problème de Dirichlet abstrait.
NOUS poserons désormais :

Les éléments de seront appelés les mesures 9ô -harmoniques associées au

point s ~ X . Pour qu’une f onction f ~ 6(X) soit ~~ -harmonique, ml f aut et

il suf f it que l’on ait :

pour tout s E X et toute Mesure ~-harmonique ~~.3~ *
A

Comme toute fonction de ’j6 est uniquement déterminée par sa restriction à

X~ il se pose le problème de Dirichlet abstrait suivant : quelles sont les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction donnée ou toute fonc-

tion de puisse être prolongée en une fonction ÔÔ-harmonique ?

DÉFINITION 3. - Nous dirons qu’une fonction est ~-résolutive si
, 

’ 

A 
’ ’20142014 "

elle peut être prolongée en une fonction 

PROPOSITION 6. - Pour toute fonction f ~ ’6 (x*) , les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) f est résolutive. 
’

(b) Pour tout point s Ë X et tout couple ~ ~ 1-1,2 de mesures de 

on a s

(c) Pour tout s ~ X, on a Hs (f)=HS (f).

(a) ~(b) : on a f = h 
v~ 

pour une Il en résulte; 

pour tout s E X et toute p~.~~ ~ donc aussi (b) . 

(b) "=2014-~(c) : c’est une conséquence imiediate de la proposition 1.

(c) ~2014~ (a) : déf inissons une fonction h dans X en posant :
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h(s) = = HS*(f) pour tout X .En vertu de (2a) .et (2b)

h est alors semi-continue supérieurement et inférieurement, donc continue. D’après
la proposition 1 , on a alors h(s) = fd  pour tout s é X et toute 

Confie É appartient à quel que soit cela entraîne que h est
un prolongement de f. On a donc : h(s) = J h 3T d f’" pour s et 

ce qui signifie que h est ?-harmonique. Par conséquent, f est résolutive.

Voiei un premier critère pour que notre problème de Dirichlet possède une solu-

tion pour toute f ~ t~(X~) .

THÉORÈME 3. - Pour que toute fonction de soit résolutive, il faut et

il suffit que~ pour tout s ~~ X , il n’existe qu’une seule mesure ~6-harmonique
associée.

Ce théorème est une conséquence immédiate de la proposition précédentes

PROPOSITION 7. - Si toute fonction de ~(X~) est résolutive, tout point de

X est ~-extrémal.

En vertu du théorème J, il n’y a qu’une seule mesure f s quel que soit

s en particulier, on a ~ = ~ 
s 

pour tout s E: 3T ~ L’application

Lf : définie par = est continue. En effet, soit f un

filtre dans X convergeant vers un point So £. X ; toute fonction ÔÉ-harmonique
étant continue , il en résulte: = h(s) , donc

pour toute h t H. Or, toute f é 6 ( XÎ) étant de la forme f = h 
x* 

pour

une h  H, cela signifie que: ’i’ = lim f(s) , donc la continuité de

’f . Choisissons maintenant x0~X et y.- ,:i, ljiÔj(X) d’une manière telle que l’on
ait = hd , pour toute h L’ intégrale )Lf d po. existe et

It ’f * /" 1 d  = est Une 
mesure de .Jrú(ilf) . On a

" , 

-
pour toute h E. d£ . Il en résulte LL £. % x a , c’est-à-dire  = ~x0. Or,
il résulte facilement de l’égalité 6 = et du fait que toute

possède une masse totale égale à 1 que p- = t: 
. 

Le point ~ est
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donc ? -extrémal.

Considérons maintenant l’application h -? h 
X* 

de 56 

monomorphisme pour la relation d’ordre naturelle ; g  h entraîne gX*  h , , 
’

et réciproquement. Si toute fonction de 6 (r) est résolutive il s’agit 
d’un isomorphisme de l’ ensemble ordonné i0 sur l’ Ce

dernier .;tant un treillis, H l’est aussi (et par conséquent un espace de

Riesz). Si on note Sup et Inf les opérations dans ce treillis, on a

Inf(h1 , h2) ~ inf(h1 , h2) ~ sup(h1 , h2) ~ Sup (h1, h2) (h1 , h2 ~H);
en général, h2) est différent de 

THÉORÈME 4. - Pour que toute fonction de 6(A) soit résolutive, il faut et
il suffit que ~~ soit un treillis (donc forcément un espace de Riesz) pour la
relation d’ordre naturelle ~ .

Il nous reste à démontrer : si ~ est un treillis y toute fonction de ’6 (x*)
est résolutive. La démonstration demande quelques préparations.

Soit H un espace de Riesz quelconque (cf. [3]~ chapitre 2) ; notons Sup et

Inf les opérations dans le treillis On dit qu’un sous-espace vectoriel N

de H est épais si tout élément de N est la différence de deux éléments ~ 0

de N et si les relations entraînent : N .

On dit qu’un sous-espace épais N de H est maximal si H et si N et H

sont les seuls sous-espaces épais N’ de H tels que : 

Pour toute forme linéaire positive "y sur H 9 un calcul simple montre l’équi-
valence des trois propriétés suivantes :

Les énoncés suivants sont alors connus (cf. ~2~ 9 chapitre 15 ; et ~12~ ) .

(A) Tout sous-espace épais maximal N de H est un hyperplan. Il existe une

forme linéaire positive Il sur H telle que , l’ on ait M = "V (0) . Toute telle
forme linéaire ~/ possède la propriété (E).

(B) Pour toute forme linéaire positive 7~ 0 sur H ayant la propriété (E) ,
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X (0) est un sous-espace épais maximal de H.

Montrons maintenant pour notre espace de Riesz particulier -?6 :

un treillis. Pour tout sous-espace épais maximal 3Ô

il existe alors un seul point X tel que 3’0 soit l’ t ensemble des

f onctions h ~ H s’annulant en Xc .
Comme d0 sépare les points de X , il existe au plud un tel point x0 . Sup-

posons que l’on ait 0 pour toute h El et tout x0 ~ X , 3ô étant

épais , il existe alors une h ~.9~ telle que : h ~ 0 et h (x) &#x3E; 0 quel

que soit le point x ~ X . Pour tout X , il existe donc un voisinage ouvert

U de x tel que : h (y) &#x3E; 0 pour tout y U . L’espace X étant compact,
il suffit d’un nombre fini de U pour recouvrir X : 

La fonction = 

hx1 + ... + h xn appartient à H et est strictement positive

dans X. Quelle que soit la fonction de H, il existe donc un nombre
0 &#x3E; 0 tel que : 0 ~ h ~d h0 ; il en résulte h é.- H. On a donc R = %
co qui est absurde. Par conséquente nous avons démontré l’existence d’un 
tel que : = 0 pour toute h Le sous-espace 3~ est égal à l’en-
semble H, des fonctions de 16 s’ annulant en x0. En effet, R et 31’

sont dos hyperplans dans H ( cf . (B) ) ; la relation implique donc .

LEMIE 3 . - Si est un treil’.is , X* = 0 X est l’ ensemble des points x Ë X

ayant la propriété suivante : 
je, 

A ! 

!

Autrement dit s X* est l’ensemble X des x~.X tels que la forme linéaire

positive h2014~h(x) satisfasse aux conditions équivalentes (E ) , (ES).
On vérifie d’abord aisément que XO est fermée donc compact. Toute fonction

h~ £ ~ atteint son minimum global en au moins un point de X .En effet, soient

0( = inf et lil l’ensemble dos où on a = D( . Considé-
x~X

rons l’ensemble R0 de toutes les fonctions ayant la propriété :
h == h. - h2, où hi  0 , h.~; h. (x) :::: 0 pour tout ( i == 1 , 2 ).

R0 est un sous-espace épais de H tel
Le lemme de Zorn assure alors l’existence d’un sous-espace H de de 96
contenant H0. Soit x0 le point unique do X correspondant à H au sens
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du lemme 2. En vertu de (A) , la forme linéaire h possède la propriété
(E) , c’est-à-dire que l’on a 3C. Comme 9~~ il en résulte
que h0 atteint son minimum global au point On a donc: X* ~ A . Finale-
mant , considérons 1’application 

r 
de H sur le sous-espace vectoriel

des fonctions h 
X* 

de Il s’agit d’un isomorphisme pour la struc-

ture d’ordre, ce qui entraîne que H 
Y!" 

est un treillis pour sa relation d’ordre

naturelle. Par conséquente pour tout x0 ~L S" et la forme linéaire correspondante

:t (h) = sur la forme linéaire = ~ (h) sur HX* possède

la propriété (E) . Il résulte alors de (B) et du lemme 2 que le point x0 appar-
tient à . Ainsi, nous avons montré que 3T C 1 , donc que X = Xt .

La démonstration du théorème 4 est maintenant une simple conséquence du lemme

3. En effet, d’après ce lemme, on a

~ ~
quelles que soient les fonctions g, h~H. Le sous-espace vectoriel 

de satisfait donc aux hypothèses du théorème d’approximation de M. H. STONE.
En vertu de ce théorème, 36 

r 
est partout dense dans (X*). On, la conver-

gence uniforme d’une suite ( hn ) de fonctions de H* entraîne la convergence

de la suite correspondante (h ) dans ~(X). L’espace ’d6 étant fermé dans

(X), il en résulte que HX* est fermé donc même égala à w

~(X ) . Ainsi, toute fonction de ~, ( ~ ) est résolutive.

REMARQUES.
,,

1° On vérifie facilement que le treillis H est un (M -) espace au sens de
S. qui, d’après un résultat de [l2]~ est isomorphe à un espace
@(Q) pour un compact Q convenablement choisi. Notre théorème 4 affirme que Q

est homéomorphe à la frontière de Silov X .

2° Ajoutons encore le résultat suivant sans démonstration. Pour que toute fonc-

tion de %§i (1) s oit résolutive, il f aut et il suf f it que, toute fonction du cône

( cf . le numéro 2) possède une plus grande minorante -harmonique.
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4. Application.: Caractérisation de certains simplexes de G. CHOQUET.

L’espace compact X sera maintenant une partie compacte et convexe d’un espace veo-

toriellocalement convexe E (sur le corps R ) . Notons d-J l’ensemble des fonctions

h~~(X) qui sont linéaires dans X J c’ est-à-dire concaves et convexes dans X.

Alors 3~ == ~ possède les propriétés fondamentales (H ) 9 (~), (H3) cpmme on

le vérifie facilement. (La propriété (H3) résulte d’un théorème connu sur la sé-
paration des ensembles convexes ([4], page 73 , proposition 4) ) . Ainsi notre 
rio générale peut 0tro appliquée.

Interprétons d’abord los notions les plus importantes de cotte théorie dans notre
cas particulier. L’ensemble ~ des fonctions concavos (X) est un cône

convexe , fermé, s. r. inf. de sommet 0 dans tel que : £ = ~ ~ - 6&#x3E; .

D’après le corollaire de la proposition 3, on a donc

Pou:b tout s ~ X ct tout sous-compact Y de X contenant X, nous avons

défini l’ensemble mSY = mSY(). Il résulte que mSY est l’ensemble dos
mesures ~ ~. ’~C~~Y) de masse totale 1 avoc s comme barycentre :

(ef. 13 1 ’ page 87, et [7], page 236).

Diaprés le théorème 2 , la frontière de Silov X est complètement déterminée

par les points -extrémaux. Nous allons montrer qu’il y a identité entre ces
points et les points extrémaux géométriques. Un point Xo ~X est un point
extremal géométrique si l’ensemble f (j) est convexe.

LEMME 4 . - Pour tout point X , les conditions savantes sont équivalentes :

(a) XU est un point extrémal géométrique de X.

(b) Pour tout voisinage U do "0 dans X , il existe une forme linéaire con-

tinue f sur E et un nombre réel ~ tels que l’on ait :

(c) x0 possède un système fondamental de voisinages V pour lesquels X n C V
est convexe.

(a) ~ (b) : Le voisinage U peut être supposé ouvert. L’ onsemble K = 

ct son enveloppe fermée convexe Ka sont alors compacts. Tous les points extré-

maux géométriques de Ka appartiennent donc à K (cf. [4]~ page S4~ .
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proposition 4-) ~ on a ainsi s Xo ~K... Il en résulte l’existence d’uno forme
linéaire continue sur E telle quc : f(j) &#x3E; f(x) pour tout x (cf.

[4], page 73~ proposition 4) . La forme linéaire f et le nombre ~ = sup f(x)
possèdent alors la propriété ( 16 ) . ~ " 0 ,

(b)-===~-(c) : C’est une conséquence immédiate de (b). Il suffit do considérer
V = 1.. x .. 

(c) r2014~ (a) : Pour tout couple de points existe

un voisinage V do x~ tel que V soit convexe et tel que 

n’appartiennent pas à V. Le segment formé d’extrémités x. est alors

contenu dans donc aussi dans ~’ { :xv 1 . Ainsi j est un point
extrémal géométrique. 

LEMME 5 * - Pour tout point et tout compact Y tel que 

les conditions suivantes sont équivalentes : 
£

(a) x~ est un point extrémal géométrique do X.

(a) #ù (b) t En vertu dU lemme 4 , x0 possède un système fondamental de voi-
sinages dans X forme: Vh,~ == {x: h  x&#x3E; &#x3E; i ) ,où h OE £ ot

, E. R . Comme h n’atteint son maximum global qu’en dos points do Vh,,B ’ on a
Vh,~ n ôz X / ? . Il on résulte : Xo E. X ot Ë &#x3E;Ey . S oit mainte-
nant t...t- uno mesure quelconque do mx0. Y. On a p == si On peut montrer que

le support S 
/-L 

de p ne contient qu’un seul point. Supposons X2 £ Sp
et X1 1 X2 ; nous al’ons voir que cela entraîne contradiction. On a alors

0 . h(X2) pour une h cJ5 . Nous posons:

et

désigne la fonction caractéristique d’un ensemble A C Y relativement

à Y. F et G étant des voisinages dans Y do points do S ~ ’ on a
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- - C . 1 1 ~"I~ . 1 ( i = 1 , 2 ) sont dos mesures de de masse totale 1. Pour

les barycontres corrospondants x~ = xd on a :

x étant il en résulte ? = x~ = x~ . F et G sont des en-

sembles convexes , on a et G , donc -~0 et h(x~) 4 0 ,
c’est-à-dire h(X;) == /" hdp = 0 . Mais cette égalité est absurde, car la res-
triction de h à G est continue et strictement positive, et ~.(G) ~ 0 .Ainsi :

Sp. no côntiont seul point.

non (a) = non (b) : Comne x 0 n’est pas un point extrémal géométrique 9 il

existe deux points différents X2 de X et un À Ë R tels quo:

~..

En vertu do la proposition ly il existe un couple de mesures {~~~y~ ~
i = 1 , 2 ; l’inégalité x1 ~ x2 entraîne 1 ~ 2. Par conséquente

p- = ). tll + (1 - À) r-- 2 est une mesure de différente de 6~ . En effet,

p-== = S /l-2 = ~1 = ~2 = 

absurde.

. 

La caractérisation déjà annoncée dos points -extrémaux est maintenant une

conséquence immédiate du lemme précèdent pour Y = X :

COROLLAIRE. - Il y a identité entre les points ~ -oxtrémaux de X et les

points oxtrémaux géométriques de X.

La frontière do Silov dr X est donc l’ adhérenco Y de l’ensemble X des

points extrémaux géométriques do X. Par conséquent, notre problème de Dirichlet

est ici le problème do donner dos conditions nécessaires et suffisantes pour que
toute fonction de puisse être prolongée en une fonction continue linéaire

dans X. Nous nous proposons do caractériser les ensembles convexes compacts

XCE ayant cette propriété par dos propriétés géométriques.

Rappelons la définition dos simplexes do G. CHOQUET ([8J et [9]). Un sous-compact
convexe X do E est un simplexe si, pour tout couple d’images positivement

homothétiques do X

on a l’ alternative : l’intersection X1 ~ § 1 est vide, ou ollo est elle-même
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une image positivement homothétique de X. En vertu d’un théorème d’unicité

do G. CHOQUET ([8] et [9J), pour tout point s d’un tel simplexe X 9 il existe

au plus une mesure ~ mSX cC’ ) portée par X .

THÉORÈME 5. - Pour touto partie convexe compacte X d’ un espace localement

convexe E , les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) X est un simplexe dont l’ensemble X e des points extrémaux géométriques
est fermé.

(b) Tout point s6;X est le barycentre d’une seule mesure de

masse totale 1.

(c) Toute fonction do (Xe) peut être prolongée en une fonction 

(d) est un treillis pour la relation d’ ordre naturelle.

L’équivalence des conditions (b), (c) , (d) est une conséquence immédiate des

théorèmes 3 ot 4. La condition (a) entraîne (b) en vertu du théorème d’unicité de

G. CHOQUET cité plus haut. Si (b) est vérifiée, l’application s ~ s est un

isomorphisme et homéomorphisme canonique do X sur l’ensemble convexe compact

 (Xe) des mesures de masse totale .1 ..Le cône étant

un treillis et m1(Xe) étant une base de co cône (X) est un simplexe

d’après un r ésultat de G. CHOQUET et [9]). L’image isomorphe X do 

est donc aussi un simploxo. Finalcmont, il résulte du théorème 3 ot de la propo-

sition 7 que X est fermé.

REMARQUES.

1° Lo théorème 5 caractérise les simplexes X donc l’ensemble des points extré-

maux géométriques cst fermé par des propriétés intrinsèques. L’implication

~ (c)" se trouve dé j à dans C8~ et [9J.

2° On peut montrer que le du numéro 2 est l’ensemble dos fonctions

continues concaves dans X .

3° Soit .Go l’ensemble des fonctions x e f (x) + Cto dans X , où f est

une forme linéaire continue dans X . Alors 1] a possède aussi les propriétés

(H.)~ H ° on a J~ . En remplaçant par ~ dans co numéro,
on. arrive aux mômes résultats parce = 2 .

4° On sait (cf. [4]~ page 85, remarque 2 ) qu’un ensemble convexe compact X

dans E peut avoir dos points extrémaux géométriques par lesquels nc passe au-

cun .-hyperplan d’appui de X. Un tel point extrémal géométrique ne peut paf être
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.GO-ODq&#x3E;osé.
5. Retour à la théorie générale.

Considérons de nouveau un espace compact X quelconque et une partie 5&#x26; de

ayant les propriétés (H )~ (H~ (HL). Munissons 36 de la topologie do la
convergence uniforme sur X et son dual (topologique) E de la topologie faible.
L’ensemble Xf des formes linéaires positives l sur , telles que 1(1) = 1 ,
est une partie compacte convexe do E . Pour tout x ~E ~ l’application
h ~ h(x) est un élément 1 ~X’ ; l’application 03C6 définie = Ix

est continue et biunivoque. L’espace X étant compact, il en résulte que a) est
une homéomorphie de X sur C X’ .

LEMME6. - L’application X~X’ applique l’ensemble X dos points extré
maux de X (biunivequement) sur l’ensemble X des points extrémaux géométriques de X

Pour toute h E. ~ ~ l 2014~ I(h) est une forme linéaire continue suc E ; comme
E est muni do la topologie faible, réciproquement toute forme linéaire continue
sur E est de cette forme (cf. [5] , page 50, proposition 1) . Il en résulte d’a-
bord (~(X) . En effet, supposons l’existence d’un point § ~f (X) .
L’ensemble et son enveloppe fermée convexe étant compacts, IO
ne peut pas appartenir à Autrement, IO serait un point extrémal géomé-
trique de ~(X) ~ donc un élément de (cf. [4] , page 84, proposition 4).
Par conséquent, il existe un hyperplan fermé dans E séparant IO et 

strictement. En vertu de notre remarque préliminaire, cela signifie l’existence
d’une telle que l’on ait

~ ~

pour toute I ~ f (X), donc on particulier pour toute 1 ~ q (X) . Ainsi , on a
d 10(hO) , quel que soit X ~ X. Il en sup 

X 

ce qui est absurde, car entraîne I0(h0) ~ I0(03B1) = 03B1. Nous avons

donc montre : (X) .

Ce résultat, en liaison avec le lemme 5 (pour Y = P(X) )p nous fournit main-
tenant la proposition affirmée. En effet, soient X et choisis

d’une manière telle que l~on ait :
/

Alors t = 03C6( ) est une mesure  0 sur 03C6 (X) de masse totale 1 avec

03C6 (xo) comme barycentre, et réciproquement. 
t
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Remarquons encore qu’il résulte du lemme 6 et du théorème de Krein-Milman que
X’ est l’enveloppe fermée convexe de Xo’ donc aussi de 03C6(x).
Voici un supplément utile à la théorie générale des numéros 1, 2 et 3.

PROPOSITION 8. - Pour qu’un point 3C. E: X soit ~-extrémal, il faut et il suf-

fit que 6 
-~Q 

soit la seule mesure ç% -harmonique associée à 
Nous n’avons qu’à montrer que x0 est H-extrémal si mX0={~x0} . Il ré-

suIte du lemme précédent que l’on a X (X*) ~ X’, où 1"" = ~W X . Le même
raisonnement qutà la fin de la démonstration du lemme 6 montre que , pour toute

~6J)~ 0 ~ ~(~) est une mesure de de masse totale 1 avec

~ (j) comme barycentre , et réciproquement. En vertu du lemme 5 , est

alors un point extrémal géométrique de en vertu du lemme 6, Xo est donc un

point »e -extrémal.

REMARQUES.

10 Il serait intéressant d’avoir une démonstration directe de la proposition 8

qui n’utilise pas l’immersion X - X’ de X dans E .

2° Il résulte encore de la proposition 8 : pour qu’un point j ~ X soit

H-extrémal, il faut et il suffit que l’on ait mX0Y(W) = pour un

(et alors nécessairement pour tout) sous-compact Y de X contenant cL %0 X .
3 ° Pour X et ? donnés , définissons l’immersion q : 

, 

de X dans

E comme plus haut. En remplaçant le couple (X, par (X , W), on arrive
à des espaces et applications E, X2014~"X définis respectivement. En

associant à tout élément de E , c’est-à-dire à toute forme linéaire continue sur
"’"

~ sa restriction à on définit une application linéaire continue

t E 2014~ E de E sur E . ( $ est surjective on vertu du théorème de Hahn-

Banach). D’après le théorème de M. G. KREIN sur le prolongement des formes linéai-
res positives (cf. [4 J’, page 75 , proposition 6) , on a ~(X ) = X ; de plus :

= p Les points ~ -extrémaux de X étant identiques aux points

H-oxtrémaux, il résulte du lemme 6 que 03A6 applique l’ensemble des points extré-

maux géométriques de X’ de façon homéomorphe sur l’ensemble des points extrémaux

géométriques de X . ( ~ applique môme J) (X) de façon homéomorphe sur

~P(X) ). Mais ~ n’est pas une application biunivoque de X sur X en général,
comme on le vérifie facilement dans le cas de l’exemple 3 du numéro 1.
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6. Application au problème de Dirichlet classique.

Considérons dans l’espace euclidien RN à N ~ 2 dimensions une partie ouverte

relativement compacte désignons par F la frontière euclidienne de -0..

L’espace compact X sera maintenant l’adhérence de X = = F .

L’espace 36 sera l’ensemble des fonctions h E2 ’~ ( X) dont la restriction à à1

cst harmonique au sens usuel. Il est alors évident que ~3 possède les propriétés

(H 1 ), (Il,¿), (H).
Aussi, dans ce cas particulier, on a 4C&#x3E; = W on vortu du corollaire de la pro-

position 3. En effet, l’ ensemble "i:, des fonctions f £ e ( X) dont le restriction

à est surharmoniquoost un cône convexe, fermé, s. r. inf. de sommet 0 dans

e (X) tcl que l’ on ait d-6 = ’£ n ( .- ~ ~ .
La détermination des points ~-extrémaux et de la frontière de Silov est ici

un problème plus délicat que le problème correspondant au numéro 4. Montrons
d’abord que 13g~~ X est compris entre des parties topologiquement intéressantes

de X . Dans ce qui suit, K(x , y) sera le noyau newtrnien usuel do la théorie

du potentiel :

"-
où Il... Il note la norme euclidienno dans RN.

Par un calcul simple qui peut être supprimé ici, on montre :

LENME 7. - Soient A une partie compacte de RN , (x ) -1 2 une suite
2014201420142014 n’n~l~... 201420142014201420142014

convergente de points R dont la limite xo = lim xn n’appartient pas à

A , et f la restriction à A do la fonction x ~ K(x, xn) (n = 0 , 1 , .. ,.).
Alors la suite (f) _1 2 converge uniformément vers fo dans A .
’"’"" ’ ’" ""* """"’ ’~ "’ ’ ’ "’ ri n= ,...,... ’"" " " " ’" " ’ " "’ " ’ ’"" ’ " ’ ’" ’ " " " " "" ’ ’ Bj -

Le résultat déjà annoncé peut être énoncé comme suit:

PROPOSITION 9. - Pour la frontière do Silov r = èJ~ X , 

(où X désigne l’intérieur de X dans 

En vertu du principe classique du maximum toute fonction de H atteint son

maximum global en un point au moins de F 9 la frontière F étant compacte , il
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on résulte: lil CF. Il resta donc à démontrer la relation: F n fl X Cr.
Supposons l’ existence d’un x0~ F fi C X n (&#x3E; 1 1 nous allons voir que cela entraîne
contradiction. En effet, il existe uno suito (xn)n=1,2,.., de points x ji X
tels quo: lim x = Désignons par h* oet h respectivement la restric-

n n n

tion à r ot X de la fonction x - K(x , x ) , (n = 1 , 2 , ... ) . A cause de
n

xn OE ( X , la fonction hn appartient à .l16 pour tout n . Comme Xo n’appar-

tiont pas à r, la suit8 (h*) converge uniformément dans X* en vertu du

lemme 7. Grâce aux propriétés do 1-a frontière de Silov, il an résulte la conver-

gence uniforme do la suite (h ) dans X , donc en particulier la convergence
n

de la suite vers une limite Mais 

nous aboutissons à une contradiction. On a donc 
~’ X 

COROLLAIRE . - Si est égale à l’intérieur do X, la frontière do Silov

13~g X est identique à la frontière euclidienne F .

En effet, 

Dans le = X 9 les résultats du numéro 3 , surtout los théorèmes 3 et 4,

fournissent des critèros nouvoaux p our que 10 problème do Dirichlet classique

possèdo une solution pour toute fonction do 6 (F) .

Pour la caractérisation dos points ,16 -extrémaux ot la détormination exacte de

nous rappelons qu’à toute fonction f E- 8 (F) correspond une solution

généralisée du problème de Dirichlot classique. Il s’agit do la fonction de N.
WIENER H f qui est définie do la manière suivanto (pour plus de détails, voir

par exemple [6]): on considère l’ensemble 6f des fonctions v surharmoniquos

dans bornées inférieurement, et telles que :

On considère aussi l’ensemble Uf = - -f. On montre alors l’égalité de l’en-
veloppe inférieure do Clf avec l’enveloppe supérieure de U f et définit :

H f est alors une fonction harmonique (au sons usuel) , définie dans 

On appelle régulier tout point x0 ~ F pour lequel on a
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THÉORÈME. 6. - II y a identité entre les points H-extrémaux do X et les

points réguliers do F .

Soit Xo un point En vertu de la proposition 9, Xa appartient à F

et F est un sous-compact de X contenant r. On a donc %;0 (’JG) = 
" x x 

-

Il on résulte H-~(f) = ~ (f) quelle que soit la fonction f ~ 6 (F) , en vertu
do la proposition 1~ Pour toute r Ë S (F) et tout t &#x3E; 0 , il existe donc deux

fonctions hl’ ~ ~. ? telles que :

Pour x ~ ~ tondant vers :K{)’ il on résulte :

d ’ où , on liaison avec (2l) :

quelle que soit (F) . Ainsi, le point x~ cst régulier. En vertu d’un
théorème de M. V. KELDYCH [13] , tout point régulior de F est H-exposé, donc
aussi H-extrémal (cf. numéro 1, exemple 1) .

REMARQUE. - La plupart des résultats précédents s’étendent sans difficulté à

certaines généralisations du problème do Dirichlet, par exemple pour un ouvert
relativement compact d’un espace do Groon. Cotte remarque concerne aussi le théo-

me 6 dont la démonstration utiliso le théorème de Keldych. En cffot, BRELOT

a démontré simplement un lemme valable en particulier dans le cas précédente co

qui entraîne, soit diroctement le fait que tout point régulier est ~-extrémal~
soit, comme nous l’avons remarquée 10 théorème de Koldych.
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