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METHODE DE VARIATION DU MINIMUM DANS LA THPf‘.ORIE DU POTENTIEL

rer Nobuyuki NINOMIYA

Le. méthode de veariation du minimum est 1'étude du caractérs d'une mesure qui
rend minimum la quantité définie par une certaine intégrnle. Cette méthods est
un outil important dans lan théorie du potentiel dont le noyau est une fonction
continue et symdtrique. GAUSS ([2], pe 232) a donné 1'intégrals

G( 'b) = 2:(U"L - Zf)d‘,L ’

ou ¥ est une surface suffisamment réguliére dans l'espace ordinairs, | est
une mesure positive avec densité continue de masse totale m ( > 0) , Ut est 1e
poténtiel newtonien de v et £ est une fonction continue donnée sur T .
GAUSS a étudié le potentiel d'une mesure P'* qui rend minimum G( V') parmi

des mesures positives W , evec densité continue, de masse totale m et portées
par %, Il a démontré qu'il y a une constante ¥ tells qus

@) 0P (B) Z2(P) + sur ¥

*
(R) UP(P):f(P)-r\S sur une partie de Y .

A partir de ce fait, GAUSS a souligné qu'au cas ou f(P ) est égale & une cons-
tante (resp. au potentiel d'une mesure donnée ¥ ), on peut construire le poten=
ticl d'équilibre sur ¥ (resp. de balayée »'de » sur X ). Mais, ily a

un point obscur dans le raisonnement de GAUSS. Une mesure tf qui rend minimum
G( th) » parmi des mesures positives |+, avec densité continue, de masse totale

n ( >0) et portées par ¥. , existe-elle vraiment ? C'est un probléme impor-
tant. I1 semble que GAUSS n'ait pes eu de doute sur l'existence d'une telle ys* .

La théorie moderné de l'intégrale de Lebesgue a réussi & se débarasser de
l'ambiguité dans les mathémotiques classiques. C'est FROSTMAN qui a démontré
bien justement l'existence de cette mesure pn* qui rend minimum 1'intégrale de
Gauss. FROSTMAN a étudié [1 ] 1'intégrale



_ 5-02

a(p) = g (ot (P) == Jay (p)
F Sup

pour toute mesure positive | de messe totale m (> 0) portée par un compact

F dens l'espace ordineire, oi M est un point quelconque n'appartenant pas & F

et U 16 potentiel dlordre = (1 & <3) de p . Le théoréme du choix de

RIESZ assure l'existence d'une mesure positive qui rend minimm G( \,_) parmi

toutes les mesures positives de masse totals m portées par F .

Rappel du théoréme du choix : de toute suite ipnzg de mesures positives de
masses totales uniformément borndes portées par un compact fixé, on peut extraire
une suite partielle convergente.

Alors, 1 désignant des mesures positives de masse totale m portées par F ,
81 on pose

G*=i£fG('L) ’

on peut trouver une suite \ Pn} de mesures positives de masse totale m por=
tées par F tells que
= Mm a(p ) .
n =+ n

En prenant une suite convergente & l'avance, on peut supposer que } Pn} conver-
ge vers une mesurc positive p * de masse totale m portée par F . En vertu
de 1'inégalité élémentaire

¢* <6( ") ¢ Um a(p ) =¢" ,

' n =@
on sait que tx* minimise G( YL) parmi toutes les mesures positives [t de
masse totele m portées par F . Par suite, on a la relation

G‘(}L* + 86) 2G(_p.*)

pour tout nombre positif & (< 1) et pour toute mesure s de masse totals
nulle telle que  + ¢ soit une mesure positive portée par F . Alors, on sait
facilement qu'il y a une constonte Y telle que

*
(1) Utjk (P)> },\ + X 4 peu prés partout sur F ,
bM P
p* *
() U (P) g — 4+ sur le support de 3 .

Ipp
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On ne peut pas poser toujours X =0 . FROSTMAN a démontré qu'on a ¥ > 0 pour
m =1 por 1'utilisation du potentiel d'équilibre sur F , et qus, si on considére
le cas d¢ X =1 (c'est~a-dire, le potentiel newtonien), on a ¥ = O pour
m=U" (M) , ou U?  est 1e potentisl capacitaire sur F .

KAMETANI a étudié 1lt'intégrale de Gauss sous une forme plus développée que celle
de Frostman. Soit &®(r) wune fonction positive, continuc et décroissante pour

r>0,et lim & (r) = +o + Etant donnde £(P) une fonction positive et
r =0

semi~continue supérieurement sur un compact F , KAMETAMI a réussi & construire

une mesure non-négative /u* portée par F telle que

rE oy X

(1) U (P)=¢£(P) a psu prés partout sur F ,
¥ *

() Ut (P) < f£(P) sur le support de o

Pour cela, il a considéré l'intégrale [2]

G(p) = S [U"(p) - 2£(p)]ap (P)
F

pour toute mesure non-négntive R portée par F . S'il existe une mesure non-
négative \** qui rend minimum G(p) parmi toutes les mesures non-négatives
# portées par F , on a neturellement

G(p* + e 5 )= a(p)
pour tout nombre positif € (< 1) et pour toute mesurc quelconque ¢ telle
que tx.* + ¢ soit une mesure non-négative portdée par F , ce qui entrains
facilement les résultats (1) et (2). Eh bien, une mesure non-négative rk* qui
rend minimum G(p) porml toutes les mesures non-négatives p portées par F ,

existe~slls vraiment ? Cl'est le point essentiel. Si les } sont des mesures
non-négatives portées par F , posons

¢* = inf G(p) .
‘A.

Alors, on a c* <0, car G(0) = O . Prenons deux nombres positifs A et B
tels qus & (.'c',s.ok)_> A et £f(P) < B pour deux points quelconques P et Q
de F . Alors, on a pour toute mesure positive M de masse totale m portée
par F

G(p) > An® - Bm .
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Par suite, on a

G(r;)?‘O

pour toute mesure positive | portée par F dont la nasse totale est > % « Donc,

on a
¢* = inf G(y)
o
ot les M sont des mesures non-négatives portcées par F dont la masse totals

est < ‘[% « Soit Et*,fi une suite des mesures non-négatives portées par F dont
la nasse totale est < I ,-telles que

6% = Lin Glyp,) -

En prenant une suite partielle de i}»\_n} 4 1'avance, on peut supposer que (H’ n}

est une suite (vaguement) convergente. hlors, on a

* * *
GC<o(wW)=s nG(p )=G6 |,
R = U alp,
en vertu de 1'inégalité élémentaire

38 $ dl’“*d}‘*é Lin ‘)S c}dt*ndt\n

=Y

et

* ——

f > Y
F n=w g

hinsi, ‘.L* minimise G( pv) pormi toutes les mesures non-négatives portées par

F o I1 arrive que }»* stanmule identiquement. Mais, KAMETANI a démontré que

}L* stannule identiquement seculement lorsque F est de ® ~capacité mulle.

Soit K(x.y) une fonction positive, symétrique et continue en x et y dans
1'espacs euclidien ou plus généralement dans un espace topologique localement
compact. K(x.y) pourra &tre + o pour x =y . On considére le potentisl pris

par ropport au noyau K
oM (x) = 5 K(xoy) dp(y) o
On pose désormais pour toutes mesures positives p et »

(P 4 9)=5U}*dv L) ”}*’Hz-:(}\, P):Juﬂ dr; .

K étant symétriqus, on a toujours (\» o »)=(», K) .Soient E, et £



5-05

deux ensembles boréliens ct disjoints de K-capacité positive, contenus dens un
compact fixés Pour développer 1l'étude de Kanetani (3], considérons l'intégrale

N | T T
(k.\ o V)d

G(r,,v

pour tout coupls (?*' 9 v ) de deux mesures positives poet v, ot p est por—
tée par El et ¥ est portée par E, o Cette intégrale est trées utile pour
obtenir l'analogue du résultat de KAMETANI et pour déterminer les noyaux de

type positif. On appelle coupls minimal sur E, et E, tout couple (pg, ¥ o)
pour lsquel G(\a\ » v) est minimum parmi tous les couples (} , ¥) de deux
nesures positives p et » portées par E, et par E, rospectivenente Etant
donnés El et E2 arbitrairement, on ne sait pas s'il existe toujours un cou-
ple minimal sur E, et E, . Mais,

PROPOSITION 1. - Soit (p 0’ vo) un couple nminimal sur E, et E, o Posons

2 2
a = ”t‘o“ s b= “io'l 9 C=(t"'0; ‘)0)
et
> Yo » H
gl(x) =cU O(x) -a U “(x) , gz(x) =00 C)(x) -bU 0(:bc)
dans 1l'hypothése O< a , b , ¢ <+ . Alors, on a
(1) 8 (x) <0 sur E1 presque partout pour Mo o
() g, (x) 20 sur E, hors d'un ensemble de K-capacité nmulle ;

en particulier, si E1 et E2 sont des compacts, hors d'un ensemble do
K-diamétre transfini nul.

hnnloguement quant & g, (x) -
REMARQUE. — Un ensemble est dit de K=-capacité nulle lorsqu'il est de mesure
nulle pour toute mesure positive dont le potentisl est borné sur tout compact,

et est dit de K-diamétre transfini nul lorsqu'il est de mesure nulle pour

toute mesure positive d'énergie finie,

- En effet, on a la relation

G(}xo +0, v0)> G(}LO ) ‘90)
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pour toute nesure & portée par E1 telle que VLO + & goit positive, d'éner-
gie finie €t (vo s T ) < + ® « Cette intégrale entraine

0<2 () g ac sl - a(»q )77,

ce qui conduit facilement aux résultats (1) et (2) en prenant pour « une mesure

positive ou négrtive convencble.

PROPOSITION 24 = Si E1 et E2

positive, il existe toujours un couple ninimal sur E1 ct E2 .

sont des compacts disjoints de K-capacité

En effet, pour construire le ninimum de G(p , ) par rapport & tous les
couples oy ¥ ) , il suffit de la construire par rapport a tous les couples
(wy ») dont 1a masse totnle est un, car le nunérateur et le dénomincteur des
G( n oo v) sont de néne puissance par rapport & la nasse totale de et de ¥ o

La proposition se démontre n>turellement par 1'utilisation du théoréme du choix.
En fixent dons G( Iy ¥ ) une nesure positive p portée par E, , posons
2
v
G(») = -’-———-2-l I
(s >)
Alors, on obtient de la néne fagon que la proposition 1 @

PROPOSITION 1!, = Si El et E2 sont des conpacts disjoints et si E2 est
de K-capacité positive, il existec une nesure positive ‘PO partie par E2

telle que
(1) g(x) <0 sur le support de ¥ o *
(2) g(x) =0 sur E, hors d'un ensenble de K-diométre

I

Y
transfini mul, ob g(x) =c U O(x) -b U'L(x) s b= ||>>O et ¢ = (>"0 ’ ‘k) .

On sait que, si ony pose. u* =% Y 0°? cette proposition dénontre un cas par-

ticulier du résultat de Kemetani.

On va caractériser les noyaux de type positif ou satisfaisant au principe
dténergic. Un noysu synétrique K est dit de type positif si l'intégrale
d'énergie

‘ol

(o) = B)K(x , ¥) do(y) do(x)
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de toute nesure 6 (signe quelconque), lorsqu'elle a un sens, est toujours >0 .
Un noyau symétrique K est dit sctisfaire au principe d'énergie, si 1l'intégrale
d'énergic de toute mesure & (signe quelconque) portée par un conpact, lorsqu'elle

a un sens est >0 et s'annule seulecment lorsque ¢ est identiquenent nulle.
THEOREME 1. = Pour qd'un noycu positif et symétrique K soit de type positif,
il faut et il suffit qu'on aie la propriété suivante @

"Soient L et » des mesures positives d'énergie finie & support coupact. Si

on a
oM (x) < 17 (x)

sur le support de b sona 1a néne inégalité cu noins en un point du support
de w ", )

’ A
THEOREME 2+ - Pour qu'un noyau positif et synétrique K satisfasse au principe

dténergie, il fout et il suffit qu'on aie la propriété suivante ¢

"Soient p et » des nesures positives distinctes d'énergie finie & support

conpact. Si on a

" (x) < 77 (x)
sur le support de v s on2

U™ (x) < U7 (x)

sur un ensenble de mesure positive pour ¥ ",
Drns chaque théordme, les conditions sont évidernment nécessaires, car on a

I(p = ) = P =2, ») + [I2IP

]

S(UV_UV) dp + g(Uv -U‘V\) dv .

Inversement, étant donnée une mesure o (% 0) de signe quelconque, on
peut trouver deux ensembles disjoints E1 et E2 tels que & soit représentée
come différence de deux mesures positives (% 0) R et ¥ portées par E1
et par E, respectivement. Pour démontrer I(o )= 0, il suffit de démontrer
qus G( poy ¥ ) > 1 o I1 suffit de le démontrer au cas ou E1 et E2 sont des
compacts disjoints, car, sinon, on peut trouver des sous-compacts de mesures ar-
bitrairement proches des masses totales des mesures p et » o Soit (ho ’ "O)
un couple minimal sur E; et By » Alors, on a



ko Y0 >=08
(1) cU "(x)saU “(x) sur le support de g,

Y0 1o
(@) cU "(x) b U' (x) sur le support de ¥

Si le noyau K jouit de 1o propriété indiqude dans le théoréme 1, ces relations

ont lieu en néme temps au moins en un point du support de % « Donc, on a

= ab
G(¥\O ’ vo) ....-c?-

N\
-

Le thioréme 1 est 2insi démontré. Supposons que le noyau K jouisse de la proprié—
té du théoréme 2. Soient E, et E,
démontrer que G( s ») »1 pour tout couple (p , ¥) des mesures positives
portées par El et par E2 rcspectivenente Si on avait

deux ensenbles beréliens disjoints. On va

G()k-o » 'VO) =1

pour un certain couple (PO P O) o ce serait un couple nininal sur El et
E2 « Alors, on a

g (x) €0

sur El presque partout pour Mo * Par suite, on a

g (x) <0

sur un ensenble de mesure positive pour » ., De plus, on a

0
gz(x) <0

sur E2 presqus partout pour ”’O + Donc, on a
c gl(x) +a gz(x) <0
sur un ensenbls de mesure positive pour ¥ o D'autre part, on a
cgx) +aglx)=0
dens tout l'espace, car
- ab _
C'est contradictoire. Le théoréme 2 est ainsi dénontré.

/ N

THEOREME 3.+ - Tout noyau positif et symétrique K satisfaisant au premier

ou second principa du naxirmun cst nécessairement de type positif.
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En effet, tout noyau positif et synétrique satisfaisant au second principe du
neximun est naturellenent de type positife Supposons qu'un noyau positif et
symdtrique K satisfasse au prenier principe du naxirnune. On va dénontrer que

Gy »)z1

pour tout couple (\L ’ v ) de deux ncsures positives portées par deux ensch-
bles borélicns et disjoints E, et E, respectivencnts Il suffit de le dénon~
tror au cas ou E; et E, sont des compacts disjoints. Soit (HO » ¥ O) un
couple nininal sur E1 et E2 e On a

Yo Y0
(1) cU' ' (x) £aU “(x) sur Sp (1e support de }ko) ,
¥y o
R) - cvU O(x)ébU c)(x) sur Sy (1e support de vo) .
Lilors, on a
s v 2%
S s U )£ swp U () < sw U ‘)
X €S x€S x €S
to Po *o
N
<k sup U?‘O(x)sp_ sup U O(x)
° xeS, ¢ xes,
0 Yo

Par suite, on a

Le théoréme 3 est ainsi dénontré.

Enfin, soulignons que OHTSUKA a dénontré derniérenent que, étent un nonmbre
quslconqus A > 1 s On peut trouver un noyau positif et synétrique K qui satis-
fait ou principe du maximun A -dileté, nais n'est pas de type positif.
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