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La. méthode de variation du minimum est l’étude du caraatère d’une mesure qui
rend minimum quantité définie par une certaine intégrale. Cette méthode est

un outil important dans la théorie du potentiel dont le noyau est une fonction

continue et symétriques GAUSS ([2 ] , p. 232) a donné l’intégrale

où YL est une surface suffisamment régulière dans l’espace ordinaire,  est

une mesure positiv6 avec densité continue de masse totale m (7’ 0) ~ U’ est la

potentiel newtonien et f est une fonction continue donnée sur ’~ .

GAUSS a étudié le potentiel d’une mesure ~ qui rend minimum G( r-- ) parmi
dss mesures positives ~L ~ avec densité continue, de masse totale m et portées
par ~B Il a démontré qu ’ il y a une constante y telle que

A partir de ce fait, GAUSS a souligné qu’au cas où f ( P ) est égale à une cons-

tants (rssp. au potentiel d’un6 mesure dOnné6 © ) , on peut construire le poten-
tiel d’équilibre sur ~ (resp. de balayée ~’ de  il y a

un point obscur dans 16 raisonnement de GAUSS. Une mesure (qui rend minimum
G( ), parmi des mesures positives , avec densité continue, de masse totale
m ( &#x3E;0) et portées par t , existe-elle vraiment ? C’est un problème impor.- ~
tant. Il semble que GAUSS n’ait pas eu de doute sur l’existence d’une 

La théorie moderne de l’intégrale de Lebesgue a réussi à se débarasser de

l’ambiguité dans les mathématiques classiques. C’est FROSTMAN qui a démontré
bien justement l’existence de cette mesure * qui rend minimum l’intégrale de
Gauss. FROSTMAN a étudié [1 ] l’intégrale
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pour toute m6sure positive  de masse totale m ( &#x3E; 0) portée par un compact
F dans ordinaire? où M est un point quelconque n’appartenant pas à F

et U  le potentiel d’ordre 03B1 (1  o(.3) o Le théorème du choix de
RIESZ assure l’existence d’une mesure positive qui rend minimum parmi
toutes les mesures positives de masse totale m portées par F .

Rappel du théorème du choix : de toute suite de mesures positives de
masses totales uniformément bornées portées par un compact fixé, on peut extraire
uns suite partielle convergente.

Alors~ ~ désignant des mesures positives de masse totale m portées par F ~
si on pose

on peut trouver une suite ¿ t-’-n 1 f de mesures positives de masse totale m por-

tées par F telle que .

En prenant une suite convergente à l’avance, on peut supposer conver-

ge vers une mesure positive  
* 

de masse totale m portée par F . En vertu

de l’inégalité élémentaire .

on sait que minimise G( ) parmi toutes les mesures positives  de

masse totale m portées par F . Par suite, on a la relation

pour tout nombre positif ~ ~ ~ 1) et pour toute mesure :r de masse totale

nulle telle que ~ + 6 soit une mesure positive portée par F . Alors, on sait
facilement qu’il Y a Un6 constante telle que

à peu près partout sur F i

sur le support de r- * .
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On ne peut pas poser toujours  = 0 e FROSTMAN. a démontré qu’on a  0 pour

m = 1 par l’utilisation du potentiel d’équilibre sur F , et que, si on considère
le cas de 0( = 1 le potentiel newtonien), on a  = 0 pour

m = U À (14) , où U est le potentiel capacitaire sur F .

KAMETANI a étudié l’intégrale de Gauss sous une forme plus développée que celle
de Frostman. Soit ~ (r) une fonction positiv6, continue et décroissante pour
r &#x3E; 0 , et 1im 03A6 (r) = +0153 . Etant donnée f ( P ) une fonction positive et

r -+ o

semi-continue supérieurement sur un compact F , a réussi à construire

une mesure non-négative ..* portée par F telle que

Pour cela, il a considéré l’intégrale [2]

pour toute mesure non-négative  portée par F . S fil existe une mesure non-

négative B’" * qui rend minimum G( f) parmi toutes les mesures non-négatives

~. portées par F 9 on a naturellement ,

pour tout nombre positif 6 (  1 ) et pour toute mesure quelconque ~- telle

que u. + 3" soit une mesure non-négative portée par F , ce qui entraîne
facilement les résultats (1 ) 6t (2). Eh bien, une mesure non-négative * qui
rend minimum G( ~~ ) parmi toutes les mesures non-négatives ? portées par F ~
existe-elle vraiment ? C’est 16 point 6ss6nti61. Si les  sont dss mesures

non-négatives portées par F , posons

Alors, on a G* ~ 0 ! car G(0) = 0 . PrEnons dEUx nombres positifs A st H

tEls que 03A6 (r)&#x3E;A 6t . f ( P ) , P pour deux points quelconques P ot Q
.

ds F . Alors, on a pour toute mosure positive  do massE totale m porté6.
par F
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Par suite, on a

pour toute mesure positive , portée par F dont la nasse totale Donc,
on a

où les  sont des mesures non-négatives portées par F dont la masse totale

est  B A. Soit { } une suite des mesures non-négatives portées par F dont

la nasse totale ext ~ ?- p telles que

En prenant une suite partielle de à l’avance, on peut supposer que 
est une suite (vaguement) convergent6 , Alors~ on a

en vertu dG l’inégalité élémentaire

et

Ainsi, * minimise G( ) parmi toutes les mesures non-négatives portées par

F . Il arrive que r- * s 1 annule identiquement. Mais KAMETANI a démontré que

tt’ * s’annule identiquement seulement lorsque F est --capacité nulle.

Soit K(x.y) une fonction positive, symétrique 6t continue 6n x et y dans

l’espace euclidien ou plus généralement dans un espace topologiqu6 localement

compact. K(x.y) pourra être + 0153 pour x = y . On considère le potentiel pris

par rapport au noyau K
r

On pose désormais pour toutes mesures positives  et »
~ /

K étant symétrique, on a toujours ( , 03BD) El et E2
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deux ensembles borélions et disjoints; de K-capacité positive, contenus dans un

compact fixé. Pour développer l’étude de Kametani [3 ] , considérons l’intégrale

pour tout de deux mesures positives et v , est por-

tée par El et 03B3 est portée par Cette intégrale est très utile pour
obtenir l’analogue du résultat do KAMETANI ot pour déterminer les noyaux de

type positif. On appelle coup16 minimal sur E 1 et E 2 tout o)
pour lequel G( p. , v ? est minimum parmi tous les couples (p--, -y) de deux

mesures positives tJL et 03BD portées par E et par Ez respectivement. Etant

donnés El et E2 arbitrairement, on ne sait pas s’il existe toujours un cou-

p16 minimal sur E~ et E2 . 

PROPOSITION 1. - ~0~ ~ sur E. et ~2 ° Posons

et

dans l’hypothèse 0 . a , b , c  +oo . Alors, on a

(l) g1(x) 0 sur E 1 presque partout pour 0,

(2) g (x)  0 sur E 1 hors d’un ensemble de K-capacité nulle ;

en particulier, si El et E2 sont des compacts, hors ensemble do

K-diamètre transfini nul.

Analoguement quant à g2(x).
REMARQUE. -’ Un ensemble est dit de K-capacité nulle lorsqu’il est de mesure

nulle pour toute mesure positive dont le potentiel est borné sur tout compact,
et est dit de K-diamètre transfini nul lorsqu’il est de mesure nulle pour
toute mesure positive d’énergie finis ~

. En effet, on a la relation
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pour toute D6sUr6 (T portée par E 1 telle que 0 + 03C3 soit positive,

gi6 fini6 et (~ ~ ff)  + co . Cette intégrale entraine

ce qui conduit facilement aux résultats (1) et (2) 6n prenant pour r une mesure

positive ou négative conv6no..b16.

PROPOSITION 2. - Si Ei 6t E2 sont des compacts disjoints de 

positive~ il existe toujours un couple minimal sur El et E~ .
En effet, pour construire le minimum de G( , 03BD) par rapport à tous les

couples ( ~ ~ ) ~ il suffit de la construire par rapport à tous les couples

( , 03BD) dont la masse totale est un, car le numérateur et le dénominateur de

G( BJL ~ ~ ) sont de même puissance par rapport à la masse totale et 

La proposition se démontre naturellement par l’utilisation du théorème du choix.
En fixant dans G( ii, , w ) une mesure positive  portée par posons

Alors, on obtient de la mène façon que la proposition 1 :

PROPOSITION 1’. - Si E et E sont des compacts disjoints et si E2 est

de K-capacité positive, il existe une mesure positive 03BD0 partie par E2
telle que .

sur E2 hors d’un ensemble de K-diamètre 

transfini nul, où et ~) .
On sait si on y pose u* = c b 03BD0, cette proposition démontre un cas par-

ticulier du résultat de Kametani.

On va caractériser les noyaux de type positif ou satisfaisant au principe

d t én6rgi6. Un noyau symétrique K est dit de type positif si l’intégrale

d’ énergie .
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de toute mesure 5" (signe quelconque ), lorsqu’elle a un sens, est toujours  0 .
Un noyau symétrique K est dit satisfaire au principe d’énérgie, si l’intégrale
d’énergie de toute mesure 03C3 (signe quelconque) portée par un compacta lorsqu’elle
a un sens est  0 et s’annule seulement lorsque 6" est identiquement nulle.

THEOREME 1. - Pour q’d’un noyau positif et symétrique K soit d6 type positif,
il fa ut 6t il suffit qu’ on aie la propriété suivante :

"Soient L dos mesures positives finie à support compact. Si

on a

sur le support do ~ , on a la. même inégalité au moins on un point du support
de 03BD ". 

’

l ’B

THEOREME 2 . - Pour qu’un noyau positif et symétrique K satisfasse au principe
il faut et il suffit qu’on aie la propriété suivants :

des mesures positives distinctes d’énergie finie à support

compact. Si on a

sur le support d6 j..l , on a

sur un ensemble de mesure positive 

Drns chaque théorème? les conditions sont évidemment nécessaires, car on a

Inversement, étant donnée une mesure 03C3 ( 0) de signe quelconque, on

peut trouver deux ensembles disjoints E 1 et E~ tels que C soit représentée
comme différence de deux mesures positives () portées par E 1
et E 2 respectivement. Pour démontrer l(J’)~0 ~ il suffit de démontrer
que G( ~. ~ ~ ) ~ suffit de le démontrer au cas où E~ et E2 sont des

compacts disjoints, car, sinon, on peut trouver des sous-compacts de mesures ar-

bitrairement proches des masses totales des mesures  et 03BD. Soit (t-- 0 ’ ")J 0)
un couple minimal sur E~ et Alors, on a
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Si le noyau K jouit de la propriété indiquée dans 16 théorème 1, ces relations
ont lieu en nême temps au moins en un point du support Donc, on a

Le théorème 1 est ainsi démontrée Supposons que le noyau K jouisse do la proprié-
té du théorème 2. Soient El et E deux ensembles brréliens disjoints. On va

dénontrer que v) ?3- 1 pour tout couple ( p- , f5~ ) d6s mesures positives

portées par El 6t par E2 respectivement. Si on avait

pour un certain couple ( 0, 03BD0), ce serait un couple minimal sur El et

E2 . Alors ~ on a

sur El presque partout pour ~ . Par suite, on a

sur un ensemble de mesure positive pour» 0 . De plus, on a

sur E2 presque partout Donc, on a

sur un ensemble de mesure positive pour 03BD0. D’autre part, on a

dans tout l’espace, car

C’est contradictoire. Le théorème 2 est ainsi démontre.
/ 1

THEOREME 3. - Tout noyau positif et symétrique H satisfaisant au premier
ou s6cond principa du maximum est nécessairement de type positifs
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En effet, tout noyau positif et symétrique satisfaisant au second principe du

maximum est naturellement de type positif. Supposons qu’un noyau positif et

symétrique K satisfasse au prenier principe du naxinun. On va démontrer que

pour tout de deux mesures positives portées par lieux ensem-

bles boréliGns et disjoints E 1 et E2 respectivement. Il suffit de le 

trer au cas où E 1 et E 2 sont des conpacts disjoints. Soit (p. 0 ’ )J 0 un

couple minimal sur E1 et E2 . On a

Alors, on a

Par suite, on a

Le théorème 3 est ainsi démontre.

Enfin, soulignons que OHTSUKA a démontré dernièrement que, étant un nombre

quelconque 1 &#x3E; 1 , on peut trouver un noyau positif et symétrique K qui satis-

fait au principe du maximum 2 -dilaté, mais n’est pas de type positif.
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