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, Séminaire de
THEORIE DU POTENTIEL

Année 1958/59

DIAMETRE TRANSFINI ET COMPARAISON DE DIVERSES CAPACITES

par Gustave CHOQUET

Nous allons d'abord rappeler, dans un cadre général, ce qu'est le diamétre trans-
fini associé & un novau.

DéFINITION. - Soit A un ensemble quelconque infini, A la diagonale de A x A,

et & un novau sur A , c'est-a-dire (dans ce travail) une application symétrique
de A x A dans J- o, o]

Pour tout X fini c A , on pose ¢
¢(X) = moyenne de ¥x ,y) , (x#y; x,7€ X) .
Puls on pose, pour tout entier =n ¢
d () = inf ¢(X) , (X cA et nombre cardinal de X = n) .
Enfin on pose ¢ d(A) = sup dn(A) .

n
On appelle d(A) 1la constante de Fekete de A , relative & & . Le diamétre

transfini de A est une fonction simple de d(A) qu'il n'est intéressant d'ex-

pliciter que dans les cas olassiques ; nous préférons utiliser ici la constante de
Fekete »

Quelques égalités de base. = Soit X une partie de A , ayant n éléments, et

. % . 1 N
soit x, € A*Xx (%). Soit Hy la mesure < 2 €, (o ueX) e
On pose

p(xo s X) = moyenne @(xb y ¥) = @pxﬂxo) .
yeX

On vérifie aisément les égalités @

(1) (n+1) o(Xu xb) = (n - 1) o(X) + ZP(XO s X)

-

(*) (o 2B) désignera dans ce travail A n (B .
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(2) np(X) = 2 p(, X -u)
uelX
Conséquences de ces égalités.

19 dn(A) est fonction croissante de n .
En effet, soit & >0 ; il existe un X ayant n points, tel que
(%) < dn(A) + € .

Soit alors a 1l'un des points x de X qui maximise p(x , X & x) 5 les éga-
lités (1) et (2) montrent que

pla , X 2 a) 20(X) .
On a done
d () + e20(X) 2(X 2 a) >d_ _,(4)
’ » 3 .
d'ol dn(A) >/dn_1(A) puisque & est arbitraire.
2° Soit X ayant n points; posons @

gp(x) - dn(A) =€ .

9

Pour tout ae€e A =X, on a

2p(a , X) + (n=1) o(X) =(n+1) p(Xua)2(n+1)d @A) >(@n+1)d(@®)

=2p(a, X) + (n=1)e+ (n-1) 4 (4) .
d'ou ¢

(3)

En particulier, si €=0 , on a ¢

p(a, D)= apla) >d () - 851,

CI>;JX(a) >/dn(A) pour tout a e(h - X) .

Si a €X on ne peut rien dire en général de fbpx(a) s mais si & >0 et si

=+ sur A, on a alors

fbpx(a) >/dn(A) pour tout a € A o

PROPOSITION 1. = Si & > O partout, avec ®=+ew sur A , et si d(A) = o,

il existe une mesure p >0 sur A de masse totale 1, et de la forme 2 }"n e,
' n n

( g hasse + 1 au point x ), telle que le potentiel ¢y soit partout égel 2

+ 00 o

C'est une conséquence facile de la relation (3) »
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Cas o A est un espace topologique compacts = Soit A compact et & wun noyau

>0 et semi-continu inférieurement (s. ¢s i.) sur A »

LEMME 1. = Supposons cn outre & continu en tout point de A (Ea'is pas néces~

sairement fini). Pour toute mesure p >0 de masse totale 1 sur A, qui ne

charge aucun point x en lequel &(x 5 x) <w, on a *

d(A)< Py ap ?

c'est évident si le second membre est + « ;3 sinon P n'a aucune charge ponctuelle,

0N

ot est donc limite faible de mesures 2 support fini X , de la forme My précédem~

ment définie.

Supposons dfabord & fini et continue. On a

. X
/@pdp:hm/@pxdp,{ ot, si X=n 3

fogdpy =Ly 3 sa,b) =L Ta(a,s) s 2B gy Bla ) .
n a,beX n a n

Quand n - o, on passe 2 la limite et on obtient 1'inégalité. Lorsque ¢ est

quelconque, on a pour tout noyau &' fini et continu tel que &' < & , la relztion
a'(a) < /orp ap .
Or ¢ est limite de 1l'ordonné filtrant croissant des &' < & ; et 1l'on a, suivant
le filtre associé, |
d(4) = lim d'(A) et /§I>p dp = lim f®'p ap .

C'est évident pour la seconde relation ; pour la premiére, il suffit de montrer que

pour tout =n
= 11 !
dn(A) lim dn(A) .

On le démontre en utilisant la continuité de & sur A o On déduit de cette iné=-

galité la relation cherchée par passage 2 la limites.

LEMME 2. - Si & nouveau & est >0 et se co i., et si, de plus & est infini

sur A s 11 existe une mesure p >0 de masse totale 1 sur A , et telle que

d(h) > eudp

C'est évident si d(A) = » puisqu'il suffit de prendre p de la forme g o Sinon

pour tout n , il existe un ensemble fini Xn de n points tel que ¢

la_(8) = o(x )} < 51-5 .



4-04

Soit p une valeur d'adhérence de la suite des Py 5 comme ® est se co 1e

n
et vaut, « sur A , la restriction v, de (pX ® Ly ) & (Az 2 A) converge
- “n n

vers KX U e
En vertu de la semi-continuité de & , on a
a(a) = 1lim fo dv_ > /M(p e p) = SNy dp .
NOTATION, = Pour tout A compact et pour tout noyau <\I> >0 et se ce ie sur
A , on notera

e(A) = inf fop dp (p>0 sur A, de masse totale 1 ) .

THEOREME, = Soit & wun noyau symétrique >0 et se ce ie sur A compact, qui

vaut + o sur A .
aa) = e(A) .
C'est une conséquence immédiate des lemmes 1 et 2.

Nous conviendrons désormais, si & est un noyau sur un espace E , de désigner
par e(A) et d(A) (ob A est un compact de E ) les constantes définies plus

haut et associées & la restrictionde & & A .

Comparaison de la constante de Fekete ot delacapacité. - Soit ¢ un noyau >0

sur un espace E localement compact ; rappelons que la capacité d'un compact K
de E (appelde d-capacité si on veut préciser) est le sup des masses totales
des mesures p >0 portées par K , et dont le &=potentiel est partout sur
EL1l.

PROPOSITION 2, = Soit & symétrique, se cs 1s et >0 sur E localement com-
pact. Pour tout XK compact de E , la capacité de K est <1/d(K) et 1/e(X) .

En particulier si e(K) = »«, K est de capacité O ; inversement, lorsque ¢ est

irégilier ot borné 2 1'infini ou si ¢ satisfait au principe du maximum k-dilaté),
(cap K =0) =>e(K) = =,

En effet, soit ¢ la capacité de K ; il existe une mesure H >0 sur K,

avec Hp.“ =0 et dp< 1 partout.

On a ¢

es.ﬁ%%gﬂ%z% d'ou csl/e .

(¢}
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On procede de fagon analogue pour d .

La derniére partie résulte de ce que, s'il existe une mesure p>0 sur K,
d'énergie finie, il existe une mesure W' £ p  de potentiel fini et continusur lo
support de u' 3 il résulte des hypothéses envisagées qu'alors la capacité de X

n'est pas nulle.

COROLLAIRE, = Si & est symétrique, s. c. i, 68 >0, régulier et borné & 1l'in-

fini et o sur A,

(cap K =0) <= (e(k) =) <> (d(K) = «) .

En outre, tout X de capacité nulle porte une mesure >0 de potentiel infinl en

tout point de K (c'est donc un noyau d'Evans).

Rappelons en outre que nous avons montré ailleurs, pour un tel noyau,que tout
ensemble analytique X de capacité intérieure nulle est aussi de capacité exté=-

rieure nulle,

Quelques résultats fragmentaires.

1° On supposera toujourspar la suite & >0 , symétrique, s» ¢» is sur E loca-

lement compact.

Pour tout XK compact tel que e(K) 7—‘ o, il existe poem (X) qui minimise

1'énergie [M , B] ;5 pour tout v € IIL (K) , d'énergie finie, on a

NH,, >/[p,0 s “O:I , ‘Vv=-proesque partout o

En particulier MNij = [po , po] s Ho-presque partout.
Donc si & satisfait au principe du maximum k-dilaté, on a
< o
My S k[}-lo , po] . partout dans E
I1 en résulte que c(K) et 1/e(K) ont un rapport majoré par k o
2° Signalons 1'intérét de quelques constantes ¢

C(K) = inf des masses totales des mesures p>0 sur E ,tellesquc P >1

sur K .

E(X) = inf [p , p] pour toutes les mesures p >0 portées par K, ot'dc potontisl
quasi=partout > 1 sur K o

On a pour les noysux étudiés @

c(K) < 0(X) < E(K) £ 1/6(K) < 1/d(K) .
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3° En particulicr, voici quelques résultats pour 1'étudc de E(K) ¢

LEME 34 = S1 & ost do type-positif, on a E(K) = 1/0(X) « En outrc, si de

plus & ost régulicr, E(K) cst unc vraie capacité on ce sens que pour toute

suitc croissante An s On a 3

E*(UAn) = lim E*(An) .
La premiére partic du lemme s'établit aisément par la romarque suivante $ si K
et v sont portécs par K, avec &y > 1 quasi-partout sur K ot si dp=1,

p-presque partout, ceci entralne [v -p, p] 20 ou [v, p] >[p, p] « Or, @
est de type positif, done [v , p]2\< (v, v] = [p,p]l dtou

o P s, vix v, )l ou v, s, ],
done enfin [p, pl < [v, vl .
Ceci, rapproché des propriétés de 1° ci-dessus permct d'établir que E(K) = 1/e(K) »
On note ensuite que si & cst de type positif, on a aussi
E(X) = inf (g, p] pour toutés les mesures p=>0 sur E ,eot dc-potontiel
quasi-partovt <1 sur K .

On n'a donc pas besoin de la restriction toujours génante que les p doivent

8tre portées par K .

4° Ces considérations suggérent, pour éviter les difficultés rencontrées dans
1'étude des diverses capacités associées 3 un noyau lorsqu'on impose aux mesures
d'stre portées par le compact ou 1'ensemble étudié, de se libérer de cette sujétion

en introduisant une autre famille de constantes @

Soit toujours & >0 , s. c. i. sur E supposé compact pour simplificte On com~
mence par définir une notion de quasi-partout 1ié & @ 3 ce sera 1la un outil tron-

sitoire,

Soit n une fonction numérique >0 et se co ie sur mf(E) + Pour tout ensem-

ble X cE , on pose ¢
H(X) = inf h(v) (ol & >1 quasi-partout sur X ) .

Cette relation définit en quelque sorte 1'"encombrement" de la fonction caracté=-

ristique de X o

Plus généralement, on peut définir 1'encombrement de toute fonction p >0 epur
E ¢
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H(¢) = inf h(v) (ot ®v > ¢ quasi-partout sur E ) .

On montrera alors que, pour toute suite croissante ¢, onas

H(1lim Lpn) = lim H(cpn) ,

d'od des théoréemes de cepacitabilité faciles & obtenir sans hypothéses supplémen-

taires sur ¢

Exemples de fonction h(v) : M|, [v, v] , etce = Ces "encombrements" ont

1l'avantage de permettre une étude facile des passages & la limite.

D'autre part, lorsque le noyau & a des propriétés supplémentaires (type positif,
principe du maximum, équilibre, balayage, etce), on démontre que ces constantes

sont égales aux constantes classiques ¢ ¢ , 1/e 5 otce

Done, par 1'intermédiaire temporaire de la notion d'encombrement, on a pu faire
dans ces cas-1a une étude commode des notions de convergence et de capacitée C'est
par exemple ce qui se produit avec le noyau newtonien, ou plus généralement les
noyaux 1/r® dans R (cf. la méthode utilisée par ARONSZAJN).

59 Signalons un résultat que nous démontrerons ailleurs @

Pour tout noyau & se ce ie symétrique, >0 , égal & o sur A, et contimu
hors de A, sur E compact dans lequel tout ouvert est un Kc s tout ensemble

G6 de E est capacitable pour la ®-capacité ordinaire.

Ce résultat ne suppose aucune condition de régularité de & o Si en plus ¢ est
régulier, alors tout X qui ost un K=-analytiquo do E , et de @ capacité in-

téricure nulle, a aussi sa capacité extérieurc nulle.

(Manuscrit regu en octobre 1960)




