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Séminaire de
THEORIE DU POTENTIEL
Année 1956/59

-l

L'INTEGRALE D'BHERGIE EN THEORIE
DU POTENTIEL ()

par Gustave CHOQUET

Depuis GAUSS le notion d'énergie a été un outil important en théorie du po-
tentiel 3 GAUSS l'utilisa pour résoudre, & la rigueur prés, les problemes
d'équilibre, de balayage, et le probléme de Dirichlet. Ses successeurs appor-
terent la rigueur et une plus grande généralité en ce qui concerne 1l'espace

et le noyau.

Ces dernieéres années a été commencée une étude axiomatique féconde : on se
préoccupe de savoir quelles relations logiques relient diverses propriétés de
base que peut posséder un noyau. Dans ces études le noyau est, soit une fonc-
tion, soit une diffusion (c'est-a-dire en termes plus évocateurs, un noyau-
mesure) ; lorsque c'est une fonction, on la suppose toujours semi-continue
inférieurement ; ce choix est justifié actuellement par des raisons de commo=-
dité ; il est possible qu'il regoive un jour une meilleure justification, si
1'on démontre que tout noyau-fonction satisfaisant & tous les grands principes

de la théorie du potentiel est semi-continu inférieurement.

Pour 1'instant il est intéressant d'avoir des énoncés débarraseds d'hypothéses
et de continuité inutiles. C'est ce genre de travail que nous sllons faire ici
pour étendre un énoncé intéressant de N. NINOMIYA reliant les principes du ma—
ximum et de domination, et le principe de 1l'énergie ; en outre nous formulerons
les résultats non seulement pour le principe du maximum, mais aussi pour le

principe du maximum k-dilaté.

DEFINITIONS. - Par la suite, E désignera un espace localement compact quel-
conque, A la diagonale de E x E ; on appelera noyau sur E toute application

N semi-continue inférieurement, et symétrique, de E x E dans [0 , ]

1 . » 3 Id
(") Ce travail développe une partie d'une des conférences du Séminaire.



3-02

L'espace des mesures de Radon sur E , muni de la topologie faible est i

1'espace des mesures positives est mh 3 le support fermé d'une mesure p est
SH .
Pour toute p € n , 1le potentiel Nu de p est la fonction
Nu(x) =/ H(x , 3) au(y)
Pour u , v e R’ , 1'énergie mutuelle de u , v est
[Wsvl=/HNudv=/Md .
Lténergie de p est [p , pl -

Ltapplication (p , x) - Nu(x) de 5" xE dans [0, w] est semi-continue
inférieurement ; il en est de méme de 1l'application (p , v) - [p , v] de
55 x 5" dans [0, w] ; c'est immédiat en remarquant que N est limite crois-

sante de noyaux finis et continus & suppart compact.

Définition des principes.

1° Maximum k-di’~té (ol %k » 1) . - On dit que N satisfait . ce principe si

pour toute p 2 0 & support compact,
(Np £ 1 presque partout pour ) ==> (Np € k partout)

Notons que la relation du premier membre é~uivaut, & cause de la semi-continui-

te de Np a (Mp <1 sur Sp) .

L'implication s'étend aisément aux mesures & support non compact. Le principe

du maximum clsssique correspond & k =1 .

2° Principe de domination. -~ On dit que N satisfait & ce principe si, pour

+ \ , . .
toutes p et v el et a support compact, aver . d'énergie finie, on a :

(Nu € Ny presque partout pour p) => (Nu < Ny partout)

3° Type positif et type positif k-dilaté. - On dit que N est de type positif

k-dilaté (k > 1) si pour toutes p , ve il d'énergie finie et de supports

compacts disjoints, on a

(1) b P < ¥lu, Wx v, 9]

Le noyau est de type positif si k=1 .
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IEME 1. - Si N est de type positif k-dilaté, 1'inégalité (1) est valable

+ ’ : 3 )
pour toutes M , ve f  d'énergie finie.

DEMONSTRATION .

a) La relation (1) s'étend aux mesures M , v >0 d'énergie finie, et étran-
géres car elles sont alors limites croissantes de mesures a supports compacts

disjointse.
b) Soient M , v 30 quelconques d'énergie finie ; on peut poser U = pt o+ A,
=y + A, od A=inf(p, v) ; les mesures p' et V' sont alors étrangéres.
On vérifie 1l'identité :
2lp , v+ [pry, wl e[y, vl=20p ,v]+[p,p]+lv,v] .

Tous les termes de cette égalité sont finis, sauf peut=8tre [p , v] ; donc ce

terme est aussi fini.

Il en résulte que

S N(p-y) a(p~-V) aunsensetvaut [p, pl +[v, v] =2[p, v]

on peut alors & ce stade démontrer dec fagon classique que si k =1 , cette inté-
gralc ast toujours positive, et que 1l'inégalité (1) s'étend & toutes p, v, po-
sitives ou non, d'énergie finie.

liais pour démontrer la relatiom générale, nous allons suivre un chemin plus
long.

¢) Soicnt p, w>0 d'éncrgie finie ¢t soit x un ncmbre >0 »
On peut écrire :
(2) po-xo=pto-x,

o p' et V' sont étrangires et ' < H, V' £ .
Posons [{ , K] = a° y [vyvl]= p? y (B, Bt] = at® y vt ,v]= LI
La relation (R) donne :
(3) a2 - 2x[p, v] + x? b2 = a.’2 - 2x[pr , V'] + x? b'2 .
Or

[pt y ] <k a'd! (relation (1)) .
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Done

ai? - 2x[p' , v'] + L%y a® c2xkad + X b2

Comme 0 <a' <a , on vérifie alsément que le second membre est plus grand que

a2-k28.2.

Donc (3) donne

(4) PP - 2x[p 5, v] + 1% & >0 pour tout x >0 «

Si on écrit que le discriminant de ce trinfme est £ O , on obtient :
[h»vlgkab,

ce qui est la relation cherchée.

Nous allons maintenant énoncer trois lemmes utiles dans 1'étude de 1l'énergie,

sous une forme assez générale pour prévoir des généralisations éventuelles.

Pour abréger, nous appellerons fome affine positive sur un ensemble convexe

X d'un espace vectoriel, toute application f de X dans [0 , »] , telle que
Bl %) + 05 %) =0y £(x) + % £x)
pour tous X 5 X € X, et 0y O scalaires positifs de somme l. Nous n'ex~
cluons pas le cas (fréquent en analyse) ot f prendrait la valeur + .
A cette notion est associée de fagon évidente celle de forme bi-affine positive

sur le produit de deux convexes.

IEMME 2. =~ Soit X une partie convexe d'un espace vectoriel sur R , et soit

f une forme bi-affine symétrique positive sur 7 x X .

Si f(x, x) n'est pas identiquement + o sur X , et s'il existe un X, € X

qui minimise f(x . x) , ona :

fxy 3 %) 22 £x5 5 %) pour tout xe X tel que f(x %) £ o

DfJMONSTRATION. -~ Pour tout nombre h >0 et pour tout xe€ X ona :
Xy + hx Xg + hx
. ) 2 f (x5 s xo)

£ P
1 +n 1 +h

ou encore

£(xy » x) + hf(x , x) ?,2f(xo,xo)+hf(x0,xo) .



3-05
On a par hypothese f(xO ) XO) # oo ; sidone f(x, x) £ , on peut passer & la-

limite quand h - O , d'ou la relation cherchée.

Notons que si h n'était pas symétrique, on se raménerait & ce cas en rempla=-
gant f(x , y) par %{f(x sy ) + £(y » X)) ; cette remarque s'applique aussi

aux deux énoncés qui suivent.

IEMME 3. - Soit & nouveau X un convexe d'un espace vectoriel et soient f ,

g deux formes bi-affines symétriques positives sur X x X telles que f(x , %)

et g(x , x) ne soient pas simultanément égales @ O (oud + «) en aucun
W Smgrvt————ar R ———

point de X .

Si le rapport r(x) = f(x , x)/g(x , X) n'est pas identiquement + « sur X

et s'il existe un Xy € X qui minimise r(x) , on a :

g(xO ’ XO) f(xo ’ x) af(xo ’ xO) g(xo ’ x)

pour tout xe X tel que f(x , x) # .

, XO + hx
DEMONSTRATIONe - Ici encore on écrit que 1 (—-—) z;r(xb) .
1 +h

Ceci s'éerit
g(xo ’ xo) (f(xo ’ x) + hf(x , %)) ?-f(xo ’ XO) (g(xo y X) + hg(x ’ x)) .

Lorsque f(x , X) #w , on peut passer & la limite quand h = O s, d'ol la re=-

lation cherchée.

Lorsque g 1 , on retrouve comme cas particulier le lemme 2.

IEME 4, - Soient X et Y deux convexes de deux espaces vectoriels ; soient

f , g deux formes bi-affines symétriques positives sur X x X et Y x Y respec-

tivement, et soit h wune forme bi-affine positive sur X x Y .

On suppose f , g , h telles que le rapport

Ix,y =£x, 9 gy, P/hikx,y

soit partout défini sur X x Y , et non identique & e,

Stil existe (xb » Vo) € X x ¥ gqui minimise I(x,y) ona:

hixg , yg) £ » ¥ 21(xy , x5) hix , )
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pour tout x e X tel quc f(x , x)# o , et unc relation analogue en remplagant

f % par g,y

En effet, il suffit d'appliquer le lemme 3 & I(x , yo) (puis & I(x, , y))

COROLLAIRE, - Soit f wune forme bi-affine symétrique positive sur un convexe

X , telle que
' 2
Ix,y =£fx,x £fF, N/ =,

soit partout défini sur X x X .

S1il existe ( v+ € X x X qui minimise I(x , y) , ona
L Ll gxiste X5 9 Vo ona

f(xo ’ YO) f(XO ’ X)>f(x0 ’ XO) fx , YO)

. pour tout x € X tel quoe f(x , x) £ o, et la relation analoguc obtenue en rem-

plagant Xy , J5 » X par ¥, 5 X5 5 ¥ o

IEMME 5. - Soit N wun noyau sur E ; soient A , B deux compacts disjoints de

E tels que 1l'application (x , y) - N(x,y) de A xB dans [0, «] soit

finie et continue, et tels que [u , pu] et [v ,v] soient #0 pour toute

me sure p>0 sur A et toute mesurc y> 0O sur B .

On pose
2
T ,v) =[p s pl x v, vl/ip,v]
ot pe W (A) et p£0, ve W' (B) et vAO.

Si I(p,v) n'est pas identique 3 « , il existe ua couple (Mg » Vo aui

minimise I(p , v) , et pour chacun de ces couples on a @

b Npo a Nvo presque partout pour Ho

b Ny, = ¢ Npy presque partout pour v, ,

ot a=lpy s ol s b=lpy s vol s c=lvy s vle

Ces trois quantités sont finies et non nulles.

il
DEMONSTRATION. — Par raison d'homogénéité évidente, nous pcuvons supposer H et
¥ de masse totale 1 ; soient respectivement X et Y 1'ensemblc de ces M et
de ces V.
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Comme [p , pu] et [v ,v] sont semi-continues inférieurement sur X et ¥,
et £0, et comme [p ,v] est fini et continu sur X x ¥ , I( , v) est défini
et semi-continu inféricurement sur X x Y , donc atteint un minimum ( £ «) pour
un couple (po 9 vo) s le fait que ce minimum est fini entraine en particulier
que a et c¢ sont finis ; b 1l'est aussi ; comme par hypothése a et ¢ £0

et ac/b2 £ o , On a aussi b £ 0 . Le corollaire du lemme 4 montre que 3
b/ Ny dp > a /Nvo du pour toute p >0 d'énergie finie portée par A .

Donc b N}AO > a Nvo sur A sauf sar un ensemble qui est de H~mesure nulle

pour toute mesure M d‘'énergie finie sur A .

Cette inégalité a licu en particulier pour K =Hq ;5 donc comme
b/N'“OdHO—"a/NvOd“O ,

on a bien

b Npo = a Nvo presque partout pour Ho .
La seconde inégelité s'établit de la méme fagon.

LEMME 6. - Pour tout noyau N sur E , l'ensemble F des x de E tels que

Ns;x =0 , est fermé (on 1l'appelle la partie impropre de E) ; tout potentiel

stannule sur F .

Si p' désigne la restriction d'une mesure K 30 au complémentaire de F ,

on a

Np = Np! E_E[le"-]=[}l"}"-'] .
En outre (N =0) <=> (' =0) »

Ce lemme est immédiat ; il permettra de toujours supposer par la suite que le

noyau N est tel que Nax # 0 quel que soit x (il suffit de remplacer E par

le complémentaire de F , qui est aussi un espace localement compact) ; un tel

noyau sera dit effectif.

IEMME 7. = Soit N wun noyau effectif.

Si N satisfait, soit au principe de domination, soit au principe du maximum

k~-dilaté, toute mesure positive non nulle a une énergie non nulle.
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En effet
(/Mudup =0) => (=0 sur Sp)

Si N satisfait au principe de domination,la relation (Np £ NO sur SH) en-

trafne Np = O partout.

Si N satisfait au principe du maximum k-dilaté, la relation (Np =0 sur

S{) entrafne aussi Np = O partout.

Dans les deux cas ceci entrafne p =0 puisque N est effectif.

LEMME 8. - Soit N un noyau sur E et soient A , B deux compacts disjoints
de E .

I1 existe des noyoux N'g N tels que

1) N* =N sur A x A et BxB,
2) La restriction de N' & A x B est finie et continue.

L'ensemble de ces N' est ordonné filtrant croissant et a pour limite N .

En effet, soit ¢ une application symétrique continue de E x E dans [0 , 1],
nulle hors d'un compact, valant 1 sur A x B et valant O sur A x A , BxB
(i1 en existe).

Comme N est limite de 1'ordonné filtrsnt croissant des noyaux & finis et
contimus N , et comme (1 -¢) 30, N est aussi limite de 1l'ordonné filtrant

S~

croissant des noyaux N' suivants :
Nt = 9% + (1 -9) N .

Ces noyaux N!' satisfont aux conditions imposées.

IEMME 9. - Soit N un noyau sur E ; soient A , B deux compacts disjoints

de E ; et soient p, v deux mesures 20 gquelconques portées par A et B res-

pectivementi.

Si N satisfait au principe de domination, on a

[y vPelpsple,v]l .

Si N satisfait au principe du maximum k~dilaté, on a

ps v ¥lp, plxv,v] .
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’
DEMONSTRATION. - D'apreés le lemme 6, on peut supposer que N est effectif ;
soit alors N' un noyau < N, tel que la restrictionde N' & A x B soit

continue, ¢t tcl que N' =N sur A xA et Bx B .

Les conditions du lemme 5 sont réalisées pour N' , A , B ; désignons par

I'(p , v) le rapport introduit dans ce lemme, et relatif & Nt .

On peut avoir I'(p , v) didentique & o j sinon il existe (lemme 5) un couple

Hy » Vo minimisant I'(n, v) ; si 1'on définit les a' , b' , e¢' , rclatifs a
N' 'y By s Vg » on a d'aprés le lemme 5 @
bt N'po = a! N'vo presque partout pour Ho .
Done comme la restriction de N'yy; & A est continue et que N'h, est scmi-
continue inférieurement, on a
bt Ntpy < at Nty, partout sur Spy ; et de méme :
(5)
b' N'yy et Nty partout sur Sv, .
Ces relations montrent (puisquc a' , b' , ¢t sont finies et non nulles) que :-
Sur Spy , N'py (=Npyy) est barné
(6)
Sur Swy » N'vo (= N-VO) est borné .

D'autre part,d'aprés les hypothéses faites sur N' et N , les rclations (5)

entrafnent aussi

b! Npy < a' Ny, sur  Sp,

(7

b! Nvo,g c! NHO sur Svo .

51 N satisfait au principe de domination, les inégalités (7) sont valables

partout, d'ou par multiplication

b'2 < ate!
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Si N satisfait au principe du maximum k-dilaté, comme d'aprds (7) Mu, est

borné sur S]J.o , N;.LO est partout borné ; de méme pour Nvo « Posons alors
u = sup Nuy sur S\)O et v =sup W, sur Sy, .

Les relations (7) et le principe du maximum k-dilaté donnent

(b'NpO Sea'v sur Su) done (b' Nyju<k 2'v partout), done enfir

btu Lk a'v
et de méme
b'v <k c'u
dtou la multiplication
pr? skz a'e! .
On a donc dans ces deux cas, et pour toutes u , v , ou bien I(n, v) = , ou
bien
I(p, 3 3b%/arc!
Autrement dit
(fMrp dv)2 < kz(fN’H dv) (/ N'vdy) (ob k =1 éventuellement).

Quand N' o N, les deux membres tendent vers les intégrales relatives & N ,

d'ol les relations cherchées.

THECREME (2). - Soit N un noyau sur E , et soient M, V deux mesurss posi-

tives quelconques sur E .

§_j; N satisfait au principe de domination, on a

[p, v]zs[p, Wx v, v .

Si N satisfait au principe du maximum k-dilaté, on a

[py < lp, dxlv, s ..

DEMONSTRATION, - Si p et v sont d'énergie finie, ces inégalités sont consé-

quences des lemmes 1 et 9.

(2) Ce théoréme étend le résultat de NINOMIYA ; celui-ci supposait N >0 et
continu hors de la diagonale, et k =1 . On pourrait, dans le méme esprit, gé-
néraliser d'autres résultats analogues de NINOMIYA.
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Si p est d'éncrgie non nulle et v d'énergie infinie, les inégalités sont

immédiates (de méme en intervertissant p et v )

Si M est d'énergie nulle, c'est que KM est portée par la partie impropre de
E (lerme 6) et alors Np =0, donec [p , v] = 0 et les inégalités sont vérifides
(de mdme si v est d'éncrgie nulle).

REMARQUE 1. - Pour démontrer 1'inégalité relative aux noyaux satisfaisant au
principe du maximum k-dilaté on pourrait, au lieu de se ramener au cas d'un no-

yau effectif en supprimant la partie impropre de E , opérer aings’ ¢

On remarque que si N satisfait & ce principe, il en est de méme de N + € quel-
le que soit la constante € >0 ; on établit 1'inégalité pour N + € qui est >0

donc effectif, puis on passe a la limite pour & =~ O .

REMARQUE 2. = Le théoréme qu'on vient d'établir suppose essentiellement que N
est semi-continu inférieurement ; nous montrerons dans un autre travail, par une
méthode plus compliquée, qu'il s'étend & t-:t noyau~fonction ; nous montrerons

également qutil s'étend & tout noyau-mesure de convolution.
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