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THÉORÈMES DE CONVERGENCE

Gustave CHOQUET

Faculté des Sciences de Paris

, Séminaire de
THEORIE DU POTENTIEL

Année 1958/59

Pour éviter des complications d’énoncé nous ferons la théorie dans un espace

compact.

NOYAU. - Soit E compact ; le noyau N est une application universellement

mesurable de E x E dans [0 , ~]. On appelle N l’adjoint de N ; on déf i-

nit la N-capacité et la N-capacité comme dans ~2~~ auquel nous renvoyons pour
les notationse Les mesures utilisées seront de Radon et positives.

On montre aisément que l’ensemble des x où N (x)  h a une /h ;
et que la capacité intérieure est dénombrablement sous-additive pour les ensem-

bles universellement mesurables.

Les expressions nA peu près partout" (p. p. p.) et "quasi-partout" (q, p.) as-
sociées à une capacité se définissent respectivement avec la capacité intérieure

et la capacité extérieure.

DEFINITION. - On dit que N satisfait au théorème de convergence à p. p. p.

(resp. q. p.) si, pour toute suite on a : lim inf N~ : Hm sup ~. ,.
N - à p. p. p. (resp. q. 

DÉFINITION. - Soit f une fonction de compact (définie sur K(E)). On pose :

Vf(K) = variation de f sur K = sup S f (K ) pour toutes les sous-familles

finies disjointes de compacts de K .

THEORE:ME 1 . - Soit N un noyau sur E te l que
v 

"

(1) Pour tout K de N-capacité non nulle, il sur K telle ue

Nil soit finie et continue hors de K ,avec 1 partout et arbitrai-
-.. 

V 
. ’ t20142014*20142014.

rement voisine de N-cap K .
y v

(2) Pour tout K de N-Capacité non nulle la variation de N-cap sur K

e st inf inie (ceci a lieu pour tous les noyaux usuels).
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Alors N satisfait au théorème de convergence à p. p. p.
v

Notons que (1) est satisfaite lorsque par exemple N est régulier ou N conti-

nu. La condition (2) est inutile lorsque N est semi-continu intérieurement

(s. c. i.) , et que Il (limite des n) est somme d’une mesure portée par un

ensemble de N-capacité intérieure nulle, et d’une mesure normale.

REMARQUE. - Lorsque N est s. c. i. , dire que (2) n’est pas vraie équivaut à :

(2) : Il existe un A compact et une p sur A avec Np continu, et un h  1

tels que

Pour démontrer le théorème 1 , on utilisera le lemme 1 :

LEMME 1. - Soit N satisfaisant à (l) . et soit n ~  ; alors :
’ "’ ’ ’ ’ ’ ’ 

v 

" ’ " "

liminfNp N-àp. p. p. sur K pour tout K tel que

p(K) =0 (et N-q. p. si N est s. c. i.) .

DEMONSTRATION. - Soit e &#x3E; 0 ; p se décompose en  = ’ + ni où ~03C0’~  g

portée par un compact C disjoint de K.

On peut écrire n = ’n + où ~03C0’n~  e et les ’n sont portés par un

voisinage compact V de C disjoint de K , 
y y

Soit v sur K avec Nv bornée (par a) et N’V continue sur V . Supposons

qu’on ait sur K 1 Alors :

Or l’intégrale ~~ écrit :

L’un des morceaux p 0 ; l’autre est maj oré par ar e est indépendant
de a et v , d’où c ontr adiction.

On se ramène ensuite à ceci :

Soit K de capacité /:. 0 , avec sur K : N~, + b ~ K portant une mesuren
.
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.., 
D’après (2) , pour tout entier k , il existe K’ c fi avec cap K~ ~ 0 et

N-eap K’ &#x3E; k v ~K’ ) 9 posons = e .

On peut remplacer Il et n par ’, ’n portées par un compact disjoint de

avec les compléments 1Tn et 03C0 de ncrme  2e . Soit 03BB

la mesure sur K’ , avec NX  1 et NX continue hors de K’ , et Î voisi-

ne de N-cap K’ o On a :

Comme plus haut, une partie - 0 , l’autre est majorée par 2e . Il y a contra-

diction car kb peut être arbitrairement grand, donc dépasser 2.

THEOREME 2. - Soit N s. c. i., continu hors de Da, et vérifiant (2). Alors
N satisfait au théorème de convergence q. p.

On utilisera le théorème 1 et le fait (étudié ailleurs) qu’il y a N et N-ca-

pacitabilité pour les K’03C303B4 et de capacité intérieure 0 est aussi
de capacité extérieure 0 .

Familles filtrantes décroissantes de potentiels.

LEMME topologique.-Soit E un espace topologique ; il y a équivalence des pro-
priétés A ~ B suivantes :

(~) Tout sous-espace partout dense de E contient une partie dénombrable par-
tout dense (par exemple E est à base dénombrable d’ouverts, ou bien E con-

tient une partie dénombrable D partout dense et tout point de D a une base

d,énombrable de voisinages).

(B) Pour toute famille fi d’applications de E dans [-00 ~oo] ~ il existe
10 dénombrable contenu dans 1 avec (fI)* = (fI o )*

f désigne la plus grande où 

En effet, si (f.) est faux, soit X ~ E , avec ? = E et X non séparable.
Soit (f ) (a e X) la famille suivante s
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Evidemment (fX) * = 0 ; mais pour tout X0 dénombrable, (fI) *= 0 seulement

sur 

. 

Si (1,) est vrai, soit X 
c 

l’ensemble des points x de E tels que

(fI) * 1  e ; est partout dense.

Soit Y 
E 

une partie dénombrable partout dense de X . Pour tout x e Y~ ,
il existe i e I tel que Ir. 1. (x) - (fI) * 1  e ? soit 1 l’ensemble de ces i .

L’ensemble cherché est :

Ce lemme étend un résultat utilisé antérieurement 

DEFINITION. - Soit G un noyau et f une application de E dans ? .
v

On dit que f est G-continu si pour tout e &#x3E; 0 , il existe un ouvert 03C9

tel q ue G-cap 0)  e et tel q ue la restriction de f à (E i 0) soit f inie

et continue.

LEMME 2. - Pour tout noyau G s. 3. i., et toute qui soit G-normale,

G  est G-continue.

~ 

C’est immédiat*

COROLLAIRE. - Soit G régulier et s. c. i. t Gp. fini -presque partout.
A lor s Gp. e s t G-continu.

Par exemple, si G est régulier d’énergie finie, G  est G-continu.

THEOREME 3 (conséquence du lemme 2). - Soit G régulier e t s. c. i. ! et

n ~  avec les C n qui soient G-continus. Alors

G  = inf G n, G-quasi partout.

Par e xemple G e t G réguliers e t chaque G n e st f ini n-presque partout.

On utilisera le fait que l’ensemble exceptionnel se ramené ici à l’étude d’un

’.-



12-05
Construction de noyaux singuliers.

1° Il existe des noyaux de composition dans Rn, symétriques, finis continus
hors de A , et infinis sur 0394, et pour lesquels le théorème de convergence
à p. p~ p~ est faux.

Par exemple, dans R2 prendre N(x , y) = F(x - y) où F est une fonction

dont le support ne rencontre l’axe des x1 qu’en 0 , avec

Pour un tel noyau, la capacité d’un ensemble contenu dans une droite

x2 = constante est égale à sa mesure de Lebesgue ; donc N ne vérifie pas la

condition (2). On vérifiera que le théorème de convergence n’est pas satisfait.

DAns R2 , 1/r + le noyau précédent convient aussi.
2° De même il existe des noyaux de composition dans Rz ne satisfaisant pas

à (1) ~ par exemple en prenant F = 1/r sauf 1 , où F = 0 .

B ons noyaux.

On appe ller a bon noyau sur E c ompac t (N e B) s i N&#x3E;,0~s~c.i.~ continu
hors de 6 , satisf ait à (2) , vérif ie le théorème de convergence, et la capa-
c itabilité de s 

Par exemple N régulier continu hors de L1 9 ° (en particulier, dans R2 les
~(r) décroissants).

Notons que pour tout noyau de composition N e B avec N (0) = ce , N &#x3E; 0 et

c ontinu hor s de A , il y a de s N’  N où B , malgr é un comportement
assez régulier.

Par exemple , dans R , prendre N’ partout nul sauf dans de petits carrés
très rares convergeant vers 0 .

Equilibre et capacité.
Soit G un noyau %0 et s. c. ;i. sur E localement compact.

DEFINITION. - On dira que G satisfait au principe de l’équuilibre pour le

compact K s’ il existe 0 sur K telle que

v

 1 partout, et = 1 ~ G-q. p sur K .

Une telle p s’appelle mesure d équilibre de K.
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v

Il est immédiat qu’on pourrait remplacer la condition G~ - q. p par-
y

G - à p~ p. p. parce que l’ensemble exceptionnel est un K 
c 

et que tout K 
(]

de capacité intérieure nulle est aussi de capacité extérieure nulle.

Il est évident que la masse totale 1l1-l1B est ~ G-cap K .

v 

PROPOSITION 1. - Si G satisf a it au principe de l’ équilibre pour K , on a

G-cap K ~ G-cap K .

En effet soient  la mesure d’équilibre, et K’ l’ensemble des points où

G Jl = 1 ; on a alors (voir l’inégalité rappelée en t#te de ce travail)

Or K et K’ ne diffèrent que par un ensemble de G-capacité 0 , d’où la

relation.

COROLLAIRE. - Si G et G satisfont à l’équilibre pour K , on a

et pour toute mesure d’équilibre  sur K on a ~ ~ = Gooocap K .
y

On a donc aussi pour tout ensemble X égalité des G et G-capacités intérieure

et extérieure, lorsqu’il y a équilibre pour tout compact, pour G et G.

THÉORÈME 4’ - Si maintenant en outre E est compacta et que tout ouvert de
~ 

y
E est un K03C3, et si G et G sont réguliers et .satisfont au principe de l’é-
quilibre pour tout compact, il existe pour tout X c E une  sur X’ telle que

~ ~ = cap* X et 1 , q. p. sur G   1 partout.

En outre la capacité satisfait à la propriété de croissance :

et toute 03BD sur X telle que q. p. sur X vérifie ~03BD~  cap* X .

DÉMONSTRATION. -
(a) Soient X ouvert et X = U K , K compact croissant avec cap K ....

.cap 1 . Soit p. une mesure d’équilibre de Kn. Par extraction, on se ramène
au cas où u. ... Jl; et alors ~ ~ = cap X . Comme 1 partout, idem pour

Puis comme lim G% = 1 , q. p. sur X on a (théorème de convergence)
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(b) Soit une suite décroissante d’ ouverts contenant un ensemble X donné,

avec cap* X = lim cap w , et tels que X = il 10 .
n n

Soit p une mesure d’ équilibre de w (portée par w) ; par extraction
n n n

-+ J.1 . 0 n n 1 et 1 , qe p. sur X , puisque = 1 q. p. sur

X (théorèmes de convergence) .

(0) Soit v sur X avec 1 , q. p. sur X. Soit XI l’ensemble des x

où 1 . On sait que G-cap or X , à un q. p. près, donc

(d) Soit (X ) croissante, et soit n une mesure d’équilibre de X .n n n

Par extraction 1 J i et Gp n 
= 1 , q. p. sur Xn, d ’où grfce au théorème

de convergence , la propriété de base de la Cet énoncé étend un énoncé ana-

logue de Kishi qui supposait en outre G symétrique, partout continu, fini hors
et E-métrisable.

Application de la notion d’encombrement.

Dans notre travail sur le diamètre transfini (exposé n° 4) , nous avons défini
une notion générale d’encombrement ; nous al lons en étudier ici un cas particulier.

/

DEFINITION. - Soit G un noyau sur E compact (cette restriction évitera cer-
taines complications d’ énoncé). Pour tout X cE, on posera f (X) = inf pour

toutes les p 0 sur E telles que l’on ait 1 , G - q. p. sur X.

Propriétés de f (encombrement).
On suppose G fini continu hors G et G réguliers.

1° Croissance et sous-additivité dénombrable.

2° Pour tout X , il existe}.! avec = f(X) et 1, G - q. p. sur

X (conséquence du théorème 1).

3° X = 0) ~ (f (X) = 0) . Le ~ résulte de la définition, le ==.
r ésulte de 30 ,

4° Si (X ) est croissante , f (UX ) = lim f (X )n n n
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5° (f continue à droite pour tout compact) ===&#x3E; (f continue à droite pour

tout compact de G-cap nulle) =&#x3E; (Pour tout compact K de G-cap nulle , il

existe ~ sur E avec C sur K ) .

6° Pour tout X et tout e &#x3E; 0 , il existe un ouvert w tel que X c LJ à

l’exception d’un ensemble de G-cap* nulle et tel que cap* 00 cap* X + e . Dire
que l’inclusion peut être stricte équivaut à la condition 5°.
v

7° On a f ; car soit  &#x3E; 0 = à E près et

1, G - q. p, sur X . L’ensemble Y des x où G 1 est de

Jl’ (E) = f(X) ; or X c Y , à un ensemble près de G-cap* nulle ; d’où

la relation (en fait ceci serait vrai en supposant seulement G semi-continu

inférieurement).

COROLLAIRE (de 4° et 5°). - Même hypothèse sur G ; de plus on suppose que pour
v 

~-- ’ 
~ 

" ’ 
~ 

- ’

tout K de G-cap nulle, il existe une J.l telle que sur K.

Alors tout ensemble est f-capacitable.

CONSEQUENCES. - Sous les hypothèses faites, on sait que

Soit alors X un ensemble K-analytique.

COROLLAIRE. - Soit G ~ 0 ~ s. c. i, , symétrique et régulier, fini continu hors

de + co sur A (ce qui entraîne d’ ailleurs E métrisable. Alors tout

K-analytique X est f-capacitable, et en outre

Si, de plus on a G-cap K = f (K) pour tout compact (ou même seulement pour une

famille de compacts dont les intersections décroissantes constituent tous les

compacts de E ) ~ on a

La théorie se simplifie un peu lorsque dans E , tout ouvert non vide a une

G-capacité non nulle ; c’est le cas des noyaux classiques.
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