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, Séminaire de
THEORIE DU POTENTIEL

Année 1958/59

\
THEOREMES DE CONVERGENCE

per Gustave CHOQUET

Pour éviter des complications d'énoncé nous ferons la théorie dans un espace

compacte

NOYAU, - Soit E compact ; le noyau N est une application universellement
v
mesurable de E x E dans [0 ,w] « On appelle N 1'adjoint de N ; on défi-
v
nit la N-capacité et la N-capacité comme dans [2], auquel nous renvoyons pour

les notationse Les mesures utilisées seront de Radon et positivese

v
On montre aisément que 1l'ensemble des x ou Nu(x)>h a une N-cap* < Hp.“ /h
et que la capacité intérieure est dénombrablement sous~additive pour les ensem=-
bles universellement mesurablese
Les expressions "a peu prés partout" (p. p. p.) et "quasi~-partout" (qe p.) ac-
socides & une capacité se définissent respectivement avec la capacité intérieure

et la capacité extérieure.

Df:FINITION. ~ On dit que N satisfait au théoréme de convergence & DPe Pe Do
v‘res\p. qe ps) si, pour toute suite B, » By onai liminf Np <N < lim sup Ny
N =& pe po po (respe Qo Do) o

’, .
DEFINITION. - Soit f une fonction de compact (définie sur X(E)). On pose &
Ve (K) = variationde f sur K=sup I f(Ki) pour toutes les sous-familles
finies disjointes de compacts de K .«

THEOREME 1. - Soit N wun noyau sur E tel que

v
(1) Pour tout K de N-capacité non nulle, il existe p sur K telle que
h'd A d
Ny soit finie et continue hors de K , avec Nu £ 1 partout, et ]  arbitrai-

hd
rement voisine de N-cap K

v v
(2) Pour tout K de N-capacité non nulle, la variation de N-cap sur K

est infinie (ceci a lieu pour tous les noyaux usuels).
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Alors N satisfait au théoréme de convergence & ps pe Do

v .
Notons que (1) est satisfaite lorsque par cxemple N est régulier ou N conti=-
nu. La condition (2) est inutile lorsque N est semi-continu inférieurement
(e co 1s), et que p (Llimite des pn) est somme d'une mesure portée par un
v

ensemble de N-capacité intérieure nulle, et d'une mesure normales

REMARQUE. ~ Lorsque N est se ce i. , dire que (2) n'est pas vraie équivaut a 3
v
(2): I1 existe un A compact et une p sur A avec Np continu, et un h>1

tels que

v
p(X) € N-cap K< hpu(K) pour tout K cA .

Pour démontrer le théoréme 1, on utilisera le lemme 1 @

IEME 1. = Soit N satisfaisant & (1), et soit B, = M ; alors s

v
lim inf ans M £ 1lim sup Np.n s N =2 pepe pe sur K pour tout K tel que
v

p(K) =0 (et N =ge pe si N est se ce i) o

DEMONSTRATION. - Soit €3> 0 ; M se décompose en p = + 71 ou |l <e
et p!' portée par un compact C disjoint de K .

3 = ut t 5 - ' 2

On peut écrire By = W, v+t ou Hz:'nﬂ <e et les M n sont portés par un

voisinage compact V de C disjoint de K , avec p'n > u' .

v v
Soit v sur K avec Nv bornée (par a) et Nv continue sur V o Supposons
qu'on ait sur Kt Np+ b $Np.n o Alors

SO, =N av 2blbll .
Or 1'intégrale stéerit :
[, - v o e

Ltun des morceaux - O ; l'autre est majoré par ea ; ar € est indépendant

de & et v , d'ol contradiction.
On se raméne ensuite & ceci @

Soit K de capacité #£0 , avec sur K: Np+b<Np , K portant une mesure
v s Koo
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| Dl'aprés (2), pour tout entier k , il existe K'c & avec cap K! #0 et
v
Nesap K > kv (X') ; posons y(K!) = ¢ .

On peut remplacer p et W, per [T p,'n portées par un compact disjoint de
K' y et W - p', avec les compléments n, et n de ncrme < 2e . Soit A
v v
la mesure sur K' , avec NA <1 et NA continue hors de X! , et H?\.H voigi=
v
ne de Necap K! , On a s

J (M = Hp) ar >b [N-cap || > ¥bz .

Comme plus haut, une partie - 0 , 1l'autre est majorée par 2¢ . Il y a contra-
diction car kb peut 8tre arbitrairement grand, donc dépasser 2.

THEOREIE 2. - Soit N s. co 1., contim hors de A , et vérifiant (2)e Alors
N satisfait au théoréme de convergence q. p.

v
On utilisera le théoréme 1 et le fait (étudié ailleurs) qu'ilya N et Neca-
pacitabilité pour les Kc;é s etqutun Kcéc de capacité intérieure O est aussi
de capacité extérieure O .

Familles filtrantes décroissantes de potentielse

LEMME topologique«=-Scit E un espace topologique s 11 y a équivalence des pro-
priétés L , B suivantes 3

(4) Tout Sous-espace partout dense de E contient une partie dénombrable par-

tout dense (par exemple E est & base dénombrable d'ouverts, ou bien E con-

tient une partie dénombrable D partout dense et tout point de D a une base

dénombrable de voisinages).

(B) Pour toute famille f, d'applications de E dans [-w , »] , il existe

I, dénombrable contenu dans I avec (fI) w © (fIO) &

(ou £, désigne la plus grande fonctitn s. ce. i. < f , et ol f; = inf £,) &
, ied

En effet, si (&) est faux, soit X CE , avee X =E et X non séparable.

Soit (fa) (a € X) 1la femille suivante

f,() =0 et £,(0) =1 si x£a.
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Evidemment (fy) =0 3 mais pour tout X; dénombrable, (fy ),= O seulement
(0]
sur X AE .

Si  (4) est vrai, soit Xe 1l'ensemble des points x de E tels que
]fI - (fI)*I < e 3 l'ensemble X  est partout dense.

Soit Ys une partie dénombrable partout dense de Xs o Pour tout xe Ye ’
il existe 1€ I tel que lfi(x) - (fI)*l <e ; soit I_ 1'ensemble de ces 1 .

L'ensemble cherché cst :
(=]
IO = ,iJ 11/2n °
Ce lemme étend un résultat utilisé antérieurement dans [1].

DEFINITION. - Soit G un noyau et f une applicationde E dans R .
v
On dit que f est Gecontinu si pour tout € > 0 , il existe un ouvert W
tel que a—cap w<e et tel que la restrictionde f & (E =0) soit finie

et continue.

IEMME 2. - Pour tout noyvau G se 0o 1sy et toute p qui soit Genormele,

v
Gu est G-continue.

Ctest immédiat.

COROLIAIRE. = Soit G régulier et @e c. is et Gp fini p-presque partout.

Alors Gp est G-continu.

v
Par exemple, si G est régulier et p d'énergie finie, G4 est Gecontinu.

7/ ~
THEOREME 3 (eomséquence du lemme 2). - Soit G régulier et se ceo 1., et
B, B avec les G qui soient G-continus. Alors

v
Gp = inf Gpn » G=quasi partout.

v

Par exemple G et G réguliers et chaque Gp-n est £ini }ln-presque par tout.

On utilisera le fait que l'ensemble exceptionnel se raméne ici & 1'étude d'un

K‘o
g



12-05
Construction de noyaux singuliers.

1° I1 existe des noyaux de composition dans R , Symétriques, finis continus
hors de A , et infinis sur A , et pour lesquels le théoréme de convergence

& pe Do Po est fauxe.

Par exemple, dans R? prendre N(x , y) =F(x~-y) ot F est une fonction

dont le support ne rencontre l'axe des X qu'en 0 , avec
/F(’ﬁ,xz)dxl=l pour tout xz;éo.

Pour un tel noyau, la capacité dfun ensemble contenu dans une droite
X, = constante est égale & sa mesure de Lebesgue ; donc N ne vérifie pas la

condition (2). On vérifiera que le théoréme de convergence n'est pas satisfaite
Dgns R? , l/rl/2 + le noyau précédent convient aussi.

2° De mfme il existe des noyaux de composition dans R2 ne satisfaisant pas

a4 (1), par exemple en prenant F = 1/r sauf sur %, = 1,08 F=0,

Bons noyaux.
On appellera bon noyau sur E compact (N & B)  si N> 0 , se co i., continu

hors de A , satisfait & (2), vérifie le théoréme de convergence, et la capa=

citabilité des K-'ob .

Par exemple N régulier continu hors de A ; (en particulier, dans R2 les

®(r) décroissants).

Notons que pour tout noyau de composition Ne€ B avec N(O) =ew , N> 0 et
continu hors de A , il yades N'< N ou N' ¢ B , malgré un comportement

assez régulier.

Par exemple, dans R? » prendre N' partout nul sauf dans de petits carrés

trés rares convergeant vers O .

Equilibre et capacité.

Soit G un noyau >0 et se c.,i. sur E localement compacte

-/
DEFINITION. - On dira que G satisfait au principe de 1'équilibre pour le

compact K s'il existe une P >0 sur K telle que

v
Gu<1l partout, et Gu =1, G-gqo p sur K.

Une telle p s'appelle mesure d'équilibre de K .
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v
I1 est immédiat qu'on pourrait remplacer la condition G = ge p  par-
v
G - & pe ps pe parce que l'ensemble exceptionnel est un Kc et que tout Ko

de capacité intérieure nulle est aussi de capacité extérieure nullee

< G—Cﬂp K .

~

I1 est évident que la masse totale |[[u|| est

PROPOSITION 1. = Si G satisfait au principe de 1l'équilibre pour K, on a
. 2
G=cap K < G-cap K «

En effet soient M 1la mesure d'équilibre, et K' 1l'ensemble des points ou

GHh=1 ; on a alors (voir 1'inégalité rappelée en t&te de ce travail)

v
G-cap K < [|pl| < Gecap K .

v

Or K et XK' ne différent que par un ensemble de G-capacité O , d'olu la
relation.

v

COROLLAIRE. - S8i G et G satisfont & 1'équilibre pour K , on a

v
G-cap K = G=cap K

et pour toute mesure d'équilibre p sur K on a Hp“ = G~cap K .

v
On adonc aussi pour tout ensemble X égalité des G et G-capacités intérieure

v
et extérieure, lorsqu'il y a équilibre pour tout compact, pour G et G .

THEORE! E 4. = Si maintenant en outre E est compact, et que tout ouvert de
v

E est un Kc set si G et G sont réguliers et satisfont au principe de 1'é-

quilibre pour tout compact, il existe pour tout X ¢ E une p sur X telle que

lull = cap™ X et Gu=1, qe po sur X , et Gp<1 partout.

En outre la capacité satisfait & la propriété de croissance @

cap*(UXn) = lim cap’ X osi X /'

et toute y sur X telle que Gy >1 q. ps sur X vérifie Hv” > cap* X .

DEMONSTRATION. -

(e) Soient X ouvert et X =U Kn ’ Kn compact croissant avec cap Kn -»
.cap X « Soit M, une mesure d'équilibre de Kn « Par extraction, on se rameéne
au cas ou M, - 3 et alors llull = cap X « Comme Gu, < 1 partout, idem pour

Gp + Puis comme 1im Gy =1 , q. p. sur X ona (théoréme de convergence)
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Gu=1,qs po sur X

(b) Seit w, une suite décroissante d'ouverts contenant un ensemble X donné,

avec cap" X = lim cap Wy s et tels que X = 0 Un .

Soit M, une nmesure dtéquilibre de w, (portée par 'L'Jn) 3 par extraction

By, = H +Ona Gugl et Gu=1,qg. p. sur X , puisque Gp,n=l Qe Do SUr

X (théorémes de convergence).

v
ou Gy(x) >1 « On sait que G-cap X' < “v

Par extraction By = K3 et Gj.tn

(c) Soit v sur X avec Gy >

> 1, qe po sur X . Soit X' 1l'ensemble des x

| 5 or X*> X , & un ge pe pres, done

v
G*-cap X = GY*—cap X £ G=ecap X' L ”v“ .

(d) Soit (Xn) croissante, et soit p = une mesure d'équilibre de X .

1

1,q.pesur X ,dtol grfice au théoréme

de convergence, la propriété de base de la cap‘s Cet énoncé étend un énoncéd ana-

logue de Kishi qui supposait en outre G symétrique, partout continu, fini hors
de A, et E-métrisable.

Application de la notion d'encombrement.

Dans notre travail sur le diamdtre transfini (exposé n° 4), nous avons défini

une notion générale d'encombrement ; nous allons en étudier ici un cas particulier.

7/
DEFINITION. - Soit G un noyau sur E compact (cette restriction évitera cer-

taines complications d'énoncé). Pour tout X cE , on posera £(X) = inf “}J.“ pour

X

toutcs les p>0 sur E telles que 1'on ait Gu>1,G=-qe pe sur X.

Propriétés de f (encombrement).

v
On suppose G fini continu hors de A , G et G réguliers.
1° Croissance et sous-additivité dénombrable.

v
2° Pour tout X , il existe p avec ||| = £(X) et Gp>1, G=qg. p. sur

(conséquence du théoreme 1).

v
3° (G-caP X = 0) <=> (£(X) = 0) . Le => résulte de la définition, le <=

résulte de 3°,

4° 81 (X ) est croissante, £(UX) = lim f(Xn)
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50 (f continue & droite pour tout compact) <==> (f continue & droite pour
v
tout compact de G-cap nulle) <==> (Four tout compact K de G~cap nulle, il

existe B sur E avee G = sur K).

6° Pour tout X et tout e 3 0 , il existe un ouvert w telque X cw a
1'exception d'un ensemble de G-ca;]:,)*nulle et tel que cap* wL cap’l= X + € o Dire

que l'inclusion peut &tre stricte équivaut & la condition 5°.

7° On a, E—cap <f ; car soit >0 avec M(E) = £f(X) & & prés et
G >,i s G=ge pe sur X . L'ensemble Y des x ol CP-VZI est de
Gecap < W(E) = £(X) 3 or Xc Y, 3 un ensemble prés de G-cap® nulle ; dfol
la relation (en fait ceci serait vrai en supposant seulement G semi-continu

inférieurement) .

COROLLAIRE (de 4° et 5°). = M&me hypothése sur G ; de plus on suppose que pour
v
tout K de G-cap nulle, il existe une p telle que Gu=o sur K.

Alors tout enscmble K-analytique est f=-capacitable.

7/
CONSEQUENCES. « Sous les hypothéses faitcs, on sait que

v v
(G=cap K = 0) <> (G~cap K) = 0 , donc (G-cap* X =0 <= (G-cap* X=0)-

Soit alors X un ensemble K-analytique.

]

(Gmcap, X = 0) => (£, (0 =0) => (£(¥) =0) = (G=cag*X = 0)

i

0)) si G est trés-régulier au sens de

Donc (G—cap* X =0) => (G-cap® X
[1]e On peut donc énoncer

COROLLAIRE. - Soit G >0 , s. c. i., symétrique et régulier, fini continu hors
de Ayet + o sur A (ce qui entrafne dtailleurs E métrisable. Alors tout

K-analytique X est f-capacitable/ et en outre

(G-cap* X =0) => (Gecag® X = 0) .

Si, de plus on a Gecap K = £(K) pour tout compact (ou méme seulement pour une
famille de compacts dont les intersections décroissantes constituent tous les

compacts de E ) , ona

Gecap'X = £ (X) pour tout X .

La théorie se simplifie un peu lorsque dans E , tout ouvert non vide a une

G=-capacité non nulle ; c'est le cas des noyaux classiquese
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