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APPLICATION DE L4 FRONTIERE DE R.S. MARTIN

A L'ETUDE AXIOMATIQUE DU PROBLEME DE DIRICHLET

par Mlle Linda NAIM

I, Etude axion~tique du probléme de Dirichlet.

1. Rappel d'une premiére axiomatiquce

Rappslons d'nbord les bases d'une forme élargie d'une ancienne axionatique du

probléme de Dirichlet, forme développée dans [2 ]

Soit £L un espece de Green supposé sous-cspace partout dense d'un espace

o
nétrique complet Q y donc de frontidre SI =- Q | et soit h une fonction
harmonique 0 fixde dens §L , le cns h =1 ayant été traité antéricure-
ment [17.

Pour toute fonction f réelle sur S-q , on considére les fonctions u dens
L s qui sont sousharmoniques ou égales & = ® , ot satisfont chacune aux
conditions @ % bornée supérieurcment, ¢t lim sup% = f en tout point—frontiére;
leur enveloppc supérieure vaut partqut + ® ou = © , ou est harmonique ; on
1a note @f,h . Définition analogue de oé_éf,h , 6gale & =~ ﬁ—s(-f),h .

Le développement du probléme de Dirichlet pour l'espace Sk et la frontidre
-6- - & repose sur l'existence dans Q. d'une famille de filtres (51) convergeant
vers des boints—frontiére, et satisfaisant aux deux conditions axionatiques
suivantes ¢

Sle

Ah. Si u sousharmonique dons . satisfait & ¢ bornée supéricurement

et 1imgsup % <0 quel que soit Se g alors u=<0 .
: t

Bh. Pour chaque 8’}' s 11 existe un voisinagc ouvert ')3 du point de convergence

x, ot une fonction surharnonique v > 0 dens ¥ 0O tels que %-5? 0, et qus
% adnette une borne inférieure >0 hors de tout voisinage de X e Cette
condition équivaut 3 ce que pour les voisinages ouverts & assez petits de
X ) -15 ‘6;% n st §?- O,etil s'ensult 1l'existence d'un v surharmonique >0 dans

tout L.
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Gréice & Ah, on voit que 036{‘ h‘ 6 f h* L'égalité avec une fonction finie
£,

caractérise la h-re solut1v1te de 1a valeur courune étant la solution

v
f@f h* Ies f bornées continues sont h-résolutives, et, pour cette fanille
’

de fonctions, la fonctionnells %f h(x) définit, pour x fixé, une mesure
2

V ) . V v e 03 ’
de Dam.ell d Ph sur <> - 5L, dite h-nesure harnonique en x o ba h-résolutivité

d'une f quelconque equlv'lut a 12 sonmabilité d‘uh de £ (pour un ou tout
poiht x) , et 1la solution s'derit

Cé@f,h(x) = gf d‘v“:fc

2. Nouvelle axionatiques

Une nouvelle axiomatique du probléme de Dirichlet a été développée [2] lorsque
M4 .
l'espace SL de l'ancienne axiouatique est compact, autrement dit lorsque l'espace
de Green £l est un sous-scspace partout derse d'un espacc conpact nétrisable -Q

a—

il a la frontidre F = QL =2,

Alors, sans aucun axione, les enveloppes précédentes, notées ®f h? &f,h ’
satisfont a Gaf,h < @f h s'il y a égalité avec une fonction flnle (en un
point, donc partout), on dit que f est h=résolutive, et la valeur corrune,
notée Gaf,h » est la hesolution. Aussi f =1 est h-résolutive, la solution

étant h .

Un ensenble frontiére e est dit h-négligsable si @? =0 ( “fe fonc-
' 6,h

tion caractéristique de ¢); il est dit faiblenent h-negllueable si @DT =0,
e,h

Le changement de f sur un ensenble h-négligeable n'altére ni les cnveloppes
ni la h-résolutivité.

Le ddveloppement ultérisur de la théorie repose sur l'axiome suivant, qui admet

diverses formes é¢quivalentes @

Axione (&h « = Toute fonction #inie continue sur © est h-résolutivee.

Alors, sous la condition Wy la fonctionnslle ®f h(x) définit, pour
14
X fixé, une mesure >0 de Radon d,u;lc sur I , dite h-mesure hermonique en x ,

La h-résolutivité A'une fonction f quelconque équivaut & la sommabilité
d‘.;\;: de f (pour un ou tout point x), et la soiution s'derit

GDf’h(x) = S f d%&; .
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Enfin la condition que ¢ soit h-négligeable (ou faiblenent h~négligeable)
signific que sa h-nesurc harmonique extéricure (resp. intérieure) est nulle.

/
Lorsque l'espace S de l'ancienne axiomatique (avec 4, et Bh) est compact, la

h
condition @, est satisfaitc, et les &léments relatifs aux deux axionatiques
sont les mérese S'il n'est pas compact, on peut le conpactifier selon & npétri-
sable o Ll est partout dense ; pour cet cspace Sk, l'axione 011 est vérifid,

> () x * » Y
et la nouvelle axiomatique donne une mesure dr{h dont la restriction a

Vv

- X . Y , . .
N LD oest dr\ﬁh s S2 = 51 &tant de nesure dtx;lc nulle, c'est-a-dire
h-négligeables On peut ainsi dire que la nouvellc axiomatique contient l'anciennc.

A
Dans l'espace de Martin Q1 , pour toute fonction harmonique h >0 ,
ltaxione @, est vérifié, et 1l'enscmble des points non minimaux est
y
h-négligeablee La h-nesure harmonique d\\x'K(Z) vaut. K(Z , y) thO(Z) ,y 6t
Yo
8 n&) = \K(@, y) £(2) ap “(2) ,
’ h
ce qui pour f =1 inclut la représentation intégrale de Martin

b = (X, 9 ape@

la mesure—dot ho s portée par l'ensenble Al des points nininaux, cst la mesure
canonique associée & h , dont le théoréne de Martin établit dirsctenent l'exis-

tence ot l'unicité.

II, Allure & lo frontidre de la solution et comparaison

des Jdeux axiomatiquese

3. Notions diverses de h=régularité.

Rappelons d'abord quelques définitions et propriétés [2], pour aborder 1'étude
de 1'allure & la frontidre des envcloppes et de la solution @f h dans le
b4
cas de la frontiére générale I de lo deuxiéme axiomatique, et d'une fonction

harnonique h »0 dans &

Un filtre 3‘; sur Q , convergeant vers un point-frontiére X s est dit
fortement h—rcﬁwu; licr s'il existe un voi;sinage ouvert & de X, et une fonction
surharmonique v >0 sur SAQ tels que H-—)— 0 et que ;_’1. adnette une borne
inférieurs >0 hors de tout voisinage de x s Autrenant dit si J¢ satisfait

a la condition Bh de la prenmiére a}d.oz.iathue, et 1l existe alors dans tout L2 une

fonction surharmonique v > 0 satisfrisant aux conditions locales précédentese
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LS Rty

Un filtre % convergecant vers X, est dit h-régulier si pour toute fonction

f bornée supérieurenent sur  ,

~—

. 1 .
lin sup H-‘SD <linsu de f en x_
. o

f,h
dans 1'hypothése Glh s ccla équivaut & ce que pour toute f finie continue
1

o
T L’Uf,h&;)' f(XO) G

¥
Un filtre Ot sur 2 cst dit f-iblecment h-régulier si -151 EﬁrO s C6 qul est

indépendant de Y, » 6t équivaut & l'existence d'une fonction surharmonique v>O
dans £} telle que %—6?‘ 0.

Un point=frontiére X, est dit fortement h-régvlier, h-régulier, ou gaible-

nent h-régulisr s'il en est ainsi de¢ la trace sur () du filtre des voisinages de

xo’o

Dans le cas particulier de frontidre euclidiemne avec h =1 (probléme de
Dirichlet ordinaire), ces trois notions coincident avec la notion classique de
régularité, et l'ensemble des points-frontiére irméguliers est de mesure harmoni=-

que nulle, c'est=d-dire l-négligeables

Dans lec cas général, la h=-régularité forte d'un filtre Eﬁ convergeant vers
un point-frontiére X, entratne de facon immédiate la h-régularité de @¢ ;
celle~ci entralne la h-régularité faible de Je lorsque le conplénentaire de
i xo} n'est pas h-négligeable, mais peut ne plus l'entrafner si [ - {xé} est
h-négligeable, Inverscrient, la h-régularité faible n'entraine pas en général
la h-régulerité et les itrois notions précédentes ne sont pas en général équiva-—
lentes, ce qui justifie leur intreduction. Enfin la question se pose de savoir si
1'axiome th entraine que l'ensemble des points-frontiére non fortenent
h-réguliers, non h-réguliers, ou non faiblement h-réguliers, est h-négligeable.

On sait seulenent que, dans le cas de 1l'espace de Martin fi s l'ensenble des
points-frontidre non faiblement h-réguliers est h-négligeable (voir 1'exposé
n° 2, Corollaire 1 au Théordne 7), mais on ne sait rien du cas général. Aussi
cherche~t-on & satisfairec & la condition Ah de 1l'ancienne axionatique étendue
avec des filtres convenables fortement h-réguliers, au lieu des traces sur Q

des filtres des voisinages des points fortement h-réguliers.

4. Cas de 1'espace de Martin <L

A
Dans le cas particulier de l'espace de Martin Q , la notion de pseudo-linite

\

va sc substituer 3 la linite ordineire, et permettre d'adapter le résultat
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classique fondanmental sur les points irrégulierss

Appelons pssudo-fortenent h-régulier un point X, nininal tel que le filtre

forné par les enscmbles de complénenteire ffilé en X (cu trace sur S du
filtre des voisinages fins de XC) soit fortenent h-régulicr. Alors, en
s'appuyant sur le théoréme 7 du précédent exposé, et sur son corollaire 2, on
dénmontre le @

»

\ -
THEOREME 1, = Les points nininavx non pseudo-fortencnt h-réguliersfornent un
ensermble h-négligeable.

Grce eu principe général du maxinun pour Q et la frontiére A , on en
déduit le

COROLLLIRE. = les filtres, traces sur £ des filtres des voisinages fins des

points psetdo-fortenent h-réguliers, satisfont aux conditions Ah et Bh de

1'anciennc axiomatique étendus.

Cela inclut donc dans l'ancienne axiomatique le probléme de Dirichlet avec la
frontiére de Martin, et caractérise la solution (5})1. h correspondant & une donnée
£ flnle continue sur A comme 1l'unique fonction u harmonique dans Q. telle
que H soit bornée et adnette, en tout point pseudo-fortement h-regulicr, une
pseudo-linite égale & f o

—

5. Cas de 1l'espace £ générale

-

L'étude du cas géndral d'un cspace . compact métrisable quelconque est plus
délicate, ct nécessitc la considération sirmltanée de 1l frontiére de Martin [
et de la frontidre [ == $) , par 1'intermédieire de le notion de pSle d'une

fonction nininales .

.Soit X un point nininal &=A , et soit é?x" (et briévenent @ ) le filtre
formé par les ensembles de complémentaire effilé en x , ou encore, d'apres le
critére fondamental d‘'effilement, par les ensembles sur lesquels 1'extrémisation
de Kx ne conserve pas cette fonctione Un point x mininal et le filtre ﬁ\r'x
qu'il définit sont dits associés.

On dénontre que la convergence du filtre 9;}: dans 1'espace compact S dqui-

vout & ce que la fonction ninimale K vérifie 1'axione L’JLK relatif a3 & ,
. X o
6t le point-linite de g;x est dit pfle unique de K, dans S2 (ou sur ).

Il cst évident que dans l'espace de Martin 2 , toute fonction minimale Kx
adnet le point x pour pdlec uniques
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On note A{ le sous-enserble de A formé des points x nininaux pour lesquels
Kx possédz un pble unique sur —T" , -c'ogt~a~dire des points x associdés aux
filtres SPX convergents dans Q. , et V] le sous-ensenble de [ forné des
pdles correspondants « En faisant correspondre & chaique point x eA{ le pble
unique ds K sur ', on définit une application ®de A] dans [, sur le
sous-ensenble [ , dont on voit assez facilement qu'elle est borélienne, mais

en général ni biunivoque ni continue.

[ \
THEOREME 2. - Equivalence de 1l'axionmec (flh « Pour qu'un¢ fonction harmnonique
h >0 dans Q satisfasse & 1'axioms (a), relatif a Q s 11 faut et il suffit que
A - A{ soit h-négligeabls, c'cst-a«dire que les pecints X nininaux pour

lesquels KX ne vérific pas l'axione LQK rolatif & QL (points associés aux
X

filtres & non convergents dans [o% ) fornent un cnsenble h-négligeable.

COROLLAIRE. - Si @, gst vérifié, l'cnsenble =1} est h-négligeablc rela-
tivenent & $2 .

AN
THEOREME 3, =51 h haruonique >0 dans Slsatisfait & 1'axiome Qy relatif
a 5,, 1es points ninimaux associés aux filtres 6? convergents dans S et non

forteneat he-réguliers pour Q. forment un ensemble h=-négligeablc e

.
COROLLAIRE. - Dons 1'hypothdse (a, , les filtres Be convergents dans 2 et

fortement h-réguliers pour QL satisfont aux conditions Ah et By de l'ancienne

axiomatique étenduo, ce qui compléte la comparaison des deux axiomatiques et en

établit 1'équivalences

La condition Bh
points minimaux associés aux filtres 87? qui ne font pas partie de la famille con-

vient du choix méme de ces filtres ; Ah vient de ce que les

sidérée forment, d'aprés les 2 théorémes/\précédents, un ensemble  h~-négligeable

et du principe général du meximum dens 4

Cela caractdrise de plus la solution @f,h pour donnée f finie continue
comne l'unique fonction u harnonique dans s telle que % soit bormée et
admette, selon tout filtre O fortement h-régulier pour Q
vers z ¢} , une linite égale & £(2z) «

, convergent

IIT. Comparaison des problémes correspondants & <2

¢t & l'espace de Martin.

6+ La considération simultande des dsux frontidres /A ct [ par l'intermédiaire

de la notion de pble, &t les propridétds qui en découlent vont pernettre de
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remener tput probléme de Dirichlet relatif 3 £ 3 un probléne analogue relatif

& l'espace de Martin LU, Outre les résultats précédents, on utll:.scra de,
naniére essentielle le fait que pour chacun des cspaces Q st _Q_ s 61 noyennant
cqh s les enveloppes fondanentales de la théorie du probléme de Dirichlet
restent les nénes qu'md les conditions-frontiére sout prises selon les filtres
83 convergents dans Q. .

THEOREME 4. - Soit f une fonction réelle sur v , et soit f£; sur [\ égale
en chque point x ¢/} 2 la valeour de £ au point <p(x) (pSle unique de

Kx) » 6t définie de fagon quelccnque ailleurs. Alors sous le condition (_Qh ’

en introduisant 1'indice (A) pour les notions rclatives &3 A, c'est-a-dire a
A
l'espace . ,

= S
t .
Q‘ h~ .....fl,h e Go,n = fl’h

Donc, dang le cas le plus géndral d'un S satisfaisont & Q:\h s la solution

générale (R fp &St égale 4 la solution correspondante (Df&)h du probléne
A it , 19 padl Sl

rclatif & la frontiérs de Martin.

D'aprés Gy, » 1'ensemble A - ﬁl' est h—negllgeazb.';.e, donc(ig changenent de
JAN

f, sur cet ensenble n'altere pas les enveloppes £,k ’ f b qui se
trouvent déterminées par la seule connaissance de f;  sur Al .

ALlors toute fonction wu sousharnmonique ou égale & - o , telle que % soit
bornée supérieurenent et que, dans G, lim sup %‘ <f en tout point de
(ou néme seulement de [ '1), satisfait, pour tout x ¢ A} , & la condition

\ -
li.mﬁssup % <f(x) , donc ninore ®i(‘;-3h s dtol Q_Jf’hs@é\?}h .

De méfe, toute fonction u sousharnonique on égnle & =~ o, telle que
% soit bornde supéricurenent et que, dans s lim sup H <f, en tout
point d¢ A (ou méme seulement de A}), satisfait & la condltlon 1in_ sup E' < f(2)

pour tout point (z)& I} ot tout filtre % convergent vers z , don¢ minore
N A
! L 3
@f,h y d'ou Ga__fl,h < @f,h
Y

” N » oy 2 (A) — ) . —~ — T ( 1 v
On en déduit 1'égalité '®fl’h = \@:,h » entrainant Q) , = ®f1’h , et si 1ltune

des, fonctions f , fl est h-régolutive ; il en est de nfme de l'autre avec

1'égalité des solutions correspondantes Qp.p h
~ ’ 19
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Corme 1'application > n'est pas nécessaircnent biunivoque, on voit que la
frontiére de Martin affine le probléme de Dirichlet par déconposition effective
de certains pointe-frontiérce. Il serait donc importent de savoir si 1'espace de
Martin est, & un homéonorphisme prés, le seul <L ou @, ect vérifié qusl
que soit h (c'est-a=dire od toutc fonction mininale admet un pSle unique) y &t
- pour lequel il y a correspondance biunivoque entre les fonctions ninipales et

leurs p8less
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