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SUR L'ALLURE A L4 FRONTIERE DES FONCTIOUS SURHARMONIQUES POSITIVES

par Mlle Linda NAIM

1. Introduction,

Notre but cst de donner ici divers résultats sur 1l'allurec des fonctions surharmo=-
niques > 0 au voisinage dec la frontiére dc R.S. MARTIN. On sait que la frontiére de
Martin a été introduite par son autcur [10] pour étcndre 1'intégrale de Poisson=
Stieltjes selon une représcntation intégralc des fonctions hornmoniques >0 dans
un domaine, avec un noyau généralisant le noydu de Poisson. La théoric, développée
initialement pour un domeine cuclidien, rcste valable pour une veriété plus géné-
rale, par exenplc une surface dc Riemann hyperbolique, et en général un "Espace de
Green", type d'espace introduit par M. BRELOT ot G. CHONUET [5 .

Nous utilisons comme outil esscenticl ¢t nouveau unc notion d'effilenecnt a la

frontidére Martin, inspirée dc 1l'effilement classiqué on un point intérieur [1] ;
il en dérive une notion de pseudo-linite, plus faible que la limite selon la topo-

logie de lartin, et qui semble bicn adiptée & la présente Stude.

I. Rappel dc notions sur les espaces dc Green

et la frontiére de Re.Se. MARTIN.

2. Egpaces de Green.

Reppelons [5] qu'un cspace ‘& est un espace topologique connexe séparé satis-

faisant aux conditions suivantes ¢

ae & chaque point x est associé un voisinage ouvert Vi et un honéonorphisne
de Vi sur un ouvert V; de l'espace RY (espace conpact obtenu par adjonction
d'un point & 1'infini & l'espace euclidisn Y 3 >2 dinensions).

be Si 1l'intersection de deux tels voisinages n'est pas vide, les images corres=
pondantes sont, par l'intcrmédieire des deux honéonorphisnes, dens une correspondance
isométrique, ou aussi, dens lc cas T =2 , sculcucnt conforme. Cette corrcspon-

dance peut &tre direccte on inverseca
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Cct espace ¥, , localcment compact, est métrisablc et dénonmbrable & 1l'infini

(réunion dénombrabls dc corpacts).

Ltharmonicité et la surharmonicité dans un ouvert de ‘¢, étant définies per les
nénes _propriétdés locales sur l'incge, s'il existe dans % unc fonction surharnonique
> 0 non constante,l'cspacs est dit espece de Grecne Il existe elors pour tout

point x unc fonction ninine dans ‘& s qui soit surhormonique =0 et dont la
nasure associée contienne la masse + 1 en x . C'cst la fonction de Green de

pdle x , Gx(y) » Synétrique en x et y , notde aussi G(x, y) .

Le potentiel de Green d'une nesure n >0 dans & est por définition la fonc-

tion v(x) = | G(x , y) du(y) , partout infinie, ou bien surharmonique >0 .
Reppelons zussi qu'un cusemble de¢ & est dit poleirc s'il cxiste localenent une
fonction surharmonique valant + co au moins sur lui ; ot "quasi-partout! signifie

"sauf sur un ensemble polaire".

3¢ La théorie de l'extrénisation ou du balayaze.

Les principaux résultats que nous donnons ici se dénontrent ou s'cxpriment &
1'aide de la théorie dite le plus souvent du "balayage", et dévcloppéc de diverses
nanidres. Dans [2] cette théorie a, sous le nom d'extréuisation, une forne qui
s'appliqus immédiaternient & un espace de Green S et & une fonction surharnonique
>0 quelconquee

Rappelons seulement que l'extrémale d'une fonction surharmonique v » 0 relativenent
& un enserble E €2 (ou plus briévenent sur E) est par 4éfinition la plus pctite

fonction surharmonigue 2 0 n2jorant v quasi-partout sur Qe E 3 e¢lle ninore v et

1'égalequasi-partout sur S~ E . Ou 1 note ?SE

Si v est le potenticl de Guecn d'unc mesure n >0 , il en ost de néne de 1'extré=-
male, et la nesure associée n' est dite extrénisés, o balayde, de n relotive-
ment & E . 8i l'on note €
peage +1 en x , llextrénnle relative & E de toute v surharsionique >0

1textrénisée de la nesure g, définie par la
adnet la représentation intégrals

Eot) = \v(y) dell) .

4 Lo frontidre de R«S, MARTIN,

Lo théorie originale de Re. S. MARTIN [10] peut s'adapter & un espace de Green €2
meis on peut d'abord caractériser la frontiére de Martin de la fagon suivante
(M. BRELOT [47)
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Soit K(x y) = 9—2-}-{2-&)-; la fonction de Grcen "mornalisée" en un point fixé
X9V

;Y

N
/
-

¢ L, prise égale 31 pour x et y cn T, e I1 existe un espace comprct &
u.nlque aun hOD,eOIJOI‘phlST.lb pres, dont £ soit un sous=-espace partout dense (done
ouvert dans Q et de frontiére »1. L), tel que K(x, y) adunette, quel que

soit yefl , une limite quend xeQ tend vers un point-frontiére quelconque X ,
et que la fonction-linmite, notée K(x , ¥) et nécessairecnent harnonique >0

en y, corrcsponde biunivoqucnent a X, e Mors K(x ’ y) est continue de

(x 4 y) pour Xc.l TES

Cet cspace a €st nétrisable et indépendant du choix de v, C'est l'espoce
de hiartin, et Q- Q ost 1a frontidre de Hartin, notéc aussi N .

Pour x quelconque A , on notecra aussi Kx(y) la fonction surharnonique
>0, K(x ’ Y) .

5. Représentation intégrale des fonctions harnoniques > O o

Pour toute mesure de Radon p >0 sur A, K(x , v) d‘u(x) est une fonction
harmonique >0 de¢ ye , ct l'on peut représenter ainsi toute fonction
harnonique >0 drns S\

La question d'unicité d'une telle représentation de trnite grice & 1l'introduction
des fonctions nininales.

D'aprés MARTIN, on eppelle nininale dans S  toute fonction herronique »0 telle
que toute autrc inférieure lui soit proportionnclle. Les fonctions nininales A
sont & un facteur prés les K(x , y) pour x appartenant & une certaine partie
non vide 4, de 0 , dont les points sont dits pininaux ; et il existc une
représentation unique du type indiqué, dite canonique, pour laquelle la mesure p,
dite aussi nmesure canonique associée, ne charge que Al .

Le théoréme fondanental de Martin a été depuis intégré dans unc théorie axiona-
tique du probléme de Dirichlet (M. BRELOT [4]). D'autre part, selon une renarque
de Ho CARTAN, les fonctions ninimales égales & 1 au point Y, sont les élénents
extrénaux dc l'ensenble convexe des fonctions hﬂrnonlqueo >~O égales 2 1 en Yo
de sorte que lo théorie de Martin est necintenant conséquence des derniers resul-
tats de Ge CHOQUET (6] [7]1(8] sur 1l'existence et l'unicité de la recpréscntation

intégrale d'un point d'un cbnec convexe & 1l'aidec des points extrénaux d'une section.
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II. Ia notion d'efrilenent & 1o frontiére dc Martine

6+ La notion d'effilenente

N
Soit Q un espace de Green, ct 0 1l'espace de Martin associd. Partons du noyau
N
de Martin K(x , y), (xe Q = iy03 ), y&SQ) ., Lo potenticl par rapport
& ce noyau d'une mesurc n dans 2 , qul serc toujours supposée =0 , est
défini dans & - iyo% par '

V(x) = Sr«x L y) @),

supposé non partout infinie C'est unc fonction senmi-continue inférieurenent de
x dans SL - {yo} s égalec dans <2 -{yog cu quotient par G(x , yo) du
potentiel de Green 1G(x , y) dn(y) .

r’d
DEFINITIONs. = Un cnsenble E ¢ Q est dit effilé en un point X e A si . cst

isolé de {xo} WE , sinon s'il existc un potcntiel U précédent (de nesurc >0)

tel que U(x ) < lin ing U(x)
X =X, s X¢E

On voit assez facilenent que cettc dernidrec condition équivaut & 1ltexistence
d'un autre potentiel U satisfaisant aux conditions ¢
U(x,) fini, ot U(x) =+ o (x—>x , x £E) »

Comne propriétés immédiates, notons 1l'effilement de la réunion de deux ensenbles
effilés en X, » l'effilenent en x, de toute partie d'un effilé en X, 5 et de

tout enscnble polaire.

7« Critéres dleffilenente

Les propriétés de l'effilencnt essentielles pour la suite découlent du critére
général suivant, dont la dénonstration, basée sur la propriété nininnle de l'extrémale
servira aussi de nodele pour établir les théorémes 4 et 5 ¢

THEOREME 1, - Pour qu'un ensemble E ¢ S soit offild au point x_ 5 il faut
et il suffit qu'il cxiste un voisinage & de X, tel que 1l'extrénisation de

K. sur QO ~«ENS ne conserve pas cettc fonctions
o - .
Supposons d'abord E effilé en x = non is0lé de ixO} UE (ls cas ot x_  #E

étant imaddiet), et soit U wun potentiel tel que
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U(xo)<_ Y< lin inf U(x) .
’ X -—->xo sy X€E

On a U(x)>Y dons un vorsincge & de X sur E(yoq$ &) , donc le potentiel

de Green égal & Gy U hors de y_ majore Y 'Gy sur ENS ; d'aprés la
o o
propriété nininale de 1l'extrémale, il majore

O EAY
Y‘“@Gy ne ¥ o x

G(x, y) de! (y)
3 (x, v g ¥

(o}

partout dans (5}; extrénisde de Ey sur SL-EN$) , dtod
[e] 0

‘K(X » ¥) dgg (y)é%U(X) , (ke Q-{y.3) .

. 0
~
On mohtre que la néne inégalité a licu dens Q - {yog , de sorte que, au
point X, ,

[, s 91 ay e guts)
ou
BT ) <k ) =1
X (o)

o
Réciproquenent, supposons l'existence d'un voisinage ® de X, et d'un point
2 eQ tels que
. Q
K, 2) > & T2,
o X

ce qui s'éerit aussi
K(x » z)> S K(x, » y) d&3(y)

(¢ y extréuisée de &, sur L -EN $ ). Conclusion irmédiate si ke second

membre est nul. Sinon, soit U(x) =5K(x y V) dgé(y) , 6gal dans QO = iyog &

& Q-EnS

G

Z ot & X 2) ou K(x, 2) sur EN§ dininué d'un ensemble o
G ’ G XY
y.0

polairce.

S1 x_ est adhérent & ENS -¢, ona

I L R | atx, » ) aej) = 00,0
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d'ou l'effilenent en x  de E V% -6, puis celui d¢ E , auquel on conclut aussi

si x, n'est pas adnérent 3 ENd -6 .

APPLICATION, - Les points d'effilenent de SL .

Partent d'une propriété qui caractérise dans L% les fonctions K(xo y V)
mininales, & savoir leur invariance par extrénisation sur tout ensenble de L
auquel le point X n'‘est pas adhérent [3], [10], 1l'application du théorénme précé-
"dent & E = 3. donne unc carnctéris-tion nouvelle ot inportante des points nini-
naux $

THEOREME 2. - Les points ninineux sont les points de A oh £2- n'est pas effilé.

Aussi, pour toute mesure n » 0 sur £ , et tout point X nininal,

JK(xo,y) dn(y) = lin  inf (K(x,.v) an(y) .
x-)-xo,xeD.

LEMME (Remorque de ke BRELOT). = Soit u unc fonction ninirmle dans £ . Toute
extrémele de u vaut u ou un potenticl de Greche

Car la plus grende minorante harmonique de ‘é,‘El(E c Q) , jorée ar u,
lui est proportionnelle, et d'aprés l'invariance de l'extrémale per itération, il
y a contrediction & la supposer non nulle et distincte dc u .

Ve -
THEOREME 3. =~ Critérs fondanental d'effilenent en un point nininal.

Pour qu'un ensenble E ¢ & soit effilé au point X, nininal, il faut et il

suffit que l'extrémisation de K, sur Q -E ne conserve pas cette fonction.
o]

Condition suffisante d'aprés le théorenec 1.

Pour la réciproque, on sait déja [3] que l'extrémisation de Kx sur l'inter-
section de {1 et d'un voisinage quelconque de X, ne conserve pgs cette fonction
de sortc qu'il suffit dtétudier le cas de X non isolé de ixo tJE o Alors
le théordme 1 nontre l'existence d'un voisinage & de x_ tel que gKQ AR

o
Q E nf;é %5

soit distincte de K 3 A'aprds cc qui précéde 61{ est aussi distincte

° : X
A . ‘ 5
do K .+ Ces deux extrénales sont des potenticls de Greem, et ls théoréne se
0
déduit de 1l'inégalité
2 QB Q-End a'afé

. g \&K . ‘ék B
X X X ’

0 ) ¢} o]
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entrainant que le prenicr nembre surharmonique >0 , najoré par un potenticl de

Green, est aussi un potenticl nécessaircnent distinct de Kx .
o

EXEMPIE. - I1 est irmiddiat que K.~ n'est pas conservée par extrénisation re-

lative & l'ouvert ou Kx > A >0 °(2\< borne sup do Kx ), donc l'ensenble
o o

des points de Q2 od K= A est effilé en X e
o

Dans le cas du cercle, cct enscmble est le complénentaire d'un ccrele tangent
intérieurenent & la circonf:rence-frontiére au point correspondent 3 X, et
identificble & x, , ce qui donne de plus un cxenple d'ensenble effilé en X,
au sens actuel, nais non offilé au sens ordinaire.

8¢ La notion de pseudo=linite.

A la notion d'effilement se rattache celle de pscudo-limite & la frontiérc,
définie de la fagon suivante

La pseudo-linite en un point-frontidrs X, signifie la limite prisc selon le
filtre formé par les cnscnbles de conplénentaire cffilé en x 5 ce qui n'a
éviderment de sens qu'en un point %, de non cffilenent de L1, c'est-a-dire
mininal.

On neontre qu'elle vaut lao linite prise dans fi hors d'un enscnble convenable
effilé en X, o

Signalons seulencnt que cette notion de psquo-limite coincide avec la linite

selon une topologie convenable définic dans Q - &yo}" plus fine que la topolo-

gie de liartin, et appelée topologic fine parce qu'elle induit sur i = iyo} la
topologic fine de Hs Coartan, c'est-a-dire la topologiec le moins fine rendant
continues lcs fonctions sousharioniques. Mais ce point de vue n'est pas cssentiel

pour la suite.

III. Allure a la frontiérc de Martin d'une fonction

surharoonique >0 o Principaux résultats.

9. Existence et propriétés des psecudo-linites.

Les premiers résultats sont rclatifs & 1l'allure & la frontiére du quotient
d'une fonction surharionique > 0 par la fonction de Green, ou par une fonction
nininale fixée; lecs démonstrations n'utilisent pas le critére du théoréne 3.
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Soit v surharmonique =>-0 dans <1. Alors,

- N . . I V(X) : . . s, S
THEOREME 4, - En tout point x| nininal, TR 7, adnct unc pscudo=li:ite >0
finie ou + o , égale &  lin inf  v(x)

x—=>x , mel " Glxy ) °

Si v est le potentiel de Green d'une mesure n > 0 dans £ , cette pseudo
linite cst aussi dgule’a K(xo , ¥) dn(y) ; dans le cas générel, elle adnet encore
une représentation potcnticlle, grfce 3 le nmesure canonique associée & v par
1la représer/z\tation de Martin, et & un noyau (S{x , y) prolongeznt convenable—

ment dans & le gquotient 67 3 })cé'-{y ) Aéfini dans S2 ,
. o o

’ -, 3 1
Etant donnée h h.ruonique >0 dans < , appelons faiblenent h-régulicr (7)

un point x € A tel que Gli}(c:cz)%) ~ 0 pour x —r X, s &S qui est indépendant
de y, o Alors

COROLLAIRE. = Soit h wune fonction harnonique > 0 dans & .« En tout point

nininal non faiblement h-régulier, %— admet une pseudo-linite » 0 finic ou + @ »

LR .. v(x) . .
THEOREME 5. = Pour X, nininal, Rx %) adnet en X, une pscudo=linite
finie » 0, égale &  lin  inf —LCO) , & 1a borne inférieurc de

Kv:(cx = dans &L , et A la nmesure dc Exog‘ pour la mesure canonique associée &
’ .
"o

V e

COROLLAIRE, - iix! 1’3;1;.1' x pininal et h harmonique > 0 dans O ,

0 v -
1lim inf TE <+ w , 7 admet en x_ une pseudo-linite finie 20 .
X=rX 4 % €S2 x h ©

Extonsion. - Les propriétés précédentes de pseudo=-linites s'étendent & une fonce-
tion surharmonique Vv »> O définie dans un ouvert de complénenteire effilé en
X, nininal Ey— adnet encore au point X unc pseudo~linite » O finie cu + o ,

lyO
et KE— ‘une pseudo=-linite finie » 0 ; et si pour h harnonique >0 dans Lo
By :
o] G K

. , , N X
- lin  swp 2 >0 ou lin sup -2 2+ © Y adnet une pseudo=
h h * h
x-—bxo,xeﬂ x—-)xo,Xo:Q

linite au point X, .

(1) Voir ltexposé n° 4 de ce Séninaire.
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Nous n'entrercns pas dans le détail des dénonstretions, qui font intervenir
des doraines particls de St , et des propriétés, assez dél/i;cates 4 établir

de leur frontiére de Martin comparés i leur frontiére dans S,

10, Allure & 1= frentidre A'un potenticl de Green.

Drautre résultats inportants concernant l'allurc & la frontiérc du quotient
d'une fonction surharnonique > 0 , ct plus particuliérenent un potentisl de
Green, par une fonction harmonique > O fixée. Ieurs dénonstrations nécessitent
une étuds préalable de l'extrénisation d'unc fonction harnonique >0 , ou le
critére fondanental du théoréme 3 jouc un r8le essenticl.

A
THEOREME 64 - Pour qu'une fonction harmonique h >0 goit invariante par

sxtrénisation relotive & un ensemblc Tl , il faut et il suffit que les points
d'effilenent de L>E situds sur A forment un onscrble h-négligeabls (2) (c'est=
ad-dire de mesure nulle pour la mssure canoniquc associde 34 h).

La oondition est suffisante, car la reprisentation intégralc canonique

hiy) = XKX(Y) dp(x)

sntraine -
E
\éh = S%;Eg dn(x) ,
X

ol ‘5,% . Kx en tout point x nininal oi £l =E n'est pas effilé.
x

La réciproque, basée aussi sur la rcprésentation canonique de h , est plus

difficile & établir, et nous n'entrerons pas dans les dé¢tails.

COROLLAIRE, = Pour un enscmble quelconque E < S2 , la plus grande ninorantc

harnonique de %ﬁ est égale & la h-nesurc harmonique (Z) dens S£lde l'cnscnble

des points d¢ A ol SL-E n'est pas effilé. Donc pour que “&ﬁ soit un

potentiel de Green, il faut et il suffit que les points de non effilenent de

Q. - E forment un cnsemble h-négligeable,

On en déduit 1le

-~ A Y ’
THEOREME 7. = Soit v le potentiel de Green d'une nesure n >0 dans L.

.}’1. adnet, & la frontié:ge de Martin, unc pseudo-liidite mulle sauf sur un ensenblc

h-négligeable.

. 42 . , ) e .
(*) Voir 1'exposé n° 4 de ce Sininairc
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I1 suffit de voir que pour tout © >0 les points de non ef ilenent de 1l'ouvert
Ec. ob %)2 >0 fornent un ensenble h-négligeable, co qui résulte imnédiate-
nent du corollaire précédent, puisque l'extrénale de h relative & SL - EE ’
najorée par ZET- , 6st un potentiel de Green.

COROLLAIRE 1, = Los points mininaux non faiblement h=-régulicrs forncnt un
ensemble h-négligeable (Extemsion du cas h =1 signslé par M. BRELOT [4]).

Lpplication du théorémec & lo fonction de Green G«
: o

COROLLAIRE 2. - Soit u harmonique > O dans 0, et soit /4 le_support

compact de la mesure comonique nssociée & u . Sur A -4, % adnet une pseudo=-

linite nulls sauf sur un ensenble h-négligeablc.

Cela st'obtient en considérant uns suite (con) décrrc:isszmtc de voisinages de
'S
A , tells que Q ZBn = A , et les extrémrles Eu qui sont des potentielsde
Green, de linite u , et auxquels le théoréne cst applicable.

Cas particulier d'une fonction minimale Kx + - Le support de la mesure asso-
ciée est réduit au point X, » donc _;_f_o_ adriety, hors de x une pseudo~linite
nulle sauf sur un ensemble h-négligeablca

Dens 1le cas h =1 , ce résultat généralise la promriété, pour le noyau de
Poisson, de s'anmuler en tout poirt-frontiére distinct du pble.

REMARQUE. - On forme aisénent un exenple nontrant que le théoréme 7 cesse
d'€tre exzct si on y remplace le pscudo-linite par le linite ordinairec.

1l e=Signalons seulement que dens le cas trés particulier du demi-espace,.la notdon
générale d'effilement équivaut & l'unc des notions introduites dans ce cas par

Mne J. IELONG-FERRAND [9] pour caractériser diverses raréfactions d'ensenbles

au voisinage de l= fromtiére, et étudier 1'nllure & la frontiére des fonctions
surharnoniques » O « Les résultabs généraux qui précédent s'explicitent facile-
ment dens ce cas particulier, et contiennent la piupart de ceux obtenus par

Mne IELONG. ’

IV. Principe général du meximun pour 1l'espoce

de Green L) et sa frontidére de Martin £ .

12, = Une des principales applications de 12 notion d'effilenment & la frontiére

de Martin est une forme trés améliorde du principe classique du nmexinum, ol
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de nouvelles conditions~frontiérc s'exprinent & l'aide de 1l'effilement ou de la
pseudo=linite.

Dans toute la suite, h désigne une fonction harmonique >0 fixée dans Q.

/ [N
THEOREME 8¢ ~ Soit dans 1l'cspace de Green S1 une fonction u sousharnonique.
On suppose aqueg 'E est bornde supéricurenent, ct q_e pour tout point x mnininal

hors d'une ensembls ¢ foiblenent h-négligeable ( ) (Clest=3~dire dc nesure

intérieure nulle pour la nesure canonique associée & h), il cxistec un enscnble

Ex non effilé en x 1el gue lin sup uly)
y—+x, yeE

€0 . Alors u egst 0.

I1 revient au nfne de nontrer que u = o. Supposons uw’ non nul, ce qui re-
vient & supposer que sa plus petite majorante hﬂrnom.que uy est > 0 « D'aprés
1'hypothése, 1'ensemble E. = des points de Q ou u' < ¢h (€ >0 rixé)
est non effilé en tout point nininal hors de 6 « Les points d'effilenent for-
nent donc un ensenble h-négligeable, &t conme '%—1- est borné, cet ensemble
est aussi ul—négligeable , d'ch résulte 1l'invariance de u, par extrémisation
reletive & Q) - E . (théoréme 6).

Mais per la décomposition de w en ut=av+ W ,ou v estle potentiel
de Green d'une mesure =0 dens O, on a

u =th+v dans EE R

done

o= % B < t¢h+v dns §),
111 -

et comme & peut &tre choisi arbitrairement petit,on obtient une contradiction

. +
d'aprés laquelle on a nécessairement u =0

Comme conséquence, soulignons la nullité de toute fonction harmonique dans Q)
dont le quotient par h est bornde et admet & la frontiére { une pseudo-
linite nulle hors d'un enscrble h-négligeable crbitrairement choisi.

Nous verrons dans l'exposé suivant le r8le inmportant. de cc principe dans 1'étude
de 1l'allure & la frontiérc de la solution du probléme de Dirichlete
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