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THEORIE DU POTENTIEL

Année 1957

SUR IES FONDEMENTS DE 1A THEORIE FINE DU POTENTIEL

par Gustave CHOQUET

INTRCDUCTION, = Dans la théorie clessique du potentiel, les noyaux et les potcn=-
tiels sont des fonctions 3 il est parfois commode d'associer & un tel potentiel=
fonction une mesure définie comme produit d'une mesure fixe (par cxemple la
mesure de Lebesgue dans R%) par cette fonction ; ca est ainsi conduit & 1'étu-
de d'une théoric du potenticl dans laquelle noyaux et potenticls sont des mesures j
1tutilisation de la topologie faible sur l'ensemble des mesurcs apporte alors de
grendes simplifications. Mais la question sc pose de traduire les résultats obtenus
dans cette théoriec assouplie, en termes dc potenticl~fonction 3 si on peut le faire
on aura la possibilité de développer la théorie du potentiel de la fagon suivante ¢

10 Etudier d'abord l'aspsct potentiel-mesurc.

2° Au moyen de quelques théorémes-clefs, traduire lcs résultats obtenus, en

termes de théorie fine (potenticls=fonctions).

Nous donnerons ici les théoreémes-clefs qui permettent cette traduction ; nos

énoncés soulignecront l'importance des noyaux réguliers et des potentiels continus.

1. Rappel de définitions ct propri’tds sinples.

Les mesures J\ dont il s'agira seront des mesures de Radon positives, sauf men-

tion du contraire, et tous les espaces E cnvisagds seront localement compactse

. DEFINITION 1. = Un noyau G dans u{ espace E est une. application seni-con=
tinue inféricurement de E x E dans T&_ (0, + ©]). Son adjoint est G s dé-

fini par

Gx , y) = G{y , x)

Le cBne convexe des mesures de Radon >0 sur E , muni de la topologie fai-
ble, est désigné par W, 3 pour Vﬁc‘mﬂ- 'y S‘A désigne le support fermé de M
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Lec G-potentiel de ‘A est la fonction G".& définie par

o6 = fote, ) apty)

On montre que 1l'application (W , x) — Gp A (x) de ‘Wo x B dans R sst
semi~continu inférieuremente. En particulier, pour toute suite convergcnte
n ’J sy On a s

lim inf G‘\Ln(x) > er(x) pour tout X .

/
DEFINITION 2¢ = On dit que G est régulier si, pour toute mesure rlé, CJ\Q_ y do
support sompact, le fait que la restriction de Gn & St/\ soit finie et contie-

nue, entraine que GP soit fini et continu dans E (Voir [1]).

On dit que G ecst tres régulier si

a. G et & sont réguliers
be G est fini et contimu hors de la diagonals A de E x E

c. Pour tout x & Oy Y Oy ‘((l) ou bjen on a G(x , x) =+ o , ou bien x

a une base dénombrable de voisinages.

IEMME 1., - Soit G wun noyau régulier, et soit M une mcsure positive de support
compact, telle que GP‘ soit fini en tout point de Sp « Alors pour tout ¢+ 0,
il existe Plg . telle que rx,(E) - V' (E)= & , et telle qus Gt_u soit contimu

dans E .

En effet, come Gp est mesurablc, il existe un ouvert «wCE tel quc
P (w)s € , 6t que la restriction de G a (Coo soit continue.

Posons [\}' restriction de M a {fc.o 3 et P": Il -cl' .
On a Gr» = GV. + GP. 3 sur {(,..3 ’ GV et G',( sont semi-continusinférieure-
ment et leur somme est continue. Donc G‘-t et G‘A sont aussi continus ; et

comme G est régulier, G‘r\ est continu dans tout l'espace.

 COROLLAIRE. - Si G est régulief, si | cst portde par un ensemble A compact
ou réunion dénombrable de compacts, ¢t si G est fini en tant point de 4 ,
il existe une suite croissante ‘&n - P telle que Gpn soit fini et continu

(1) (0 désigne 1'ensemble des points x au voisinage desquels G ne satis-
fait au principg du meximum A=-dilaté pour aucun A . Et (/ est l'ensemble
analogus pour G (voir [1]).
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dans E ; Gtu. est alors dvidemment la linite de la suite croissante Gf-k_q .

2+ Notion de capacité. Applications.

Nous supposerons désormais, pour simplifier les énoncés, que l'espace E est
compact ; le cas de E mnon compact s’en déduira en général par une localisation

facile.

DEFINITION 3. = Pour tout noyau G et pour tout compact K CE la Gecopacité
de K est la borne supcrieure de }A(K) pour toutes les mesures positives }.A

telle que

Stﬂ. CK et G}; =1 partout dans E ,

I1 résulte de la définition que pour toute mesurc B portée par K, on a
G-cap KZ',A(E)/“GH| , ou HG’;H = sup de GY\(X) sur E .

S1 G-eap K < w , il existe alors unc tclle Py qui réalise ce meximun ;

1l'ensemble de ces distributions capacitaires o est convexe et compact.

Le  Gecapacité est une fonction croissante, continuc & droite et sous-additive ;

plus généralement on a méme
o @
Gmcap™ ( \Ja)= %: Gmcap™(4_)
Yy n n
On définit de maniére clessique les G-capacités intéricure et extérieures

G-cap . X et G-cap* X , pour tout ensemble X .

On dit qu'une propriété a lieu G-quasi-partout (G.q.p.) si elle a lisu en
tout point de E sauf aux points d'un ensemblc de G=copacité extérieure O .

On montre que,lorsque G est régulier, il y a équivalence entre les énoncés :

A: G(x,x)=+ o pour tout xcE .

B : La G-capacité est dichotomique.

(Une fonction croissante f£(K) =0 du compact K de E est dite dichotomique
si pour tout K et toute constante ¢ >0 , il existe deux sous-compacts K1 ’
K, ds K tels que f(Kl) et £(K,) soient 3 £(K) - &) .

Nous n'auronsd'aillcurs pas & utiliser cette propriété dans cec qui suits
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Grandes valeurs d'un potentiel. — Notons que pour toute Me %\‘Q‘_ s l'ensemble des

x tecls que er(x) >h est un ouvert «w tel que

(1) becopeo = p(E)/n

En effet, soit K wun compact dc <o , et soit v ume G~distribution capaci~

taire d¢ K « On a éviderment ¢
v
heG=cap K‘<‘fG px) v = yé’N(X) dp <fdp = pE) .
Comme é—cap K peut &trec pris arbibrairement voisin de é-cap o , la reclation

est établie.

En particulier, l'cnsemble I('A) des x tcls que Gy,(x) =+ o estun
GS de 6—capacité extéricure nulle ; sutrement dit Gp(x) cst fini
E‘x-quasi—partout .

Nous allons déduirec de la relation (1) un important théorémc. Etablissons d'abord

un lemme.

IEME 2. - Soit G régulier et fini continu hors de ) . Pour toute p»0, tout
€ 20 et tout yéO , il existe un ouvert «>c E tel que é—capw«& y et deux

mesures » £t T telles qus ¢
ae p= VeI TE)<E .

be Lo restriction de G» & 6\» cst continue et < '-\(E)/g N

Posons <o= cpsemble des X tels que G (x) > B(E)/E ; on a bicn alors
(relation 1) Gecap co <é o
Soient ]‘w et }ng les traces de p} sur o et goo .

I1 existe un compact K Ceo tel que P(ev -K) & ‘?/2 ; d'autre part, comme
G\ est bornée sur (jw , il existec d'aprés le lemme 1 une mesure P' < \A@w

de G-potentiel continu, telle que
rle(E) - R @ < y/2

On pose ¥ = P\’+ b g 5 come G est fini et continu hors ds O et que les
compacts K. et E’w sont disjoints, G'}MK. est continu sur E’cp 3 donc la res—
triction de Gy & Bw est continuee Si on posc TV = p - » , les mesures

et T possédent bien les propriétés cherchées.
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THROREME 1. - Soit G régulier et fini continu hors de A (on supposc E
compact). Pour toutc \.\20 , 6t tout a> 0, il cxiste un ouvert Q tcl que

v
19 Gmeap R < a

2¢ 1a restriction de Gt& a 80. soit finic ¢t continuec.

Désignons par <« ’, vy Ty les élénents associés par le lcrmac 2 aux données

a a
"L y T = 5 7 = (2') .
On Aéfinit alors ainsi (co, » », » TTn) par réeurrence ¢ (o 5, »

sont les ¢léments associds par le lemme 2 aux donndes Tn_i N
=&
R @
Posons <& = U“ﬁ .
' 1

De la sous-additivité de la capacité résulte que

- @©
\4
Gmcapsl S 4= Gmeap cuv é;%=a .
© 2
Dt t A—Z G —EG
autre pert P =49 vn,donc V\.- T »n .

Or, pao T définition, lo restriction de Gv a () e, » donc aussi a Q&l ,
}
est continue 3 d'autre part, sur ["h on a

0=Gy (%)< (E)/(-—) 4(‘-7) /("‘"') “‘j‘ pour tout n 31 .

La convergencs des Gv sur EQ ¢St uniforme, donc la restriction de Gt,\
CQ. est continuec.

Comparaison des capacités pour G et .

ld
DEFINITION 4. - On appelle G-éncrgic d'unc mesure Rk la quantité, finie ou

infinic J op dp
L'énergle de M st évidemment 1o mlme pour G et G . L'énergie de |* est une

fonetion semi-continue infériecurement de ;« € W’Q_ 3 cn particulier, l'ensemble des
M d'énergic < k cst fermé.

LEMME 3. = Soit G un noyau quelconque 3 et soit K wun compact de E tona i

(Gmcap K # 0) = (Il existe une mesure }) non nulle et d'énergie finic portée par K,
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Lorsque G est régulier, la réciproque est vraie.

En effety, si Gm=cap K # 0, soit N une distribution capacitaire de X

; ona
Gt) fini et continu, donc 1l'¢énergie de |t est finie.

Inversement soit M , portée par K et d'émergiec finie ; corme G‘A est

-intégrable, il existe une fl' non nulle 4,.-?.: telle que la restriction de

Gcs' a Stl‘ scit finic continue ; si G- est rézulier, Gtt'
done bornée ;

e¢st continue partout,
b

il emiste donc des mesures non nulles sur K , ds potentiel G}A 1
partout, d'ou Gecap K £0 .

PROPOSITION 1, = Soit G-régulier ; pour tout compact X , on a la relation ¢

(Gecgp X = 0) = (5—cap K =0)

Dtaprés le lemme 3, de G-cap K = 0 résulte, corme G est régulier, que toute

mesurc v non nulle portée par K est de G-énergie infinie, donc aussi de
(%4
G-énergie infinie, d'ol

J
En particulier, si G et G sont réguliers, les relations G-cap K =0 et
v
G-cap K = O sont équivalentes.

On va préciser la proposition 1 lorsque G satisfait & une condition supplé-
mentaire.

LEME 4. = Si G satisfait au principe du maxinum W-dilaté (voir [1], défi-
nition 3, corollaire des propositions 1 et 2), on a pour tout compact K 3

(2)

\('}-cap K €4 A oG=cap K

Y
En effet, soit w une G=distribution capacitaire de K , &t posons

ff—cap K=a.Pour h>1, soit A' (resp. A") 1'enscmble des points de K

tels que Gy (x) >h (resp. < h) ; et soient 'x' et tx" les trages de | sur
Av et A,

On a @

he F(E)& J(G\u'dv'ggGv\ d‘p = }ét‘ dp < a

Donc }1' E)< a/h
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sa 1 1
On en déduit E)=a(l - }-:-) ; ot comne G\A '« GM < h sur le compact A"
qui porte ‘A", on a Gv"éﬂh partout.

Donc (en utilisant une remarque qui suit la définition 3), on a @

a

1 1
C-z)»3

e

G-cap K > a(l - i—)/?\h =

d'ou le lemne.

REMARQUE, - Lt'indgalité () s'étend inmédiatemont aux capacités extérieurss

.de tout ensenble.

PROPOSITION 2, - Soit G régulier, fini et continu hors ds A , et tel que

G(x , x) = © en tout point d'ondulation forte de G ([1], définition 3, coroi-
laire des propositions 1 et 2). Alors, pour tout ¢ >0, il existe 77 0 tel

que

(G—cap A<7) (G—cap A<g)

Si G est régulier, l'ensemble @oo des points d'ondulation forte c}e G est
discret, donc fini ; t ut xe Ooo est un ensenble deé G-capacité et G-capacité
nulle puisque G(x , x) = 0 , donc il existec un ouvert o de G-capacité et de
G-capac1te arbitrairement petlte et contenant (900 3 sur le compact Cw ’

G satisfait au principe du maximum A -dilaté, pour un certain A 3 du lerms 4

résulte alors aisément la propcsitione.

Cas d'un groupse = S8i G est un groupe localement compact quslconque et si

G est un noyau de composition régulier sur E , (G(x,y)= flxy )) ’ (900
est vide et G st aussi régulier. Si en pﬂrtlcullcr G est compact, il

existe deux constantes k; et k, > 0 telles que
* " * %
k) oG-cap” A < Gecap A < k,eG-cap” A

PROPOSITION 3, = Soit G régulier, fini ot continu hors de /A . Si pour tout
X € s Ou bien G(x , X) = © , ou bien x a unc base dénombrable de voisi-

nages (automathuement, vérifié si E est nétriqus), on a @
(G—cap A =0) = (G—cap A = O)

| oo
11 suffit de remarquer qus tout ensemble A est de la forme & = ) A, les
1
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b~ Stont tels que, pour tout x (:Kn NG, 5 ona Glx, x) = o } on applique

alors la proposition 2 & la restriction de G aux In .

3, Mesures nornales et nesures singuliércs.

/ .
IEFINITION 5. = Pour iout novau & gur E , une mesure ReG est dite

G-normale si |' = lim croissante (‘xn) » OU chaquo G‘An est fini continu.

Une mesure p gest dite Ge-singuliére si aucune f\':\ b n'est G-normelc.
De cette définition résultent aussitét les propriétés suivantes @

Los nesures Ge-normales (rcspe. G-singulidres) constitucnt un sous-cOne convexe
héréiitaire ‘%G (respe SSG) de My ; la limite d'uns suite croissante
d'élements de cec cbne y appartient aussie En outre 9, cst somne directe de
W, ot ‘SG en cc sens que toute R s'éerit d'une fagon et A'une seule sous

la forme M = kn t g ol Fn cst normale et s singulierc.

PROPOSITION 4. = Soit G régulier. Pour toute . , 1o trace de |4 sur
EI(P) (ou I(P) est l'ensasmble des x tels que er(x) = ® , 65t G-normales

I1 en résulte que toute mesurc P qui est Gesingulidére est portée par I(\,\) .

En effet, soit t)_' la troce de posur FI(P) . On a GP' 4 © sur EI(M) 3

comme cet ensemble est un FO' , la proposition résulte inmédiatenent du corol-

)

leire du lemne 1.

REIARQUES (Cas de G régulier)s
10 Toute 2 portée par un ensemble A do G-capacité extéricure O est
) ) I. N * n

G-singulidre (sinon il existerait }t' S avec G‘A borné, d'ol G-cap 4 £0).
On peut méme remplacer ls mot Mextérieure" par "intéricure".

2° Si e 6st Gesinguliére, son énergic cst infinie 3 il en est de méme a
fortiori de toute wx |t Donc toute mesure d'énergic finie est G-normale.
(Notons que méme pour' les noyaux les plus classiques, il peut exister des nesures

normeles d'énergiec infinie).

PROPOSITION 5. = Soit G wun noyau régulier, et soit V une nesure G-normalee
Pour tout &€ >0 , il existe 9>0 tel que, pour tout X CE , on ait

(G—oap*xu)) = (p(K)< €)
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Sinon il existe 2 >0, ¢t une suite d'ouverts A n tels que

. 1
Gmcop 4 < -2—5 et tA(An) > a

Posons o« = U 4 .,
n p>n P

1
On a G=cap a)n<-51-1- et yu(con)>a .
Si BA=ﬂwn,onadonc G-cap B=0 et ‘A(B)Za-

Done la trace de W sur 1l'ensenble B est une mesurs normale non nulle, cc

qui est inpossible puisque B a une G-c-pacité nulle.

PROPOSITION 6. = Scit G tres rlégulier j alors,

— [
10 (V G-singuliére) — ( B portée par un cnsenble de G-cap® nulle)

. v
29 Ies mesures normales (resp. singuliéres) sont les némes pour G et G

39 Pour toute s lcs parties singuiiére et nornale de P. sont les traces de ’..(
'y
sur I et |'I .
()L) L (t»)
Cette proposition va résulter du fait que les relations G—cap* A =0 et

v
Gmcep® A = 0 sont équivalentes, d'aprds la proposition 3.

Montrons (1) ¢ Pour toute W os I(p) a une capacité nulle ; or la trace de
M sur EI( lu) . est G-normale (proposition 4) ; donc si | cst singulierc,
cette trace est nulle, autrenent dit i est portéc par I(Vu) ; inversemcnt, si
M est portée par 4L ou G—cap* A =0, nous savons déja (remarque 1 de le propo=
sition 4) que I est Gesingulieére. ’
Montrons (2) ¢ De (1) résulte que SG = S‘é 3 comme los mesurcs normales

peuvent se définir on termes de mesures singulidres, on a donc aussi U = Foy o

Montrons (3) ¢ Nous sevons 1¢ja que les traces d: p sur I(}L) et gl(‘&)
sont respectivement singulidre et nornmale ; 1'énoncé résulte donc de 1l'unicité

de la décomposition ds ‘J— en ses narties singuliéres et normale.

COROLLAIRE du (3). = Soit G trds régulier ; pour toute p , on a )= presque
partout Gr(x) etk (v}pt(x) sirult 'nément finis ou sirmltanément infinis.

4. Convergence des potentielse

Nous allons utiliser le théoréme 1 pour dénontrer le théoréne de base de la

théorie du potentiel ; nctons que ce théoreme n'exige, sur le noyau, cucuneé
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hypothése du type "balayage", "principe de rdonination".

Par contre il inmpose au noyau d'8trc régulicr.

/ \
THEOREME 2. - Soit G un noyau fini ot continu hors de A , avec G ot G

réguliers (B ost supposé cemnact).

Pour toute suite convergente (‘A ) = M dans WG, , telle que Gmquasi-partout
GVn(x) —~ f(x) , on o G-quagi-partout Gp (x) = f(x)

IEMONSTRATION, - Soit a > 0 ; A'aprés lc théoréme 1, il cxiste des ouverts iet
','.?:n tels que ¢

\s _— ~
Gmcop S1< 2, ot 1o rostriction & G 2 {)"»L est continue

bN

(\Jr’-cap £ n f_a’ot 1o restrictionde G!un a E;ln est continuc.
Par hypothése, il existe aussi un ouvert -’ tel que E‘r’-cap Yea et tel
qu'hors de £2', Gr\ (x) = £(x) o
.Soit K 1le compeet intcrsection des fl EQ- et EQ’ s sur K, onea
£(x) = G plx) .

Soit A (respe pq) liénserﬂ)le des x cK tols que 'f(x)‘> G}k(x)
(resp. GP‘(X)> Grl(x) +o powr tout r= 1) ; chaque ensenble qu est conpact

ptr
4 cause de la cont:.nu:\./te de*s G}Ln ct GT\ sur K, et A = Ig.’)q Ap,q .

On va montrer que G=sap L = 0 ; pour cela il suffit de montrer quec pour tout
Ap’q s On a t}}:-,-cap qu =0 o« Or si ccel n'est pes vrai, ilvexists, d'apres lc
lemme 1, une mesure V # 0 portée par A , telle que G Y soit continu cdans
E.Oa XG))d}x jGtL /K(G\L -)dv pour tout n >p . Or comne

&V est continue, va dp, —> JG» d\« =J Gprdy On a donc
SG‘,\ d» > S(G‘L +-) dv , ce qui cst absurde puisque jd »#£0 .
On a donc, G—quas:.-par'bout sur K og x) = £(x) .
G-cap (.@K)emafi 2 o34

comue a est arbitraire le thioréme est bien ctebli.

Lc restec du travail cst résumé dans deux Notes parues dans les Comptes rendus
de 1'hAcedémie des Sciences.
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