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INTRODUCTION. - Dans la théorie classique du potentiel, les noyaux et les potcn-
ti61s sont des fonctions ; il est pa rfois commode d’associer à un tel potentiel-
fonction une mesure définie corme produit d’un6 mesure fixe (par exemple la
mesure de Lebesgue dans RD) par cette fonction ; ci est ainsi conduit à l’étu-
de d’une théorie du potentiel dan~ laquelle noyaux et potentiels sont des mesures ;
l’utilisation de la topologie faible sur l’ensemble des mesures apporté alors de
grandes simplifications. Mais la question se pose de traduire les résultats obtenus
dans cette théorie assoupli6, en termes de potentiel-fonction ; si on peut le faire
on aura la possibilité de développer la théorie du potentiel de la façon suivante :

1 ° Etudi6r d’abord l’asp6ct potentiel-mesure.

2° Au moyen de quelques théorémes-clefs, traduire les résultats obtenus, en
termes de théorie finc (potentiels-fonctions).

Nous donnerons ici les théorèmes-clefs qui permettent cette traduction ; nos
’énoncés souligneront l’ importanc6 des noyaux réguliers et des potentiels continus.

1. Rappel de définitions et propriétés simples.

Les mesures  dont il s’agira seront des mesures de Radon positives, sa 
tion du contraire, et tous les espaces E envisagés seront localement compacts.

. DEFINITION 1. - Un noyau G dans 1 espace E est une application semi-con-
tinue intérieurement de E x E dans R+ ([0 , + 00 J). Son adjoint est 
fini par 

’

G(x , y) = G(y, x) .

LE cône convexe des mesures de Radon  0 sur E , muni de la topologie 
ble, est désigné par M+ ; pour ~M+ , S désigne le support ferme 
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Le G-potGnti61 de  est la fonction définie par

On montre que l’application (  , x) ~ G (x) de M+ x E dans R+ sst

semi-continu inférieurement. En particulier, pour toute suite convergente
-~ ~ on a :

l

DEFINITION 2. - On dit , guo G est régulier si pour toutE mesure  ~ M+ , dE

support aompact, 16 fait que 1a restriction do G 
a. 

à S fx soit fini6 Et conti-
- - 

- -- .- -- -- - - - 
.- .... -- . -.- -- ~ .

nue, entraîne quE G soit fini Et continu dans E (Voir [1]).

On dit que G est três ré_guliEr si

s,. G sont réguliers

b. G est fini ot continu hors dE lo, 0394 dE E x E

c . Pour tout x ~ O ~ O ( (1) ou on a G(x , x ) = + ~ , ou bien x
ce 00

a unE base dénombrablE do voisinages .

LEMME 1. - Soit G un noyau régulïar, Et soit  unE mesure positive do 
compact, tElls quo G p, soit fini on tout point do Alors pour tout ~ &#x3E; 0 ,
ri...r.,. -.. ,- &#x3E; 

- ----0--- .- -.m&#x3E;  .. - ,

il. existe ’  tallE qua (E) .- ’ (E) ~ ~ ’ , st telle quE G ’ soit continu

dans E .

En effet, comme G  ost mesurable, il existe un ouvErt E tel quo

? ~~ ~ ~‘ ~ ~ st que la restriction dE G ~x- à ~’~ soit continuE.

Posons ’ = restriction dc  à 03C9 ; Et "= a - ’ a

on a G y = G ’ + G " ; sur 03C9, G l’ 6t G " sont semi-continusinférieure-
ment Et lEUr somme Est continuE. 

.&#x3E; 

Donc G ’ 
, 

Et G ’‘ sont aussi continus ; Et
comme G 6st régulier, G ’ Est continu dans tout l’espace.

.

COROLLAIRE. - Si G ast si  Est POrté6 par un ensemble k 

ou réunion dénombrable dE compacts, ot si G y est fini on tant point de A ,
zl existe unE suitE croissante n ~  telle que G 

n 
soit fini Et continu

(1) O~ désigne l’ensemble des points x au voisinage desquels G no satis-

fait au principe du maximum 03BB-dilaté pour aucun 03BB . Et m Est l’ ensemble

analo E pour G (voir ( 1 ~~ . 
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dans E ; G p est alors évidemment la limite de la suite croissante 

2. Notion d6 capacité. Applications.

Nous supposerons désormais, pour simplifier les énoncés, que l’espace E est

compact ; le cas d6 E non compact déduira 6n général par une localisation
facile .

, .

DEFINITION 3. - Pour tout noyau G et pour tout compact K c. E la 

de K est la borne supérieure do p(K ) pour toutes les mesures positives ytelle 

Il résulte de la définition que pour tout6 mesure p portée par K ~ on a :
~ 

où =supde sur E .

Si K 4 ~ , il existe alors une telle B"- o qui réalise ce maximum ;
l’ensemble de ces distributions capacitaires est convexe et compact.

La G-capacité est une fonction croissante, continu6 à droite 6t sous-additive ;
plus généralement on a m8me

On définit de manière classique les G-capacités intérieure 6t extérieure.
G-cap X et G-"cap X , pour tout ensemble X.

On dit qu’une propriété a lieu G-quasi-partout (G.q.p. ) si elle a lieu en
tout point de E sauf aux points d’un ensemble de G-capacité extérieure o.

On montre que,lorsque G est régulier, il y a équivalence entre les énoncés :

A : G(x , x) = + co pour tout x ; E .

3 : La G-capacité est dichotomique.

(Une fonction croissante f(K) ~.0 du compact K de f est dite dichotomiqu6
si pour tout K et toute constante ~ &#x3E; a , il existe d6ux sous-compacts K1 ,
K~ de K tels que et f(K~) soient ~ f(K) - e.) .

Nous n’aurons d’ailleurs pas à utiliser cette propriété dans cc qui suit.
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Grandes valeurs d’un potentiel. - Notons que pour toute l’ensemble des

x tels que G f (x) &#x3E; h est un ouvert tel que

v

En effet, soit K un compact de 03C9 , 6t soit 03BD une G-distribution capaci-
taire de K . On a évidemment :

V v

Comme G-cap K peut être pris arbitrairement voisin de G-cap la relation

est établie.

En particulier, l’ensemble I( ) des x tels que = + CD est un

de G-capacité extérieure nulle ; autrement dit est fini .

G-quasi-partout. ,

Nous allons déduire de la relation (l) un important théorème. Etablissons d’abord

un lemme.

Soit G régulier ot fini continu hors Pour toute   0 , tout
, 

1  0 et tout ~  0 , il existe un ouvert E tel que et deux

mesures)) Et TT telles que : ,

a. jJL= P + W ; Tr(E).~ ~

restriction de est continue et ~~.(E)/~ .
Posons 03C9= ensemble des x tels que (E)/~ ; on a bien alors

(relation l) 

Soient p 03C9 et 03C9 les trac6S de  sur 03C9 et 03C9 .
Il existe un compact tel que p( (.Ù - K)  ~/2 ; d’autre part, comme 

.

G 03C9 est bornée sur 03C9, il existe d’après le lemme 1 une mesure 
CAJ

de G-potentiel continu, telle que

On = ~ + r K ; comme G est fini et continu hors et que les

compacts K et sont disjoints , 
" 

est continu sur donc la res-

triction de GlJ à est continue. Si on pose rr = jK r- » , les mesures ~

et TT possèdent bien les propriétés cherchées.
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1. -- Soit G régulier Et fini continu hors de 0394 on suppose E

compact). Pour toute   0 , ct tout a &#x3E; 0 , il existe un ouvErt 03A9 tel que
Y

ï o ~i  c,

2° la restriction do G à 03A9 soit finie ot continuo.

Désignons 03C01 , los éléments associés par lE aux dOnné6S
2

On définit alors ainsi (~ ~ ~n ~ ~n~ par récurrence : (o~ ~ ~ ~ ~n~
’ sont les éléments associés par le lemme 2 aux données 03C0n-1 , ~ = a 2n ,

Posons E2 = ~03C9n .
De la sous-additivité de la capacité résulte que

~ 
-- 

-~ 
4

D’autre part  == 03A3 03BDn , donc G  = 03A3 G 03BDn .
Or~ par définition~ la restriction de à j c~ ~ donc aussi 

est continue ; d’autre part, sur 03C9n on a : 
’

La convergence des sur 03A9 est uniforme, donc la restriction de Gp.
à est continue.

B/

Comparaison des capacités pour G et G.

. 
’

DEFINITION 4 . - On appelle G-énergie d’une mesure  la quantité, finie ou

infinie Gp 
L’énergie de  est évidemment la marne pour G et G. L’énergie de  est une

fonction semi-continue intérieurement de  ~ M+ ; cn particulier, l’ensemble des
fi d’énergie  k est fermé.

lEMME 3 * - Soit G un quelconque ; et soit K un compact de E : on a :

(G-cap K ~ 0) = (Il existe une mesure ~ non nulle et d’énergie finio portée par K)
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Lorsque G est régulier, la réciproque est vraie.

En effet, si G-cap K ~ 0 , soit jd une distribution capacitaire de K ; on a

G  fini et continu, donc l’énergie est finies

Inversement soit  , portée par K et d’énergie finie ; corme G  est

-intégrable, il existe non nulle t telle que la restriction de

1 
à S r’ soit finie continue ; si 

. 

G ’ 
‘ 

est G ( est continue partout,

donc bornée ; il existe donc des mesures non nulles sur K , de potentiel G? # l
partout, d’où G-cap K ~ 0 .

PROPOSITION 1. - Soit G-régulier ; pour tout compact K , on a la relation :

D’après le lemme 3, de G-cap K = 0 résulte, comice G est régulier, que toute

mesure  non nulle portée par K est de G-énergie infinie, donc aussi de

infinie, à’où 
’

En particulier, si G et G sont réguliers, les relations G-cap K = 0 et

G-cap K = 0 sont équivalentes.

On va préciser la proposition 1 lorsque G satisfait à une condition supplé-

mentaire.

LEMME 4. - Si G satisfait au principe du maximum 03BB-dilaté (voir [ 1 ], défi-

nition 3~ corollaire des propositions 1 et 2)~ on a pour tout compact K :

...,.

En effet, soit p une G-distribution capacitaire de K , et posons

-cap K = a . Pour h-;:o.l , soit A’ (r6sp. Ali) l’ensemble des points d6 K

tels que G ji (x) &#x3E;- h (r6sp. ,¿ h) ; 6t soient ’ 
1 Il les traces de f-l sur

Ai et A" .

on a :

Donc ~(E)~a/h ~
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On en déduit k(E)~a(l -2014) ! et comme h sur le compact An

qui porte ", on’ a G f "03BB h partout.

Donc (6n utilisant une remarque qui suit la définition 3 ), on a :

d’où 16 lemme.

L’inégalité (2) s’étend immédiatement aux capacités extérieures

de tout ensemble.

PROPOSITION 2. - Soit G fini Et continu hors de 0394 , et tel que

G(x , x) = co en tout point d’ondulation forte de G ([ 1 J, définition 3, corol-
iair6 des propositions 1 6t 2). Alors, pour tout ~ ,;:&#x3E;0 , il ExistE &#x3E; 0 tEl.

Si G est régulier, l’ensemble O
C° 

des points d’ondulation forte de G est

discret, donc fini ; t ut x ~ O~ est un ensemble de G-capacité et G-capacité

nulle puisque G(x , x) = 0 , donc il existe un ouvert an de G-capacité 6t de

G-capacité arbitrairement petite et contenant sur le compact 

G satisfait au principe du maximum ~-dilatée pour un certain 2 ; du lemme 4

résulte alors aisément la proposition

Cas d’un groupe. - Si G est un groupe localement compact quelconque 6t si

G est un noyau de composition régulier 
sur E , (G(x , y) = f(x y-1)), O~

est vide et G est aussi régulier. Si en particulier G est compacta il

existe deux constantes kl et k2 &#x3E; 0 telles que

PROPOSITION 3. - Soit G régulier, fini 6t continu hors de A . Si pour tout

x ~ O~ , ou bien G(x , x) = ~ , ou bien x a une base dénombrable do voisi-

nages (automatiquement vérifié si E est métrique)~ on a :

ce

Îl suffit de remarquer que tout ensemble li est de la forme A = U 16s
1
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A 
n 

étant tels pour tout x ~ A
n ?LJ , on a G(x , x) = on applique

alors la proposition 2 à la restriction de G aux 

3. Mesures normales et mesures singulières.

DEFINITION 5. - Pour tout noyau G sur E , une est dite

G-normale si croissante «(n)’ où chaque est fini continu.

Une mesure  est dite G-singulière ai aucune ’  n’est 
De cette définition résultent aussit8t les propriétés suivantes :

Les mesures G-normales (resp. G-singulières) constituent un sous-cône convexe

héréditaire (r6sp. ~G) de la limite d’une suite croissante

d’élements de ce cône y appartient aussi. En outre est somme directe de

~ et ce sens que toute n s’écrit d’une façon et d’une seule sous

la forme  = t"’n + s , où est normale et s singulière.

PROPOSITION 4. - Soit G régulier. Pour toute  , la trace de  sur
(où l ( p) est l’ensemble des x tels que ~ , est G-nornale.

Il en résulte que toute mesure  qui est G-singulière est portée par I( ) .
En effet, soit ’ la trace de  sur  &#x3E; I( ) . On a 4. 00 sur I( ) ;

comme cet ensemble est un F03C3 , la proposition résulte immédiatement du 
corol-

laire du lemme 1.

REMARQUES (Cas de G régulier).

1~ Toute , portée par un ensemble A de G-capacité extérieure 0 est

G-singulière (sinon il existerait  j avec bornée d’où G-cap* 0).

On peut même remplacer le mot "extérieure" par "intérieure".

20 Si  est G-singulière, son énergie est infinie; il en est de même a

fortiori de toute 03BD  . Donc toute 
mesure d’énergie finie est G-normale.

(Notons que même pour les noyaux les plus classiques~ il peut exister des 
mesures

normales d’énergie infinie).

PROPOSITION 5. - Soit G un noyau régulier, et soit  une mesure G-normale.

Pour tout ~ &#x3E; 0 , il existe l/ &#x3E; 0 te-1 que, pour tout on ait
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Sinon il existe a &#x3E; 0 , st une suite d’ouverts A tels que

Posons o = U il "
n p

On a G-cap úJ ~~r 

Si on a donc G-cap B==0 

Donc la trace de  sur l’ensemble B est une mesure normale non nulle, oc

qui est impossible puisque B a une G-capacité nulle.

PROPOSITION 6. - Soit G très régulier ? alors,

1° (u G-singulière) ( H. portée par un ensemble d6 G-cap* nulle) 
"

2° Les mesures normales (r6sp. singulières) sont les mêmes pour G et G .

30 Pour toute ~ ~ les parties singulière et normale de p- sont les traces de n
~ LI(r--) .

Cette proposition va résulter du fait que les relations G-cap* A =0 et

= 0 sont équivalentes~ d’après la proposition 3 .

Montrons (1) : Pour I(? ) a une capacité nulle ; or la trace de

fL sur I( ) . est G-normale (proposition 4) ; donc si  est singulière,
cette trace est nulle, autrement est portée par 1 ( y- ) ; inversement~ si
f est portée par A où G-cap* A = 0 , nous savons déjà (remarque 1 de la propo-

sition 4) est G-singulière.

Montrons (2) : De (1) résulte que 0~ = ~Q ! comme les mesures normales
peuvent se définir en termes de mesures singulières, on a donc aussi ’~f6G .

Montrons (3) : Nous savons déjà que les traces d.~ ~ et E l (~ )
sont respectivement singulière et normale J l’énoncé résulte donc de l’unicité

de la décomposition de y en ses parties singulières et normale.

. 

COROLLAIRE du (3). - Soit G très régulier ; pour toute  , on a -presque
partout etb simult ’nément finis ou simultanément infinis.

4. Convergence des potentiels.

Nous allons utiliser le théorème 1 pour démontrer le théorème de base de la

théorie du potentiel ; notons que ce théorème n’exige, sur le noyau, aucune
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hypothèse du type "balayage", "principe de donination".

Par contre il impose au noyau d’être régulier.

THÉORÈME 2 . - Soit G un noyau fini et continu hors de 0394 , avec G et G

réguliers (E est supposé conpact).

Pour toute suite convergente ( n) ~  dans M+, telle que -quasi-partout
G n (x) ~ f(x) , on a -quasi-partout G (x) =f(x) .

DÉMONSTRATION. - Soit a &#x3E; 0 ; d’après le théorème 1, il existe dos ouverts 

03A9
n 

tels que :

-cap 03A9 ~ a, et la restriction de G  a est continue

-cap 03A9 ~ a, et la restriction de G n à 03A9n est continue.

Par hypothèse, il existe aussi un ouvert 03A9’ tel que -cap 03A9’~a et tel

qu’hors de ~~ ~~n~~ -~f(x) . .

Soit K le compact intersection dos 03A9n , 03A9 et 03A9’ ; sur K , on a

f(x)  G (x) .
Soit A (resp, A ) l’ensemble des x ~ K tels que f(x).&#x3E; GLL(x)

(resp. +- pour tout r  l) } chaque ensemble Apq est compact

à cause continuité des et G  sur K , et A = 

On va montrer que A = 0 ~ pour cela il suffit de montrer que pour tout

A 
p,q 

, on a -cap A 
pq 

= 0 . Or si ceci n’est pas vrai, il existe, d’après le
lemme 1. une mesure 03BD ~ 0 portée par A , telle que  03BD soit continu dans

E .On a = Gu d03BD  (G  +--) d03BD pour tout n  p .Or comme

 03BD est continue,  03BD d n ~  G 03BD d  =  G  d03BD .On a donc

G  d03BD  (G  +2014) d03BD , ce qui est absurde puisque d 03BD ~ 0 .
On a donc. -quasi-partout sur K : G (x) == f(x) . Or

0153

. +~- 2014=3 a ~" 1 2
comme a est arbitraire le théorème est bien établi.

Le reste du travail est résumé dans deux Notes parues dans les Comptes rendus

de l’Académie des Sciences .
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