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VIII.1

D. Alspach a construit 1'année derniere un exemple d'une
contraction d'un faiblement compact de L1 n'admettant pas de point
fixe. Nous allons montrer deux résultats positifs concernant deux
classes particulieres de convexes faiblement compacts de Ll.

Théoreme 1 : Soient X un sous-espace réflexif de L1 et C un convexe

fermé borné de X. Toute contraction T : C - C admet un point fixe.

, 1
Notre second résultat concerne 1l'espace de Hardy H , que

. . . 1 s .
nous munirons de la norme induite par L, c'est-a-dire :
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Théoreme 2 : Soit C un convexe faiblement compact de Hl- Toute

contraction T : C - C admet un point fixe.

§ 1. RAPPELS SUR LES CONVEXES MINIMAUX.

Soient E un espace de Banach et C un convexe faiblement
compact de E. Soit d'autre part T une contraction de C dans lui-méme.
I1 est clair que la classe des convexes fermés D tels que D € C et
T(D) © D admet des éléments minimaux. Nous appellerons un tel élément
minimal un convexe minimal pour T. Si T n'admet pas de point fixe,

un convexe minimal pour T n'est pas réduit a un point.

Si D est convexe minimal pour T, on a

D = conv (T(D))

En effet, conv(T(D)) est convexe et T-invariant, puisque

conv T(D) © D

T(conv T(D)) < T(D) < conv T(D)

Si D est minimal pour T, toute fonction numérique 9P convexe
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s.c.i. telle que ?(Tx) < 9(x), V¥x € D, est constante sur D. En effet
si ¢ atteint son minimum sur D en X, 1'ensemble {y € D; @(y) < ¢(xo)}
est convexe fermé, T invariant et non vide, il coincide par conséquent
avec D.
Considérons par exemple

¢(x) = sup { [[x-yll s y € D}

La fonction ? est convexe et continue. De plus, puisque

D = conv (T(D)), on voit que
®(x) =sup { Ix =Ty || 5 y €D}
On en déduit que ®(Tx) < ®(x), Vx € D, puisque
®(Tx) = sup { |ITx - Tyll s y €D} <sup { Ix -y Il 5 y € D} = @o(x).

I1 en résulte que 9 est constante sur D. Il est clair que cette valeur

constante ne peut-etre que le diametre 6(D) de 1l'ensemble D. On a donc
Vx€D sup Lilx-yll; y€D) =28(D)

Pour continuer, rappelons que toute contraction admet

des points presque fixes

Lemme 1 : Si T est une contraction d'un convexe fermé borné C dans

lui-meme, il existe pour tout € > O des points x € C tels que
ltx - x|l < .

Démonstration du lemme : soit x, € C et posons pour Xx €¢c, € € ]0,1[

T x = ex + (1 -¢) Tx
€ 0

On voit que T€ CCC et “T€ x, - T€ X, “ < (1 - €) ”x1 - x2“ sy donc

1
T_ admet un point fixe (unique) x_s qui vérifie

X, =€ x + (1-¢) sz s donc
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”sz - x€“ =€ ||Tx8 - xOH < e 6(C)

Soit U un ultrariltre non trivial sur N, que nous utiliserons

dans toute la suite.

Si T est une contraction d'un convexe fermé borné C, on

appellera suite quasi-fixe une suite (xn) de points de C telle que

lim [[1x_ - x [ = 0
n n
n—e
U
Etant donnée une suite quasi-fixe (xn), on peut définir

sur C la fonction

¥(x) = lim ||x - X, |
n—o

Uu
On voit immédiatement que ¥ est convexe continue, et que

¥(Tx) < ¥(x), Vx € C.

Supposons C faiblement compact et minimal pour T. Dans ce
cas ¥ est constante, et en désignant par y la limite faible de la

suite (xn) suivant 1'ultrafiltre U :

vx €C lIx = yll s 1im || x - x [ = ¥(x)
n— n

n
74
On a vu précédemment que sup {Hx - yH i x € C} = &8(C) ,

ce qui permet d'énoncer

Lemme 2 : Soit C un convexe faiblement compact minimal pour T. On

a pour tout x € C et pour toute suite quasi-fixe (xn)

lim [[x - x || = &(cC)
N—o n

Y

§ 2. UTILISATION DES ULTRAPUISSANCES

Soit E un espace de Banach. On rappelle que l'ultrapuissance

B/

points de E par le sous-espace fermé

de E est le quotient de 1l'espace zm(E) des suites bornées de
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N= {(x) € £°(E) ; . Ix Il = o}

U
On notera E 1'ultrapuissance de E. Si (xn) est un représentant de

X€TE, on a

%] = vim llx |

N
n
U

Soient maintenant C un convexe fermé borné de E et T une
contraction de C dans lui-meme. On désignera par T "1'ultrapuissance
de C" c'est-a-dire 1'ensemble des points X € B qui admettent un re-

présentant (xn) tel que x, € C pour tout n.

On prolonge T a T en définissant T(X) comme la classe
d'équivalence de (T(xn)), ou (xn) est un représentant quelconque de

~ ’ . 3 . ’ . .
X. On vérifie immediatement que T est encore une contraction sur T.

Le convexe C initial s'identifie au sous-convexe fermé
’, . ~ ”, ’, . .
de T formé des points X représentés par une suite constante de points

de C.

On notera que T admet toujours des points fixes sur T.
En effet, dire que TX = X équivaut a dire que X est représenté par

une suite (xn) quasi-fixe.

Dans le cas ou C est faiblement compact minimal pour T,

le lemme 2 se traduit de la facon suivante :

"

Si ¥ €T et T(X) = %, alors ||¥ - x|l = 6(¢) = 6(T), V x € C.

Si x et y sont deux points d'un espace de Banach F, on

dira que z € F est un quasi-milieu de [x,y] si

Ix - 2ll = lly - 2l =3 lx -yl

Lemme 3 : Si X et ¥ sont deux points fixes de T sur T, il existe
Z

un autre point fixe € T de T qui est un quasi-milieu de [?,;].

’ o . <
Démonstration : On considere 1'ensemble
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K={t€t; %¥-tl=15-¢l=3I%-7l}

On vérifie que K est convexe fermé, non vide (il contient

E%I) et T-invariant. D'apres le lemme 1, il existe pour tout m entier

un point t; de K tel que
lz(e ) - ¢ | < 1/m

Soient (xn), (yn), (tm n) des représentants de x, y et t_

9
respectivement. On a :

. . 1 (i~ ~
lim ”xn - tm,n“ = lim ” Yo ~ tm,n“ = E’HX - Y”
Ny N

Y U

. 1
lim It ) -t || ==
myn men m
nNn=—x0o
U

Un argument diagonal classique permet de construire a

partir des t
m,n

une suite diagonale (tn) telle que
9

lim “xn - th = lim ”yn - tn“ = %-” X - ?”
N n—o
U U

lim HT(tn) - th =0

e

Autrement dit, la classe z de (tn) est un point fixe de T

qui est un quasi-milieu de t%,?].

§ 3. RAPPELS SUR LES MESURES ALEATOIRES

3.1 Soit (Q, @, P) un espace de probabilité. Nous suppo-
serons Li(Q, G, P) séparable pour simplifier. Nous travaillerons ici

avec des fonctions complexes.

Une probabilité aléatoire est une application de O dans

1'ensemble des probabilités sur T, soit Wy, telle que

wany [ 9(u) Wy, (du)
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soit mesurable pour toute fonction continue bornée ¢ sur L. L'ensemble
des probabilités aléatoires est une partie du dual de Ll(Q,a,P,C(E))
(ou T désigne le compactifié d'Alexandrof de L), la dualité opérant

ainsi
<y £> = [(£(w,u)p,(du)) dP(@) = E [£(u)u(du)
(Ex désignera 1'intégrale d'un élément x de Li(Q,a,P))

Si (xn) est une suite bornée en probabilité, on peut lui

associer une probabilité aléatoire p par

E[f(w)n(du) = lim E £(x_)
N0

U

s . . . N 1 —
ou f(xn) désigne la fonction W f(w,xn(w)), et ou f € L”(Q,Q,P,C(L)).

3.2 Si la suite (xn) est équi-intégrable, on peut prolonger
la relation ci-dessus aux fonctions f(W,u) "qui ne croissent pas plus
vite que Iul a 1'infini", précisément aux fonctions mesurables de Q
dans C(EL) telles qu'il existe M et une fonction intégrable g vérifiant
l£(w,u)| < g(0) + M|ul.

Si la suite (xn) est équi-intégrable et si p est la pro-

babilité aléatoire qui lui est associée, on trouve en appliquant la

remarque précédenfe a f(wyu) = |ul
lim ”xn” = E Iiuiu(du)
N—=g L1
U

puis a f(w,u) = | x(w) - ul, aveec x € L1

lim ||x - xn“' = E flx - u| p(du)
N— L1
U

Si on applique enfin a f(w,v) = Ilv - ul uw(du)
lim lim lx - x || = E [lv - ul n(aw) w(av)

M=o N—o
U U
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3.3 Notons encore que si (xn) est équi-intégrable, la

variable aléatoire
y(w) = fu By, (du)

est égale a la limite faible de la suite (xn) suivant U. En effet

(o]
soit g € L (Q,0,P) et posons f(Y,u) = u g(w). On a :

Egy-= Ejf(u) w(du) = 1im E g x
N—o n
«
3«4 Terminons ce paragraphe par deux remarques simples

qui seront utilisées dans la suite.

Si la suite (xn) est formée de fonctions réelles, et si
u est la probabilité aléatoire associée, pour presque tout W € Q la
probabilité p, est portée par R.

S'il existe de plus deux fonctions mesurables X et Y sur
(pouvant prendre les valeurs + » ou - ») telles que 1l'on ait
X = X < Y pour tout n, la probabilité u, est portée pour presque
tout @ par 1l'intervalle Cx(w), v(w)].

Pour vérifier cette affirmation, il suffit de considérer

f(w,u) = 1Adist(u,[X(w), Y(®)])

On a E f(xn) = 0 pour tout n, donc :

E If(u) n(du) = 0, d'ou le résultat découle.

§ 4. CONVEXES MINIMAUX DANS Ll.

. 1
Soient C un convexe faiblement compact de L (Q,Q,P)(fonc-
tions a valeurs complexes) et T une contraction de C dans lui-méeme.
Nous supposerons C minimal pour T, et nous supposerons pour fixer

les idées que 6(C) = 1.

Proposition 1 : Soit C un convexe faiblement compact de Ll(Q,O,P)




VIII.8

minimal pour T. Il existe une fonction G sur Q, de module 1, et un

point X, € C tels que
Y x € C, G(x - xo) est une fonction réelle sur Q.

Proposition 2 : Soit C un convexe faiblement compact de Ll(Q,O,p),

minimal pour T, formé de fonctions réelles. Il existe deux fonctions
U et V sur Q (non nécessairement intégrables) telles que lul A | V]
soit intégrable et que pour toute suite quasi-fixe (xn) de points
de C

lim Elxn - UIA lxn - Vl =0

N

U

Démonstration : Soit (xn) une suite quasi-fixe de points de C et

4 la probabilité aléatoire qui lui est associée (§3). On peut supposer
en translatant C que la suite (xn) tend faiblement vers O suivant U.

D'apres le lemme 2 on a

Y x € C, lim “x - x ” = 8(C) =1
N—o n

U

Puisque la suite (xn) est équi-intégrable, les résultats de 3.2 et 3.3

donnent :
1= :.1—1.2 lx - xn“ = E “x - uln(du)
en particulier si x = 0, E Ilulu(du) = 1. On a aussi

1 = 1lim lim ”xm - xn” = E flv - ulp(du) p(dv)

Mo IN=o
U U

et I u p,(du) = O pour presque tout .
Cette derniere propriété implique
Y u€t, Ilu - vl uw(dv) = lul .
Or ces deux fonctions ont la méme intégrale (égale a 1) pour E Ip(du).

On en déduit que pour presque tout W, on a pour W, presque toute valeur
de u €€



VIII.9
Ilu - Vl uw(dv) = Iul
Soit W € Q fixé et soit u un point du support de p, . L'éga-

lité ci-dessus est donc réalisée. Soit z un complexe de module 1 tel

que z u = lul. On peut écrire

| ul

Ilu - vl uw(dv) 2 fRe(zu - zv) uw(dv) = zu = Iul

On en déduit que z(u - v) = lu - v| pour i, presque toute valeur de
v, ce qui montre que le support de p, est situé sur une demi-droite
issue de u. Comme cette propriété doit etre vraie pour tout point u
du support de i ,, on en déduit immédiatement que le support de i,
comporte au plus deux points.

+ (1 - 8(w)) &

Posons donc p, = B(w) 6 , avec 0 < B(w) < 1

X(w) y(w)

et Y(W) = X(w) si 68(w) = 0 ou si 6(w) = 1.

Puisque 0 = f u uw(du), le point O appartient au segment
{x(w), Y(w)]. En particulier, on a sur l'ensemble {X = Y}

Soient x et y deux points de C. On a

1}
o

EJ{ %(lx IR PAER DR - e B M E )

On en déduit que pour presque tout W, les points x(W) et y(W) sont

situés sur une demi-droite issue de X(w) et également sur une demi-droite
issue de Y(w). Puisque C est séparable (parce que minimal) on peut
trouver un ensemble négligeable N tel que la propriété ci-dessus soit

vraie pour tout w £ N et pour tout couple de points de C.

En particulier, les valeurs de x(®) lorsque x décrit C,
et pour W fixé, W £ N, sont alignées sur une droite réelle qui passe

par 1'origine (puisque 0 € C). On en déduit aussitot la proposition 1.

Dans le cas ou C est formé de fonctions réelles, supposons
X = 0 =Y. Notons que sur 1'ensemble {X < Y}, on a X <0<KY. Si x

est un point de C, 0 et x(®) sont du meme coté de X(w) et Y(w), donc
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X(w) < x(w) < Y(w).

Dans le cas ou X(w) = Y(w) = O, on peut seulement dire

que toutes les valeurs x(W), pour x décrivant C, sont de meéme signe.

En résumé, dans le cas ou C est formé de fonctions réelles,
on peut associer a toute suite quasi-fixe (x ) de points de C deux
fonctions mesurables X et Y définies sur Q telles que X = Y et

a) Si 1 est la probabilité aléatoire associée a (xn), le support
de n, est égal a {X(w), Y(w)} pour presque tout @ € Q.
b) Sur 1'ensemble {X < Y}, on a X < x < Y pour tout x € C

c) Pour presque tout W tel que X(®) = Y(w), les valeurs de x(W)

lorsque x décrit C sont situées du meme coté de X(w).
Soient maintenant D un ensemble dénombrable et (xz)OL €D
une famille de suites quasi-fixes. On appellera Xa, Ya les fonctions

.’ s N a
associées a la suite (xn)-

Soit « € D. Sur 1'ensemble {X <Y }, onaX <x=<Y
o o o o o

o o o o
pour tout x € C. En particulier si a € D
Vn, X Sx* <Y
o n a
o o

D'apres 3.4 on en déduit X, < X, < Ya < Ya . Sur 1'ensemble
o o
{x <y }ni{x < Y.} on peut renverser les roles de a_ et a et
@ a a a o
on déduit X_ =X , Y =Y . Sur l'ensemble {X =Y} N{x <y 1},
a a a a a a a a

o (o] o
a o

les valeurs xno(w) sont du meme coté de Xa(w) d'apres c) et on déduit
de 3.4 et de ce qui précede que ou bien Xa =Y = Xa sy ou bien

« [o]
X =Y =Y .
a o o
[o]

Au total, on voit que pour presque tout W € 2 {Xa < Ya}’
o&D
1'ensemble des valeurs {Xa(w), Ya(w) 3 o € D} comporte au plus deux

points distincts.

siwg U {X <Y1}, onaX (w) =Y (w) pour tout o € D,
CX.ED o o o [0
et pour chaque o fixé, toutes les valeurs de x(®) sont du meme coté
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de Xa (w), lorsque x décrit C. Par conséquent pour chaque a s les
o
valeurs de Xa(w) sont du meme coté de X (w). I1 en résulte a nouveau

o
que l'ensemble des valeurs {Xa(w) 3y o € D] comporte au plus deux points

distincts.
On déduit de ce qui précede qu'il existe deux fonctions

U et V sur {2 telles que pour toute suite quasi-fixe (xn), associée a

la probabilité aléatoire p, on ait

supp iy, < {u(w), v(w)}
(On peut prendre pour V 1'ess-sup de la famille des fonctions Y, et
pour U 1'ess-inf de la famille des fonctions X, correspondant a toutes
les suites quasi-fixes).

Si f(wyu) = 1Alu - U(W]|Alu - V(w)]|, on a

E ff(u) p(du) = 0,

donc lim Elxn - U!Alxn -vla1 = o,
e
On en déduit |xn - Ul;\lxn - V' - 0 p.p. pour une sous-suite, donc
k
Ilﬂ AlVl < 1lim inflxn | est intégrable, et on termine en utilisant
k k
f(wyu) = |u - )| Alu - v(w)].

§ 5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Soit C un convexe faiblement compact de Ll(Q,a,P) et soit
T une contraction de C dans lui-meme. Nous allons montrer que lorsque
T n'a pas de point fixe, l'espace vectoriel engendré par 1'ultrapuis-
sance C contient un sous-espace isométrique a L1[0,1]. Cela est impossible
si C est contenu dans un sous-espace réflexif X de LI(Q,G,P), car
alors X est super-réflexif et son ultrapuissance ne peut contenir L1.

Le théoreme 1 sera donc démontré.

Si T n'admet pas de point fixe, on peut supposer C mini-

mal pour T et 6(C) = 1. La proposition 1 permet de se ramener au cas
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ou C est formé de fonctions réelles.

Rappelons que 1l'ultrapuissance T s'identifie a une partie
1~~~ .o, ~ ~ .
d'un espace L (Q,0,P). (Un élément A € G correspond a une classe de

suites (An), A € 0, et on pose P(A) = lim P(An). La tribu de départ

~ N0

0 s'identifie a une sous-tribu de G, formée des suites constantes.)

Si X est un point fixe de T dans C, correspondant a une

suite quasi-fixe (xn), la proposition 2 se traduit dans Li(Q,Q,P) par
I -ulalx-v] =0

autrement dit, X = 1, U+ 1 V, avec A € a.
AC

Si X et ? sont deux points fixes de T dans Cy on a donc :

|§ - ?I = 1B-|U - VI, avec B € Q.

~

Lemme 4 : Soient ;o’ §1,---,§n des points fixes de T dans C.
I | z | I
Si on a X -% = % -% R
o N k=1 k k-1

les différences (X, - X )y k=1,2,...N, ont leurs supports deux a

k k-
1 ~

1
deux disjoints dans L Q,8,P).

’ . . s N ’ .
Démonstration du lemme : D'apres ce qui précede on peut écrire :

=1Ju- vl 5 % - %

k k-ll = 1B IU - Vl, k = 1,2,...N.

o N K

onal¥ -%] = TI|% -% .| et d'apres 1'hypothéese, ces deux
o TN T T Tk T Tk

fonctions ont la méme intégrale. Elles sont donc égales P presque

partout :

N
1BIU-VI=(2 1B)IU-VI
k=1 k
N
Sur 1'ensemble {U #£V}, onal1l,= Z 1_,
B B
k=1 k
Bk N {U £ V} sont deux a deux disjoints, ce qui démontre le lemme.

donc les ensembles

Lemme 5 : On peut construire dans T un chemin (X(t)), t € [0,1],

formé de points fixes de T et tel que
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v, t €L0,1], [%(s) - )| = |s - tl

Démonstration : Soit (xn) une suite de points de C telle que

lim ”Txn - xn”=0. D'aprés le lemme 2, on a lim “x - xn” = 1 pour
N—o Neco
tout x € C. On en déduit si (nk) tend suffisamment vite vers + o :

lim “x - X ” = 1.
ko k nk

Soient X(o0) et X(1) les points de C représentés respecti-

vement par les suites (x.) et (x_ ). D'aprés le lemme 3, il existe
k
un point fixe Z de T qui est un quasi-milieu de [X(o0), X(1)]. On pose

~ 1 ~
X (E) = Zo

PP L. , ~k
On définit ainsi par reécurrence les x(—;) : on prend pour

2
%) o point fixe quasi-milieu de [i(E-), %l g,
n+1 n n
2 2 2
On vérifie de proche en proche que
IX) - 3= = | - |
2 2 2

Cette relation permet de définir X(t) par continuité pour t € [0,1] .

Achevons la démonstration de l'affirmation faite au début
de ce paragraphe. Soit (X(t)) un chemin donné par le lemme 5. Définis-
sons une application de l'espace des fonctions en escalier sur [0,1]
dans Li(a;a,g) de la fagon suivante

si 0 = to < tl < oo < tN = 1 est une partition de [0,13, on associe

N
af= % A 1 le point
k
k=1 [tk_i,tk[

))

N
e(f) = T A (R(t ) - X(t, _

k=1 1

D'apres le lemme 4, les fonctions (§(tk) - ;(tk-l)) sont a supports

disjoints, donc :

N
lecoll = = 12, %) - %, _pll = =

In, | (e, -t, ) = £l
k=1 k=1 & K k-1 1
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On en déduit que ¥ se prolonge en une isométrie de L1[O,1] dans Li(Qsa,P),

~

qui prend ses valeurs dans le sous-espace engendré par C.

§ 6. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Soit maintenant C un convexe faiblement compact de Hl,
et soit T une contraction de C dans lui-meéme. On peut supposer C ..
minimal pour T. Nous allons montrer que C est compact en norme, d'ou
il résulte que T admet un point fixe dans C, et par conséquent C est

en fait réduit a un point.

D'apres la proposition 1, apres avoir effectué sur C une
translation convenable, il existe une fonction mesurable G de module 1

sur le cercle unité du plan complexe telle que :
V x€ C, G x est une fonction réelle.

On est conduit a examiner les sous-espaces fermés X de
H; () (ou T désigne le cercle unité du plan complexe, et H; 1'espace
des fonctions intégrables a valeurs réelles) tels qu'il existe une

fonction H de module 1 sur T telle que :
1
(*) Vxex, HXEH-

I1 n'est peut-etre pas inutile de montrer un exemple de cette situation.

Soit (an) une suite de points du disque unité ouvert, telle que

=]
z (1-|an|) < . On sait que le produit de Blaschke
n=o0
© lanl an-z
B2) = T = 5y
n n

n=o

définit une fonction analytique telle que |B(z)| < 1 pour lz] <1,

dont la limite radiale satisfait

i0
IB(e*™) | =1 p.p.

(a -z)(1—5nz)
Remarquons maintenant que la fonction est réelle sur

z
T . En effet
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i6 — i®
(an—e )(1—ane ) _i6  — i6 |2
5 = a e + a e - (1+|a )
i n n n
e
2(a_cosb + B _sind - (1+|a |2)
n n n
sia =a + if . Posons
n n n
x (ele)= 1
n

2(0 cosB+B sind)~(1+]a 12)
n n n

La fonction xn est réelle sur T, et c'est la valeur sur le cercle

de

x (z) = s
n {a -z)(1-3 z)
n n
On a donc
o, 2 o] a2
x_ (z).B(z) = . T =
n - 2 a (1-3 z)
o a (1-a =z) n£n n n
n, n,

1
ce qui montre que B-xn € H1 pour tout n - Le sous-espace X de HR(ﬂT)
0
engendré par la suite (xn) est donc un exemple vérifiant (%) et qui est

de dimension infinie.

Nous allons montrer que tout espace X vérifiant (%) possede
la propriété de Schur, c'est-a-dire que si (x_) est une suite dans X

qui tend faiblement vers zéro, alors limen“ = 0.
N—co

Revenons au convexe minimal C. Posons :
X:{xéLé(']I‘);ExEHi}
L'espace X est un sous-espace fermé de H; () vérifiant ().

L'ensemble G.C est un convexe faiblement compact de X,
donc compact si nous savons que X a la propriété de Schur, et ceci

termine la démonstration du théoreme 2.

Soient donc X © H; () tel que Hx € Hl, v¥x € X, avec H
de module 1, et (xn) une suite tendant faiblement vers zéro dans X

(donc (xn) est équi-intégrable).
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Nous utiliserons dans la démonstration la projection or-
thogonale P de L2 sur H2, ainsi que les opérateurs Qn correspondant

./
aux sommes de Fejer :

+° ) ® k6
si f=2x ak ik y Pf = z ak elk ,
- k=0
2n l .
k| ik®
Qn ft= % (1 - 2n+1 ) ax
k=-2n

On sait que P opere continument de L1 dans LP pour tout p < 1. Pour
tout n et tout q € (1,], Qn est un opérateur de norme = 1 de L? dans
L4 (parce que Qn est une convolution par une probabilité) et de plus

pour 1 = q <

r€Li(m) , |f - Q il —y0.
q

Puisque la suite (Hxn) tend faiblement vers zéro, ses coefficients
de Fourier tendent simplement vers zéro et on peut écrire (en rempla-

gant au besoin la suite (xn) par une sous-suite)

avec bn € H1 et lim ”cn“ = 0. Remarquons que la suite (bn) est encore
n 1
équi-intégrable. Puisque x  est une fonction réelle

x = e Hb +Hec = e-1n9 Hb + HZ;

On en déduit :

b = e—2in9 HDbD + r , avec lim ”r ” =0
n n n n n,

Posons H = Q (H%+ L . On a HLII < 2 pour tout n et ”L “
pour q < =, ce qui rev1ent a dire que (L ) tend vers O en probab1l1te.

En notant que

-2ino
P(e 2in

2 -
Q_, (BB ) = 0
on voit que

- P(e—21n9L E

b = P(b )
n n n n

n

Comme (B;) est équi-intégrable et que (Ln) tend vers zéro en probabilité,
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avec ”Ln”m < 2, on a lim ”Ln E;Hl = 0.

e

Puisque P est continu de L1 dans LP pour p < 1, on a

lim“bn“p =0, Vp€ ol

n
Mais puisque (b ) est équi-intégrable cela entraine 11mnb N =0,
donc 11m“x “ = 0 et nous avons démontré que X possede la proprlete
n
de Schur.

Question : Peut-on caractériser les sous-espaces X de HR (m ver1-
fiant (%) 7 Un tel espace est-il isomorphe a un sous-espace de 212
(ce qui impliquerait immédiatement le résultat que nous venons de

démontrer).

On peut poser le probleme dans une autre direction :

étant donnée une fonction mesurable H de module 1 sur M, décrire

Xy

{ x€1Y(mr) ; ux € '}
R

Un cas facile est le cas ou H € H® et ou H admet un nombre fini n

de zéros dans le disque unité. Dans ce cas

(77' (Z - a, )) h , ou h ne s'annule pas dans le disque
i=1
unité. —
;E;(Z—ai)(1-aiZ)

Posons r = o
Z

Si Hx € H1, on voit que z" rx = , avec I € Hl.

=] =

Comme rx est réelle sur M, on a nécessairement

n

rx = & ¢, cos k6 + 2 d sin k9,
k=0 k=1

et inversement toute ronction x de cette forme est dans X donc

H 9

XH est de dimension (2n + 1).

§ 7 APPENDICE. LE CAS DE c,

Les méthodes introduites précédemment permettent de dé-
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montrer racilement le résultat suivant (cf. Odell et Sternfeld, a

fixed point theorem in co)

Théoreme : Toute contraction d'un convexe faiblement compact de

c, admet un point fixe.

Démonstration : On peut supposer C minimal pour la contraction T,

et 6(C) = 1. Soit (xn) une suite de points de C telle que lim”Txn—an = 0.
n
On peut supposer que (xn) tend raiblement vers zéro. On a alors

lim“xn” =1 d'aprés le lemme 2. On peut construire une sous-suite
n
n tendant rapidement vers 1'inrini telle que
“ kall\lxn l “ < 1/k, ce qui entraine lim “xk - x H = 1.
k k k
Les points x = (x,) et ¥ = (x ) sont deux points fixes de
T dans C , tels que ||X - }“ =1. Si z = (zk) est un quasi-milieu de
;,§], fixe pour T, on aura lim sz“ =1 d'aprés le lemme 2 et
Ko
U
lim ||x, - z I = 1iml|x -z | = 1/2
kv K K ke %k k

u U

Mais ceci est impossible car
Izk| = Izk - xlel z, - xnkl + kall\lxng

ce qui entraine lim”zkuz 1/2 .
K

U

On en déduit 6(C) = O.



