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Dans cet exposé (basé sur 1l'article [25]) on va montrer que
les espaces de Banach qui ne contiennent pas de ﬂi uni formément sont
K-convexes ; en d'autres termes, la B-convexité (notion introduite par
A. Beck) et la K-convexité sont des propriétés équivalentes. Ce résultat
a plusieurs conséquences pour ce qu'il est convenu d'appeler la ''géo-
métrie'" des espaces de Banach ; nous les présentons au § 3. La théorie
des semi-groupes holomorphes (dont nous rappelons plusieurs résultats

au § 2) joue un role essentiel dans les démonstrations.
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§ 1. PRELIMINAIRES/ INTRODUCTION.

Posons D= {-—1,+1}]N ; on note sn: D-»{-1,+1} la n-ieme coordon-
née et § la mesure de probabilité uniforme sur D. Les variables aléa-
toires (sn) sont des'variables de Bernoulli'" (ou 'du jeu de pile ou face'')

sur 1'espace de probabilité (D,qn).

Rappel : Un espace de Banach X est dit de type p (resp. de cotype q)
s'il existe une constante C telle que : ¥ n€ IN, ¥ {xl,...,xn}czx,

on a

1
Iz e xiHLZ(X) < ¢ (2 [|x I /P

1/
(resp. (2 [Ix; |3 =<c [z g xiHLz(X)) .

On note Tp(X) (resp. Cq(X)) la plus petite constante C vérifiant cette

propriété.
On note R] la projection orthogonale de L2(D,u) sur le sous-
espace fermé engendré dans L2(D,u) par la suite {sn, né€ N} .

Rappelons tout d'abord la définition suivante :

Définition 1.1 : Un espace de Banach X est dit K-convexe si 1'opérateur

linéaire R18>Idx, défini a priori seulement sur Lz(u)ébx, s'étend en un
opérateur borné -noté R - sur L2(D,u;x). On notera K(X) la norme de

R ®Idy en tant qu'opérateur sur L2(X).

Par la suite, on notera simplement L2(X) 1'espace L2(D,u;x).

Remarques 1.2 : (i) On voit immédiatement (Bessel-Parseval) que les

espaces de Hilbert sont K-convexes.

(ii) Les inégalité de Kahane (cf. e.g. [28] exposé 7) montrent
que, si R1®IdX est borné sur Lp(D,u;X) pour un p tel que 1<p<w=, alors
il est nécessairement borné pour tout p tel que 1<p<w.

(iii) Notons Rad(X) le sous-espace fermé de Lz(u;X) engendré par
n
tous les éléments de Lz(u;X) de la forme % e, X; avec xi€<X, né NN .
i=1
Rad(X) s'identifie a 1'espace des séries de Bernoulli a coefficients

vectoriels qui convergent dans Lz(u;X)- Il est clair que, si X est

~

K-convexe, R, est une projection linéaire bornée de Lz(u;X) sur Rad(X).

1
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Par un procédé de moyenne (classique en analyse harmonique), on peut
noter que s'i%wexiste une projection bornée de L2(u;x) sur Rad(X), alors
la projection R1 elle-méme (qui est invariante par les translations du
groupe D) est bornée sur Lz(u;x).

(iv) Si X est K-convexe, on voit facilement que le dual de Rad(X)
-soit Rad(X)'- s'identifie naturellement avec Rad(X'). On peut énoncer

Proposition 1.3 : Soit X un espace de Banach et soit C une constante.

On a HRln:sC si et seulement si, pour toute suite finie (x ,...,xn) dans

1
X on a

n
(1) Hlfl i xiHLz(X) =

n
< > FE o saae ' <
<C Sup{? gi?xi l {31’ ’gn}cx ”Z Ei gillLO(X') 1}
La démonstration est évidente.
La notion de K-convexité a été introduite dans [21] comme la
notion naturelle donnant lieu a une bonne dualité entre les notions de

type et de cotype :

—Proposition 1.4 : Si X est K-convexe, alors X est de type p si et seule-

ment si son dual X' est de cotype p' avec %*“§T= 1. Plus précisément,

on a

C ,(X') < T (X) < K(X) Cc_,(X") .
p p p

La démonstration résulte immédiatement des définitions des
notions de type et de cotype et de la proposition 1.3.
On voit facilement (a partir de la proposition 1.4 par exemple) que 21
n'est pas K-convexe ; plus généralement, tout espace qui contient des
23 uni formément n'est pas K-convexe. Le principal résultat de cet exposé

est une réciproque a cette derniere observation :

Théoreme 1.5 : Un espace de Banach X est K-convexe si (et seulement si)

X ne contient pas de ﬁ; uni formément (en d'autres termes si et seulement

si X est B-convexe au sens de [10]).

Ce théoreme résulte du corollaire 3.7 qui sera démontré plus

loin.
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§ 2. RAPPELS SUR LES SEMI-GROUPES HOLOMORPHES.

Dans 1'exposé No 11 de [30], nous avions déja remarqué le
rapport étroit existant entre la K-convexité d'un espace X et 1'holomor-
phie d'un certain semi-groupe d'opérateurs sur L2(D,u;X). C'est en
puisant dans la théorie des semi-groupes holomorphes que nous avons pu
finalement répondre affirmativement a toutes les questions soulevées dans

cet exposé antérieur et démontrer le théoreme 1.5.

Soit Y un espace de Banach. Rappelens qu'une famille (St)t>0
formée d'opérateurs linéaires bornés sur Y est appelée un semi-groupe si
SO: IdY et Ssst: Ss+t pour tous s, t=0. De plus, on dit qu'un tel semi-

groupe (St) est fortement continu si, pour tout y dans Y, la fonction

t=0
t—+Sty est continue de [0,»[ dans Y.

Soit >0 et M des constantes. Notons V@ le secteur défini

par

Vo = {z€C|Re z>0 , |Arg z|l <o} .

On dit que le semi-groupe (St) est holomorphe s'il existe >0 tel

t>0

que, pour tous y dans Y et y' dans Y', la fonction t-<y',S y> admet un

t

prolongement holomorphe sur le secteur V@. Nous dirons que (St)t>0 est

(¢,M)-holomorphe si, de plus, la fonction t-»<y',Sty> admet un prolonge-

ment holomorphe et borné par MHyH Hy'” sur V quels que soient y et y'.

q) 9
Comme il est bien connu (cf. [11]), si Y est un espace complexe, le semi-
groupe t-eSt admet alors lui-méme une extension holomorphe Q-»Sg définie

sur V_ et possédant encore sur V

© la propriété de semi-groupe.

0]
Le lecteur remarquera que la définition précédente des semi-
groupes holomorphes ne suppose pas nécessairement que Y est sur le corps
des complexes. Néanmoins, nous supposerons toujours dans la suite que
les espaces sont des espaces complexes ; tous les résultats sont valables
aussi dans le cas réel, 1'holomorphie étant définie comme ci-dessus. On
peut aussi, le plus souvent, se ramener au cas complexe par complexifi-
cation.
I1 existe de nombreux criteres d'holororphie des semi-groupes,
en termes de la résolvante, ou bien du générateur infinitésimal. C'est

un critere, di a Beurling [5], qui s'est trouvé particulierement bien

adapté a notre étude : soit (St)f>0 un semi-groupe fortement continu sur
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un espace Y, tel que [[S(t)| est borné sur un intervalle non vide [O,tOL;
Beurling (cf. [5] théoreme III) a montré que (S(t))t>O est holomorphe

si et seulement si

(2.1) Tim [(1-s(ZN? s(6)| /™ < 2

En réalité, nous n'aurons besoin que d'une forme affaiblie du résultat

de Beurling qui s'énonce comme suit

Théoreme 2.1 ([5], [15]) : Soit (St)t>0 un semi-groupe fortement con-

tinu formé de contractions sur un espace de Banach Y.

S'il existe un entier N et P <2 tels que

N N
sup (1-8)N) <oV,
t=0
alors (S.) est holomorphe ; plus précisément, il existe ®> O,ne dépen-

t t=0
dant que de P,et M, ne dépendant que de p et N, pour lesquels (St)t>0

est (®,M)-holomorphe.

e

Ce résultat est un corollaire immédiat du critere d'holomorphie
de Beurling (2.1) ; dans le cas N=1, il est du indépendamment a Kato
[15]. Nous esquissons ci-dessous une démonstration du théoreme 2.1, en
nous basant sur des idées de Figiel [7] inspirées de la note de Kato [15].
Auparavant nous aurons besoin de quelques rappels sur les semi-groupes

Soit (S.),
de Banach Y.

o un semi-groupe fortement continu sur un espace

On peut alors définir le générateur infinitésimal A du semi-groupe (St)t>0

par la formule

1

(2.2) ¥ y€e D(A) Ay = lim : (Tty—-y) ,

t-0
ou D(A) est, par définition, 1'ensemble des y de Y pour lesquels la
limite (2.2) existe.
On sait (cf. e.g. [11], [14], [26], [6]) que D(A) est toujours dense dans
Y et que 1'opérateur (non borné) A est fermé.

On voit facilement que St(D(A))C:D(A) pour tout t>0 et que 1'on a

4

(2.3) ¥ yeD(A) Tt

Sy -ASy =S5
¢y = ASY e A
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Démonstration du théoreme 2.1 : Soit A le générateur infinitésimal de
. N N .
(St)tzo' Soit po<i2 tel que sup ||(1- St) | = P, » et soit p= 1 tel que
t>0
p <p<2.
o

lere étape. On va montrer que si

(2.4) p<B ,
alors (B - 1+»St) est inversible et vérifie
(2.5) S le-tesp T s e,

ou M' est une constante ne dépendant que de po, p et N.
1-S
Pour cela, on remarcue tout d'abord aque l'opérateur h= ) vérifie

N N

N po Po
Hh”s(—g—) < (5 <1

on a donc

PN -1
la-n"1 s (- =)
On vérifie facilement que
N-1
(1-w7 ' - (-7 s wFh
k=0
; 1 P N -1 N-1 5 k
d' ou [(1-m7 = (1-(2 ) £ () =w
(0]
. . | -1 M!
soit finalement |(p-1+ St) | < Nl

On va maintenant en déduire une inégalité portant sur la résolvante ;
pour tout z complexe on note Argz 1'argument de z déterminé de sorte

que
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%é@g_ézegg- I1 existe 6 avec 0<ie:;% tel que
I

5 8, (z+ A) est inver-

Pour tout z complexe tel que lArg zl 2
sible et 1'on a :
(2.6) <

H(z+A)-1|| <M Mo M(1vizenan .
z

\
Montrons-le : on pose z=E +if.

On commence par écrire, d'apres (2.3)

¥ yeD(4)
zt t d zs t zs
(2.7) (e St-I)y = f P (e Ss)y ds = I e SS(A+ z)y ds
0 0
. . . . -gt
Supposons pour l'instant qu'il existe un certain t>0 tel que e =B-1

et t:-—E—, de sorte que —e-th B-1, et tel que le nombre B vérifie
Il

(2.4). Nous montrerons ci-dessous que ce choix est possible pour tout z

comme en (2.6), si 6 est choisi convenablement.

¢ " e_Zt est inversible, on

déduit donc immédiatement de (2.7) que A+ z est lui-meme inversible

Dans ces conditions, d'apres la lere étape S

et 1'on a
t
(A+z)_1 = e-Zt(S --e_Zt)-1 f eZ% s as .
t 0 S

D'ou, d'apres (2.5) :

B g 8 g
1
%r 1nf(t,—l—) si €20
< lel
M! 1nf(t,—l— si £E<0 ¢ ,
lel
on a donc dans les deux cas, puisque t:-;l— ’
Il
la+ 27 s wGv) Ver
z|
. - -
On utilise ici le fait que B=-¢e §t+ 1, donc e gts B .
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I1 nous reste a vérifier que 1'on pouvait choisir t>0 tel que

T -F
t = ——— et St

Il

pour cela il suffit évidemment que
_.,_'.5“
e f > p-1
soit = < % Log pi 7=2a -
[l

Puisque p< 2, on a >0, donc si £<0 ce choix est toujours possible,

et si € >0 ce choix n'est possible que si
(2.8) lcotg Arg z| < a

or puisque a> 0, on peut trouver 6 avec O<fes&% tel que a=cotg 6, de
sorte que (2.8) équivaut a |Arg zlz-%-'e. Ce qui termine la démonstration
de la deuxieme étape.

I1 est maintenant bien connu que (2.6) entraine 1'holomorphie
du semi-groupe (cf. e.g. [14] § IX, 1.6 p. 487, ou bien [26] p. 248)

nous esquissons l'argument pour la commodité du lecteur.

3eme étape. Pour tout $<g, le semi-groupe (St)t>0 admet une extension

holomorphe et uniformément bornée dans le secteur

Vo = {z€C® | Re 220 |Arg zl <@} .

On considere un chemin I comme il est indiqué sur la figure
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s
I est la portion du cercle unité formé des z tels que |Arg zlzrg— 0 3

2
T1 et F3 sont deux demi-droites faisant les angles % (%-—e) avec 1'axe
ré

On peut alors poser

(2.9) Sg = - E%T f e-zC (z+A)—1 dz
r

On notera que tout nombre complexe z de la courbe [ vérifie
T

'Arg zl > 5

6, donc
¥ zel |](z+A)"1H = —

Soit { dans V_ ; pour tout z€ T1U r3, on a

¢
[Argz ¢l = |Arg z + Arg C| <-T2£—6+<P <% ;

et en particulier, on a alors Rez( >0, ce qui implique évidemment que
1'intégrale (2.9) est absolument convergente.

Cette intégrale (2.9) définit donc une fonction holomorphe dans V@'

I1 est alors aisé de vérifier que (Sg) est un prolongement de

cev,,

et qu'il existe un nombre M tel que sup HS€H:5M. Ce qui termine
cev,,

la démonstration du théoreme 2.1. Pour plus de détails sur la derniere

(St)tzo

partie de la démonstration, le lecteur peut se référer a [26] page 248,
ou bien, a [15] p. 487, ou encore a [33] p. 59.

Signalons en passant que cette derniere partie ( que nous n'avons pas
démontrée completement) est particulierement facile a vérifier dans
les cas particuliers auxquels nous appliquerons le théoreme 2.1, dans

le paragraphe suivant.

§ 3. APPLICATIONS DU CRITERE D'HOLOMORPHIE.

1 ,
Rappel : On dit qu'un espace de Banach X contient des Zn uni formément
s'il existe A<= et une suite de sous-espaces XnC:X telle que Xn est

A-isomorphe a B;.
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[ Théoréme 3.1 : Soit Y un espace de Banach. Si Y ne contient pas de

ﬂ; uni formément, alors il existe ¥>0 et M vérifiant la propriété sui-
vante : pour toute famille finie (P1,...,Pm) formée de projections

linéaires, contractantes et deux-a-deux commutant, le semi-groupe

m
s, -TTiP.+et(1-7)]
tog I J

est (9,M)-holomorphe.
La démonstration utilisera le

[Lemme 3.2 : Si Y ne contient pas de Zi uniformément, alors il existe

un entier N et p< 2 tels que : pour tout N-uple (= ,nN) formé de

EEEE
projections contractantes sur Y, commutant entre elles, on a

N N
5 ITT Gi-n)ff < e
k=1

Démonstration : Si la conclusion est en défaut, alors, pour tout &> 0,
on peut trouver (nl,...,nN) comme ci-dessus et y dans Y tels que :
HyH: 1 et

N N
(3.1) ITT (1-nyll > 27 -«

k=1

On peut alors montrer que, pour tout choix de signes (81,---,€N)E {—1,+1}A,

on a

N N N
(3.2) M (1+e, nk)yw > 2" -2 g .
k=1

En effet, posons A= {kl € = -1} et B= {k| € = +1}. Posons, de plus, pour

tout Cc{1,2,...,N}, n. =TT 7n_ -On a :
C ke K

N
TT =) =TT (=) TT 1-m)
k=1

kéEB k€A

"

(% <_1)'C' ) TT (1-m) 3
CcB keA

par conséquent

N
(3.3) ﬁB]_T (1-n) =TT Ct=-n)-x
kEA ¢ k=1
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IB|

ou ¥ est la somme de 2 - 1 opérateurs, chacun de norme inférieure a
2'AI 5 on a donc :
(3.4) =l < (2'B|- 1) 2'AI < 2N 2IA| .

En combinant (3.1), (3.3) et (3.4), on trouve

[Al [A]

(3.5) w%'rT(1-Tm)ﬂ|z(2N-a)-(2N-2
keA

I1 en résulte que :

”T_r (1+m) 1;5 (1-m )yl 2 [[ng TT (1+ ) TT (1-nk)yn

keB keB keA

|B]
|2 o J;I.(l- m )l

(Al

IB|

o Bl 1Al oy S oN(q_ ey .

\%

soit d'apres (3.5) :

Ce qui établit 1'inégalité annoncée (3.2).
N

En développant le produit I | (1+ ¢
k=1

K nk)y, on trouve

N
y+ I sknkyz'l—r(1+€knk)y-2' ’
k=1 k=1
ou &' est la somme de 2N-(N-+1) éléments dans la boule unité de Y.
On a donc :
N N N N N
ly+ = e 7n_y]] 22 -2"€e-(2"-(N+1)) = N+1-2"¢ .
k=1 k k

Posons no y=y.

On peut maintenant conclure par un argument bien connu : on a
N+1

¥ (ak)OsksN6 R ?

N N N o |
(3.6) |l = o n ¥y 2(1-2"¢) £ |« .

k-0 X K k=0 K

N

En effet, posons S= % lakl et soit N le signe de a s on a

k=0
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N | N l
lz o n vl =llT e lo | n ¥
ko K K k.o ¥ kK 'k
N N
= H r g Sm YH -l = e (s- la, 1) yH
k:O k k k:O k k k
N N
>S(N+1-2" e)- ¥ (S- lakl)
k=0
- s(1-2Y ¢) ,

ce qui établit (3.6).

D'apres (3.6) le sous-espace engendré par (y,n1y,...,nNy) est
1

N+1
arbitrairement petit (indépendamment de N), on obtient que X contient

A-isomorphe a £ avec A= (1-2Y¢)71 ; puisque £> 0 peut etre choisi
un sous-espace A-isomorphe a £;+1 pour tout A > 1 et pour tout entier N.

On a donc abouti a une contradiction avec 1'hypothese faite sur Y. «c.q-f.d.

Remarque : Le lecteur pourrait objecter que nous n'avons obtenu dans
la démonstration précédente que des ﬂi réels ; mais en fait, on sait
(cf. [10]) qu'un espace de Banach complexe contient uniformément des
ﬂi complexes si et seulement si 1'espace réel sous-jacent contient uni-

formément des ﬂi réels.

Démonstration du théoreme 3.1 : Soient N et P comme au lemme 3.2.

Nous allons montrer que, pour tout t=>0, on a

N N
(3.7) [(1-8)7 = ¢

Pour cela, on va "jouer a pile ou face avec une piece truquée'" (!)

on considere une suite (§j) de variables aléatoires, a valeurs

1<j<n
dans {0,1}, indépendantes, équidistribuées, telles que

-t

m
On pose (w) = | [P.+§. (w)(1-P_)]
=1 J I J j:€_ =0

:

On observe que :
S, = j (w) dP(w)

donc
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N
N g ,
(1-st) = k|:|1 (1-n(wk)) d]P(»Dl) ...d]P(wN) .

Mais, d'apres le lemme 3.2, on a :

N N
ITT (1= ntw )] = ¢
k=1

par conséquent

A

N
N \
(1 - s,) | <[ Hkl:]l (1 -Tl:(wk))ild]P(wl) cee dP(wy)

N
P

IA

ce qui établit (3.7).

Le théoreme 3.1 résulte alors du critere d'holomorphie de
Beurling-Kato énoncé au théoreme 2.1:

Proposition 3.3 : Soit Y un espace de Banach et (St) un semi-groupe

t=0
sur Y. On suppose qu’il existe un sous-espace dense PCY et une suite

v L es s )
(wk)k20 d'opérateurs définis sur > tels que

¥t=>0 St'P:

Soient >0 et M des constantes. Si le semi-groupe (St)t>0 est (9¢,M)-
holomorphe sur Y, alors les opérateurs W, sont nécessairement bornés

k
sur Y et il existe une constante C ne dépendant que de >0 telle que :

¥ k=20 W || < mc®
k
L
Démonstration : D'apres l'unicité du prolongement holomorphe, nous
savons que, pour tout { dans V¢, 1'extension holomorphe de (St)t>0
© kg
cofncide sur > avec S, = ¥ e W, . Ona par hypothese
¢ k
k=0
(3.8) sup HS(H =M .
gev °
@
On peut supposer O<Z¢sp%. Posons a= t;[¢ de sorte que : ¥ b€ [-m,+n],
a+ ibEV(P.

On vérifie aisément que :
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e o ikb
W o= el Sa+ib e db ,

on déduit donc immédiatement de (3.8)

¥ k>0 Wil < M e c.q.f.a.

- , 1. ,
Corollaire 3.4 : Soit Y un espace ne contenant pas de En uni formement.
I1 existe une constante C' vérifiant la propriété suivante

Pour toute famille finie (Pl,...,Pm) comme ci-dessus, on a

m
s (1-p) TPl <c .
j=1 S

Plus généralement, posons pour tout entier k=0 :

Q, = ) : ] [ (1-P.) T—T Poo

kK Aci1,2,....m) jea I jga
[Al=k
on a alors
| k
(3.9) lQ,ll = ¢
Démonstration : Ce corollaire résulte de la proposition 3.3 et du

théoreme 3.1 puisque 1l'on a :

Iz -t Mtk
' T[P.+e "(1-P.)] = 5 e Qk .
j=1 4 J k=0
Remarque 3.5 : Soit Ac:{l,...,m} ; on a
m
r (1-p) T P.=(TTP) = (1-PHTT P.
jEA I a4 Lea j=1 I a4

d'ou, ¥ Ac{1,...,m}

m
|z (1-p) TTe|<| = (1-p) TT p|
SR V5 B j J

JEA j=1 ity !
m
Par conséquent, la décomposition ¥ (1- Pj) 1 Pi est une décomposi-
J=1 i

tion 2-inconditionnelle du sous-espace qui est 1'image de la projection

Q

1

Dans un espace de Banach arbitraire, il n'est pas toujours
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clair qu'il existe '"beaucoup'" de projections (P1""’Pm) comme ci-dessus ;

par contre, si 1'on considere un espace V de la forme LP(X), ou X est
un espace de Banach, alors les espérances conditionnelles fournissent

de nombreux exemples de telles projections

» . .
Corollaire 3.6 : Soit (Q,3,P) un espace de probabilité. Soit (an)n>0

une suite de O—algébres indépendantes avec GO triviale. Alors, pour
tout espace X ne contenant pas de Z; uniformément, 1'opérateur

a. a
EJ-E
1

® est borné sur LP(Q,q,P;X) , pour tout p tel que 1< p< .

™ 8

J

Démonstration : 1I1 suffit évidemment de montrer que la norme

m a. a
g EJ_-E ° en tant qu'opérateur sur Lp(Q,G,EHX) est majorée indé-
j=1

pendamment de 1l'entier m. Pour cela, on applique le corollaire 3.5 a
1'espace Y=LP(Q,0,P;X) (qui ne contient pas de ﬁ; uni formément, si X

a'
n'en contient pas) et aux projections Pj: E J on 65 est la tribu engen-

drée par U Q.. On vérifie alors aisément que
i
a. a

EJ_-E ° |

5 (1"Pj) T'T P, =

j=1 V5 B

(U e =

d'ou le corollaire 3.6.

Corollaire 3.7 : Si X ne contient pas de ﬂi uni formément, alors X est

K-convexe. Plus précisément, il existe une constante C, telle que :

(3.10) ¥ p>2 R, ®Id <cp .
1%y XHLp(x)..Lp(x)

Démonstration : La premiere partie résulte immédiatement du corollai-

re 3.6 : en effet, si Oj est la tribu engendrée sur D par Ej, on

© a. a
vérifie immédiatement que le projecteur 3y IE J_E © n'est autre que
j=1
la projection orthogonale sur le sous-espace engendré par {Ejl iz 1},
C'est-a-dire R, -

~

Montrons la seconde partie : posons R1= R18>Idx. D'apres ce qui pré-

cede, on sait qu'il existe une constante C' telle que

¥ € L,(D,n;X) HR1(f)!|L2(x) < C! Hf“lL2(x)
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D'apres les inégalités de Kahane, avec 1'amélioration due a Kwapieﬁ
[18] (cf. e.g. [28], exposé No 7) on sait qu'il existe une constante C'"
telle que pour toute suite finie {x],...,xn} dans X, on a

n
: sy |z
i=1

¥p>2 H.

n
1=

i xiHLp(X) &4 xiHLz(X)

Par densité, on en déduit immédiatement

~ -~
¥ feL,(X) HR1(f)H < C"WVp HRl(f)

|
LP(X) "L, (X)
dioa : <cr c"p [
L, (X)
scc Ve it (x)
p

Ce qui établit (3.10).

Remarques 3.8 : i) Dans la situation du corollaire 3.6, on peut démon-

trer par un argument d'interpolation (cf. par exemple [30] exposé No 11,

pages 10-11) qu'il existe une constante C telle que

a.
E J
1

¥p>2 'H

1

J

(0]
- L (x)-n (x) < ©P
p p

™ 8

ii) Soit k un entier positif et soit R, la projection orthogonale

k
de L2(D) sur le sous-espace engendré par toutes les fonctions de la forme

] e, avec [Al = k. La démonstration du corollaire 3.7 montre plus géné-
ncA
ralement que (si X est K-convexe) il existe une constante C telle que

¥ k>0,¥% p>2 R, ® Id]| < (c Vp)¥

Lp(X)qu(X)
iii) D'autre part, si 1'on remplace les variables (sn) par des varia-

bmes indépendantes gaussiennes standard, alors 1'analogue du corollaire

3.7 est encore vrai j; on peut, par exemple, le déduire du corollaire 3.7

par un argument du type 'théoreme central limite" exactement comme dans

[2].

I1 est naturel de chercher a généraliser le théoreme 3.1 a
des semi-groupes plus généraux ; nous ne connaissons pas de générali-
sation pour un espace Y arbitraire, mais si Y = LP(X) avec 1< p< > et

. . 1 . , , .
si X ne contient pas de ﬁn uniformément, alors on a le résultat suivant
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—

Théoreme 3.9 : Soit G un groupe localement compact non nécessairement

abélien et soit A une mesure de Haar sur G. Soit (vt)tzo un semi-groupe

de convolution formé de probabilités symétriques sur G. On suppose de

plus que les probabilités (vt)t20 sont centrales, c'est-a-dire que

5 * * - i . i i-groupe de con-
g ¥ Vs ég—i v, quel que soit g dans G. Soit (Tt)tzO le semi-group

volution défini sur LP(G,A) par : T,f=f%v, pour tout f dans LP(G,n).
On suppose que 1< p<x et que (Tt)tSO est fortement continu sur LP(G,A).
Dans ces conditions, pour tout espace de Banach X ne contenant pas de

23 uniformément, le semi-groupe (Tt®IdX)tZ définit un semi-groupe

holomorphe Lp(G,K;X).

e

0

Pour la démonstration, voir [25].

Dans le cas particulier ou X est uniformément non carré (c'est-
a-dire : il existe €>0 tel que X ne contient aucun sous-espace (1+g)-
isomorphe a Z;), alors la démonstration de [25] s'applique plus généra-
lement a tout semi-groupe (Tt)tzo formé d'opérateurs positifs self-
adjoints sur un espace L (Q,Z,m; (ou (Q,xz,m) est un espace mesuré o-fini

quelconque) vérifiant de plus T,1=1 pour tout t =0, de sorte que T

t t

est une contraction a la fois sur Ll(Q,Z,m) et sur L (Q,x,m).

11 est tres vraisemblable que cette version généralisée du
théoreme 3.9 vaut aussi si X ne contient pas de 2; uni formément, mais
je ne sais pas le démontrer. Plus généralement, on peut conjecturer que
si (Tt)tzo est un semi-groupe fortement continu, formé d'opérateurs de
norme uniformément majorée, a la fois sur Ll(Q,Z,m) et L7(Q,z,m), alors
(Tt®IdX)t20 est un semi-groupe holomorphe sur Lp(Q,Z,m;X) pour tout p
tel que 1< p< .

Si X est un treillis de Banach, on vérifie aisément la con-
jecture précédente, en utilisant le théoreme d'interpolation de [[23]

(cf. aussi [29], exposé No 17).

Remarque 3.10 : Soit € tel que -1<se<1. Soit p(e) la mesure de pro-

babilité sur D= {—1,1}]N qui est le produit infini de la mesure

1+¢ 1-¢ -t
- 614-—5— 6_1. Posons ut-u(e ) pour t=0. Les mesures (ut)tzo for-

ment évidemment un semi-groupe de convolution cur le groupe D, vérifiant
les hypotheses du théoreme 3.9. Appliqué a ce cas particulier, le théo-
reme 3.9 et la proposition 3.3 impliquent le corollaire 3.7.
Donnons deux autres exemples d'application

Soit t =20 fixé. Considérons sur le tore T les mesures de probabi-

lité vi et vf définies par leurs transformées de Fourier formelles
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2
1 - i - i
vy s e lnlt e1nx ot Vi s e |n| t elnx
ncz ncEZ

(cf. [6] §1.5.4 et § 1.5.2).
On considere sur le produit infini ﬂ‘m le semi-groupe de convolution

N (resp- Nf) qui est le produit infini de vl (resp. Vf)-

t t
Soit X un espace K-convexe et soit p fixé tel que 1<p<w. D'apres

le théoreme 3.9, les semi-groupes (Ni)tzo et (N2) engendrent des semi-

t t=0

groupes holomorphes sur Lp('II."]N 3X). Soit W; (resp. Wi) le projecteur

J
orthogonal de Lz(ﬂ‘m ) sur le sous-espace fermé engendré par tous les

j ®

caracteres sur ﬂ‘m de la forme e 1 avec ¥ In.l=k (resp.
j=1

|2

In.|“=k). On vérifie aisément que 1'opérateur de convolution par

j=1
1 -tk 2
N W (resp- ¥ e Wk)- On

+ =11 ™M 8

(resp. par Ni) co¥'ncide avec 3 otk
k>0 k>0

déduit donc de la proposition 3.3 :
I1 existe une constante C telle que, pour tout k=0

W, ®1d < c® pour i=1 ou bien i-=2

Xl (x)-1_(x)
- P p
On pourrait aussi appliquer le théoreme 3.9 aux produits de Riesz formés

sur un "ensemble de Rider" au sens de [19].

On peut généraliser les résultats précédents aux séries aléa-
toires a coefficients vectoriels dans un cadre non-commutatif, comme
dans le chapitre 5 de [20]. On considere le groupe unitaire U(n) formé

des matrices unitaires nxn. On pose G= T T U(n) et on note U": G=U(n)
ncN
la n-iéme coordonnée, et (U”.) . . les coefficients de la matrice U™.
ij 1<i, j<n
Soit Q la projection orthogonale de L2(G) sur le sous-espace engendré

par les fonctions {U?jl neN, 1<i, j<n}. On a alors :

Théoreme 3.11 : Si X est K-convexe, 1'opérateur Qc@ldx est borné sur
L2(G;X).

La démonstration utilise le lemme suivant

Lemme 3.12 : Soit X un espace de Banach et soit {x?jl neEN, 1<i, j<n}

une famille d'éléments de X, dont seulement un nombre fini sont nuls.
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Soit {e?jl née N,1<i, j511} une famille de variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes. Soit d'autre part {g?jl ncN,1si, j<n}

une famille de gaussiennes complexes indépendantes centrées standard.

On pose
Gomn V2] el
A ij ij
n 1<i, j<n
£ - -1/2 E s?. .
n 1<i, j<n 3l

n n
et Z = X E Uij xij

n 1<i, j<n

i) 1I1 existe une constante absolue 5> 0 telle que

(3.11) G| 26 ||z
I8l cx) 12l o

ii) Si X est de cotype q pour un q< o, alors il existe une constan-

te C telle que, pour tout choix de {xgj}, on a

(3.12) llG| vy < C |2z
| |L2(G,X) L2(X)

De plus, on a alors :

(3.13) 6" gl < ||z < c' gl 2 ,
| L2(X) “ H 2 H lL (X)

L7(G;X)

ou 8' >0 et C' sont des constantes indépendantes de {X?j}'

Démonstration : Le premier point est tiré de [20] (cf. [20], chap. V,

corollaire 5.2.4) auquel nous renvoyons le lecteur.
Pour le second point, la démonstration est tout-a-fait analogue a celle
du corollaire 1.3 de [21] :

Soit 7 1'ensemble des suites de matrices scalaires {Mn}n telles

que, pour chaque n, M" est une matrice nxn. On pose
¥ {M"} em
n
¢({M*]) = [z = (ue) MU )) LX)
n ij 3 YL (at atr3x)

Si X est de cotype dqs alors 1'espace 7 muni de la semi-norme ¢ est

évidemnment lui-aussi de cotype q,- D'apres un résultat de Pei-Kee Lin
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(cf. [22], cf. aussi [1]) , il en résulte alors que pour tout q3>q] ,
il existe une constante Cq telle que pour tout famille {Mg} (j=1,2,...)

d'éléments de 7, on a

(z @({Mg})q)1/q s ¢, t({(z lmglq)1/q}) .

J J

On en déduit alors (méme argument que pour le corollaire 1.3 de [21])

qu'il existe une famille {A"} dans 7 telle que ¥ tr [A"] <1 et telle

que n
¥ (M} em
(3.14) d({M"D) = ¢ (5 tr 1A MDYz
9 n L7(X)
(bien remarquer que |[Zl| 5 = ¢({1"™}) ou I" est la matrice identité nxn).

X)

En particulier, pour tout w, on a (3.14) avec G'(w) a la place de M"

si 1'on integre 1'inégalité obtenue, on trouve

6 , =c, (ztr 1A E 16" |z) 5
L“(x) 9 n L(X)

<Cc_ c' |z ,
4 a2y
ce qui établit (3.12). (Pour la derniere inégalité, on a utilisé le fait
bien connu que la norme HGn“oo en tant qu'opérateur sur 23 de la matrice
G" vérifie (E)HG“H:)1/qwsC& , ou C' est une constante indépendante de n).

Enfin, (3.13) résulte de (3.12), (3.11) et du fait que |[&]| 5 et
L7(X)

llGl| o sont équivalents (d'apres le corollaire 1.3 de [21]).
L7 (X)

Démonstration du théoreme 3.11 : Si X est K-convexe, alors d'apres

[21], il existe q<» tel que X et X' sont tous deux de cotype q ; on
peut donc supposer que (3.13) est vérifié a la fois par X et par X'.
Soit %}(resp- R) le sous-espace de L2 engendré par les fonctions
ﬂfjlnem, 1si,jsn}(rmm.{e;j|ném, 1<i, js<n}).

Puisque X vérifie (3.13), 1'isomorphisme entre R et 2 _s'étend en un
isomorphisme entre les fermetures dans L2(X) de R®X et ‘3§;X. D'autre

part, puisque X' vérifie (3.13), on a aussi un isomorphisme entre

R® X' et 3® X' donc aussi (par dualité) entre (R®X')' et (§_®X')'.

Evidemment, le module |M| d'une matrice M est défini comme

Ml = (M M) /2.



I1.21

Par un argument simple (cf. la proposition 1.3), on en déduit alors

facilement que
o]l = /6t K(X)

Remarque 3.13 : Curieusement, nous ne savons pas (peut etre par

ignorance pure et simple) démontrer le théoreme 3.11 comme corollaire
du théoreme 3.9 ; il est probable que la projection Q est liée a un
semi-groupe de convolution sur G (comme dans la remarque 3.10), mais
nous ne voyons pas lequel. La raison semble etre 1'absence d'une

"bonne'" généralisation des produits de Riesz dans ce cadre.

§ 4. APPLICATIONS A LA "GEOMETRIE'" DES ESPACES DE BANACH.

Soit X un espace de Banach. On pose
(4.1) p(X) = sup {p<2 | X est de type p}

(4.2) q(X) inf {q>22 | X est de cotype q} .

On déduit immédiatement de la provosition 1.4 que 1'on a, si

p(X) > 1, les formules de dualité suivantes :

1 111
p(X) " q(X') = p(X')  q(X)

1,

c'est-a-dire : p(X)=q(X')' et q(X)=p(X')'

D'apres les résultats de [21] et [16], les indices p(X) et q(X) sont
étroitement liés aux sous-espaces EE que peut contenir 1'espace X. Pré-
cisément, on a d'apres [21] [16], si X est de dimension infinie :

p(X) = inf {pl X contient des ﬂﬁ uni formément} ,

q(X)

sup {p| X contient des Zﬁ uniformément }

Rappelons qu'un sous-espace FCX est dit "C-complémenté dans X" s'il
existe une projection P de X sur F telle que ![P||<C. Soit p tel que
1<p<ow. On dit que X "contient des ﬁg uni formément complémentés" s'il

existe des constantes C et £€> 0 telles que, pour tout entier n,
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il existe un sous-espace FnC:X qui est (1+€)-isomorphe a Zg et C-complé-
menté dans X.

Par définition, dire qu'un espace est K-convexe revient a dire
qu'une certaine projection (en 1'occurence E1) est bornée sur L2(X) H
1'un des intérets de la K-convexité est que 1'on peut en déduire que de

nombreuses autres projections sont bornées sur 1'espace X lui-méme. Par

exemple, on a

[Théoreme 4.1 : Soit X tel que p(X)> 1.

i) Si X est de type p(X) (i.e. le supremum est atteint dans (4.1))
alors X contient des ﬂﬁ(X) uniformément complémentés.

ii) Si X est de cotype q(X) (i.e. 1'infimum est atteint dans (4.2))

alors X contient des ﬂg(X) uni formément complémentés.

Pour la démonstration, voir [21] remarque 2.9, compte-tenu
du théoreme 1.5 et de la proposition 1.4.
Si 1'on ne suppose pas que les bornes sont atteintes dans (4.1) ou (4.2),
la conclusion de (i) ou (ii) est en défaut. On peut toutefois généraliser
comme suit : nous dirons qu'une fonction f: m-aﬂh>est "lente", si
pour >0, 1im f(n) n"®-0. on dira que X contient presque des EE comp-
plémentés s'il existe une fonction lente f‘:IN—Mm+ et €¢>0, tels que
pour tout n il existe un sous-espace Fnc:X qui est (1+e)-isomorphe a
ﬁﬁ et f(n)-complémenté.

D'apres la remarque 2.9 de [21] et le théoreme 1.5, on peut

alors énoncer :

Théoreme 4.2 : Soit X tel que p(X)> 1.

Alors X contient des Zz presque uniformément complémentés a la fois pour

p=p(X) et p=q(X).

D'apres des résultats connus sur la dimension des sous-

oy . , D
espaces euclidiens complémentes des espaces ﬁh (cf.

e.g. [8]), on voit aisément aue tout espace qui contient des ﬂi uni for-
mément complémentés (resp. presque uniformément complémentés), pour un
p tel que 1< p<«, contient nécessairement des 23 uni formément complé-
mentés (resp. presque uniformément complémentés).

Le théoreme 4.2 implique donc que, si p(X)>1, alors X contient presque
des ﬂi uni formément complémentés ; mais en fait, on peut améliorer ce

résultat : en effet, d'apres un résultat de Figiel et Tomczak-Jaegermann



IT.23

(cf. [9]) tout espace K-convexe contient des ﬁi uniformément complémentés.
Plus précisément, ils ont montré dans [ 9] que tout espace K-convexe est
"localement m-euclidien" au sens de la définition suivante

Définition 4.3 : Un espace de Banach X est dit localement m-euclidien

s'il existe une constante C telle que : Pour tout £€>0 et tout entier Kk,
il existe un entier N(k) vérifiant la propriété suivante :
Tout sous-espace EC X de dimension au moins égale a N(k) contient

un sous-espace FCE de dimension k qui est C-complémenté dans X et

(1+€)-isomorphe a 22,
n k

Remarque 4.4 : Si un espace X contient des ﬂi uni formément, alors X

ne peut pas étre localement m-euclidien. En effet, on sait qu'il existe

une constante absolue 5> 0 possédant la propriété suivante : pour
tous entiers k<N, pour tout sous-espace Fc:z; de dimension k et pour
toute projection P de 2; sur F, on a :
*
2. -
(4.3) Pl = 5 Vi (ar 22

par conséquent, si l'on choisit pour E comme dans la définition 4.3 un
espace 'uniformément'" isomorphe a ﬁ;(k), on voit bien que (4.3) inter-

dit que 1l'espace X soit localement m-euclidien.

Remarque 4.5 : La terminologie des super-propriétés (introduite dans

[12])) permet de reformuler la notion introduite a la définition 4.1
disons qu'un espace de Banach possede la propriété T si : ou bien il
est de dimension finie, ou bien il contient des ﬁi uni formément complé-
mentés. On voit alors que X possede la super-propriété associée a T

-notée super-T - ssi X est localement m-euclidien.

La remarque 4.4, les résultats de [9] et le théoreme 5 entrai-

nent donc

Théoreme 4.6 : Les propriétés suivantes d'un espace de Banach X sont

équivalentes

Cette propriété résulte d'une forme affaiblie du théoreme de Grothen-

dieck : tout opérateur u de ﬁ;

dans un Hilbert vérifie my(u) < (1/5) |
N [2
ou 5> 0 est une constante. On peut prendre 6 = - dans le cas réel et

6 = n/4 dans le cas complexe.
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i) X ne contient pas de ﬁi uni formément (c'est-a-dire, dans la
terminologie de [12], que 21 n'est pas finiment représentable dans X).
ii) X est localement m-euclidien.

iii) X possede la propriété super-T.

Remarque 4.7 : Disons (seulement pour cette remarque !) que X possede

la propriété P(ﬂ1) [resp. P(Ll)] si X ne contient pas de sous-espace

isomorphe a 21 (resp. a Lh.

L'équivalence i) iii) ci-dessus signifie que les propriétés
1 - - ~ ’ 3
super-°(£ "), ou ce qui revient au meme super—P(L]), sont équivalentes

a la propriété super-T, ce qui est plutot étonnant. Enongons encore

une conséquence surprenante du théoreme précédent : supposons que
X possede la propriété suivante : il existe une fonction k-~ N(k) et
-1/2

une fonction k-w(k), vérifiant lim w(k) k =0, telles que : tout

k-

sous-espace ECX de dimension N(k) contient un sous-espace FCE de

dimension k qui est 2-isomorphe a 42 ot w(k)-complémenté dans X. Alors,

en fait, X est localement n—euclidizn c'est-a-dire vérifie la propriété
précédente pour une fonction k- @(k) bornée.

En effet, si lim w(k) k—1/2= 0, alors (cf. la remarque 4.4 et
1'inégalité (4.3)) X ne peut pas contenir de E; uni formément.

Dans le cas particulier des treillis de Banach tous les résul-

tats précédents étaient déja connus (cf. [32] [13]).

Pour finir ce "paragraphe , signalons qu'une démonstration un
peu différente du théoreme de [9)] est donnée dans [4] ; la démonstra-
tion de [4] a 1'avantage de donner le "bon" ordre de grandeur pour la

dimension des Ln complémentés :

Théoreme 4.8 (cf. [4]) : Soit X un espace K-convexe. Supposons que X

est de cotype g et X' de cotype q, - Alors, il existe une constante C et
une fonction £- T(e) > 0 possédant la propriété suivante : tout sous-espace
de dimension finie ECX contient un sous-espace FCE C-complémenté dans

X et tel que

2/q
dim F > N(e) min{(dim £)¥% | (aim B) )

2

dim F < 1+ ¢ .

et d(F,2
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Remarque 4.9 : Enongons encore une variante du théoreme précédent

(cf. [4]) : Soit X un espace de dimension finie ; rappelons que 1'on
note K(X) la "constante de K-convexité" de X (cf. définition 1.1).
Soient q <= et q, <w. Il existe une constante numérique C, et une cons-
tante 1> 0 ne dépendant que de Cq(X) et Cq (X'), pour lesquelles on a la
propriété suivante

A

, 2
I1 existe une factorisation ﬂg ——+J(—§$ﬂg de 1'identité de 2d

vérifiant :
Al [[B] = ¢, K(X)

/ 2/(}*
et d > 1 min {(dim X)¥ 9 | (aim X) b

§ 5. REMARQUES ET PROBLEMES OUVERTS.

L'un des problemes ouverts les plus importants de la théorie

"Mocale'" des espaces de Banach est le suivant

Probleme 5.1 : Est-il vrai que tout espace de Banach de dimension in-

finie contient des ﬁi uniformément complémentés pour au moins un

pe{1,2,0} ?

On peut remarquer que 1'on aurait une réponse affirmative

a la question précédente, si 1'on savait répondre "oui'" a la suivante :

Probleme 5.2 : Soit X un espace de Banach tel que q(X)<» et q(X') < .

Est-il vrai que p(X)>1?

En effet, d'apres [21], q(X) =« ssi X contient des ﬂ: uni for-
mément, donc (propriété d'extension des espaces ﬁ:) ssi X contient des
ﬁ: uniformément complémentés. Par dualité, on a aussi : q(X')=o
ssi X contient des ﬂ; uniformément complémentés. Si, en dehors de ces
deux cas, on pouvait montrer p(X)> 1 alors, le théoreme 4.6 assurerait
que X contient des ﬁi uniformément complémentés.

Pour des progres récents (dans certains cas particuliers) sur
le probleme 5.1, voir [3].

I1 nous parait vraisemblable que les méthodes du présent exposé
conduisent a une réponse affirmative aux problemes 5.1 et 5.2, tout au

moins sous des hypotheses d'approximation, par exemple si X possede
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une base. En effet, on peut démontrer par un argument d'interpolation
(cf. [30] exposé No 11), ou bien par une méthode d'analyse harmonique

(cf. [24]) 1le résultat suivant

Théoreme 5.3 : Pour tout espace de dimension finie X, on a :

K(X) < C Log(dim X+ 1)

ou C est une constante numérique.

En combinant les résultats de [21] avec ceux de [9] [4] (voir

la remarque 4.9 ci-dessus) on peut en déduire

Théoreme 5.4 : Soit X un espace de Banach possédant une base. Si X

R . ® . 1 . . , ,
ne contient ni des ﬂn’ ni des ﬁn uni formément complémentés, alors X

contient des ﬁi presque uniformément complémentés.

Indications sur la démonstration : Soit (xm)mGDJ une suite d'espaces

de Banach de dimensions finies non bornées. Alors, d'apres [21] (pour

plus de détails, voir éventuellement [24]) on a 1'alternative suivante

ou bien il existe q< = tel que sup Cq(Xm)<iw, ou bien pour tout €>0 il
m
existe une suite d'entiers (mn) tels que, pour tout n, 1'espace Xm
n

contient un sous-espace (1+e)-isomorphe a ﬁ:.
Nous dirons dans ce cas que la suite (Xm)m contient des 2: uniformément.
Ce résultat, la remarque 4.9, le théoreme 5.3 et les résultats de [8],

L. . . . . . . ] .
entrzlnent : si ni la suite (xm)mGDJ’ ni la suite (xm)mEDl ne contient
de ﬁn uni formément, alors il existe une constante C telle que : pour

tout n il existe un espace Xm qui contient un sous-espace 2-isomorphe
n
a ﬂi et C Log(n+1)-complémenté. Soit maintenant X un espace possédant

une base (em). On note X 1le sous-espace engendré par {el,...,em} ; il
suffit d'appliquer le résultat précédent a la suite (Xm) pour obtenir
le théoreme 5.4.

Nous conjecturons que le théoreme 5.3 peut eétre amélioré

comme suit

[Conjecture 5.5 : Il existe une constante numérique C telle que

K(X) < C{Log (dim X + 1)}1/2 pour tout X de dimension finie-.
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Comme K(Zi)= K(Z:)“v(Log(n4~1))1/2, cette conjecture corres-

pond a la meilleure estimation possible.

Soit T(e) le semi-groupe d'opérateurs de convolution sur
L2(D,u) défini par : T(e)f=f*u(e) ou n(e) est comme a la remarque
3.10. Soit R la projection orthogonale de L2(D,u) déja introduite a la
remarque 3.8.ii. Soit § 1'ensemble des fonctions qui ne dépendent que
d'un nombre fini des coordonnées (en), on a, sur  :

T(s) = by Ek R .

k=0 k
L'étude du semi-groupe (T(e-t)®1dx) sur L2(X) conduit a introduire une
"classification'" des espaces de Banach d'une nature un peu différente
de celles basées sur le type ou le cotype :

Pour tout espace X, on notera A, 1'ensemble des nombres complexes

X

z tels que 1'opérateur T(z) = % zkébldx (défini a priori seulement sur
k=0

°® X) s'étende en un opérateur borné sur L2(D,u;X).

Evidemment, si X# {0}, on a nécessairement :

AXC{ZEE | 1zl <1} .

De plus, il est clair que AX:'AX' et que AX est symétrique par rapport

a 1l'origine. On voit aussi facilement que [-1,+1]cCA Cette notion

X
conduit naturellement a plusieurs observations

Remarques 5.6 : (i) Supposons que X contient des ﬂ; uni formément,

alors Ay se réduit a [-1,+1]. En effet, si T(z)®IdX est borné sur

L2(X), il doit eétre borné uniformément sur L2(D,u;£;), donc (par un
argument facile d'approximation) sur L2(D,u;L1(D,u)) ;3 on en déduit
alors aisément que T(z) lui-méme doit eétre borné sur Ll(D,u), or on
peut voir facilement que T(z) n'est borné sur Ll(D,u) que si z€ [-1,+1].
(ii) S'il existe un nombre z€ T\ R qui appartient a Ay s alors

A, contient un disque ouvert centré a 1'origine.

X
En effet, d'apres (i), 1'hypothese assure que X ne contient
yp
1 . .
pas de Zn uniformément, donc (cf. remarque 3.10) que le semi-groupe
(T(e—t)8>1dx) est holomorphe sur L2(X). On en déduit que e 6

tout C dans V

S AX pour

pour au moins un nombre ®> 0. En particulier, A, con-

(p ]
tient un disque ouvert centré en O.

X
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En fait, on peut aussi (nous ne le ferons pas pour abréger) démontrer
directement le point précédent, car 1'ensemble Dy possede la propriété
suivante : si un point z appartient a AX’ alors 1'enveloppe con-

vexe de z et de [-1,1] est incluse dans By
(iii) Si X est un espace de Hilbert, on a évidemment
by = fzet | Izl <1}

et Ax est alors maximal. La réciproque est aussi vraie ; on a méme un
résultat un peu plus fort

(iv) Si ie¢ Ay alors X est isomorphe a un Hilbert. En effet, la
méthode de [2] montre alors que la transformation de Fourier est bornée
de L2(R;X) dans lui-méme. Un théoreme de Kwapien (cf. [17], voir aucci

[27] exposé No 8) assure alors que X est isomorphe a un espace de Hilbert.

Compte-tenu de tout ce qui précede, il est naturel de chercher
a préciser les rapports entre le type et le cotype de X et 1'ensemble
Ax'

La remarque précédente nous dit seulement que si p(X) <x alors
0¢ KX' Nous conjecturons que 1'on peut préciser ce résultat de la manie-

re suivante

Conjecture 5.7 : Pour tout p>1, il existe des constantes @p>>0 et

Kp’ telles que : pour tout espace X de type p et de cotype p' avec
1 1
P
L

. -t
o= 1, le semi-groupe (T(e )®iIdx)t20 est (@p, M)-holomorphe sur
2(X) avec M<K_T (X)C
PP

(x) .

Remarque 5.8 : Signalons que cette conjecture est correcte si 1'on

se restreint au cas ou X est un treillis de Banach (pour le voir, uti-
liser [29], exposé No 17 ou bien [23], ainsi que 1'argument de [31]

p. 71). D'autre part, la conjecture 5.7 est évidemment vraie pour p= 2.

% 3
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