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INTRODUCTION.

On dit qu’un espace de Banach X a la propriété de Banach-Saks

(BS) si de toute suite bornée (x ) de X on peut extraire une sous-suite
n

I n

(xn) dont les moyennes de Cesaro - Z x~ convergent dans X.
n n i=1

On dit qu’un espace de Banach X a la propriété de Banach-Saks-

Rosenthal (BSR) si de toute suite faiblement convergente vers 0 (x ) de
. n

E, on peut extraire une sous-suite (x’) dont les moyennes de Cesaro
n

1 
n 

1 

n

n xi convergent vers 0 dans X.
n i=1 1
Il est clair qu’un espace de Banach X a BS si et seulement si il est ré-

flexif et a BSR.

Ces notions ont été introduites pas H.P. Rosenthal L8] et A.

Brunel et L. Sucheston [4J,et étudiées ainsi que des notions voisines

par B. Beauzamy [2].
De plus, il résulte aisément des résultats de [2] et f6] que ces proprié-
tés passent aux espaces 1,p(X) : "X a BS (resp. BSR) si et seulement si

~p(X), pour a BS (resp. BSR)."

D’autre part, on sait que la propriété BSR ne passe pas

aux espaces LP(X) : dans [1], D.J. Aldous montre que l’espace L2(C )
o

n’a pas la propriété BSR, alors que Co l’a.

Le but de cet article est de montrer le même résultat pour la

propriété BS. L’exemple de J. Bourgain [3] que nous allons donner ici

est une extension de celui de D.J. Aldous, la difficulté consistant à

. 

remplacer C 
o 

par un espace ayant BS.

Dans l’étude des propriétés de Banach-Saks, on utilise le théo-

rème de Ramsey [9]. Ici nous aurons seulement besoin du résultat suivant

que l’on obtient par des arguments du type Ramsey [5J :

Proposition 1 : Soit (x ) une suite d’un espace de Banach X telle que
n

pour tout et pour toute sous-suite (xn) de (x ), il existe une
n n

sous-suite (x") de (xn) telle que
n n

Alors, (x ) a une sous-suite (x’) telle oue pour toute sous-suite (x")1 n n 
’ 

n

de (x’) on ait :
n
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où £. i = t1 pour tout i E :lN .

Pour on notera LP(X) l’espace des classes de fonctions

p-Brochner intégrables à valeurs dans X, sur un espace de probabilité.

1 - CONSTRUCTION TECHNIQUE D’ UN ESPACE X AYANT BS.

Une partie finie P de lN est dite admissible si Card P::; Min P.

On écrira P  Q si Max P  Min Q. Soit X un espace de Banach et (Xi) une
suite de sous-espaces de X de dimension finie vérifiant l’hypothèse (H) :

~ Pour toute suite croissante d’entiers (ik) et pour toute suite

(H) 
bornée ( xk ) de X te 1 le que : - k(E IN , xk E X. , i 1 existe une

(H) 
" " lk

sous-suite (xk) de (xk) dont les sommes de Cesaro convergent

vers 0 dans X.

Notons E[X.] l’espace des suites finies (x. ) de X telles que x. E X. pour
1 1 1 1

tout i. Si = (xi) est dans et si P est une partie finie de lN ,

on définit :

Soit enfin TT le complété de ELxi 1 pour la norme :
1

où le Sup est pris sur tout ensemble P1...Pr de parties admissibles
deux à deux disjointes de 1N.

De façon naturelle, les espaces X. i s’identifient à des sous-espaces de 9c.

On appellera n. les projections de 3S sur les X.. La suite (X.) forme
111

une décomposition inconditionnelle et "boundedly complete" de 3C . En

fait, si § et 71 sont des éléments à supports disjoints de JE, on a :

Pour démontrer que X a la propriété BS, nous avons besoi n de deux

1 emme s :
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Lemme 1 : Soit (xki une suite bornée et (ik) une suite croissan-

te d’entiers telle que xkE Xi k pour tout k. Alors (xk) a une sous-suite

(x.) dont toutes les sous-suites ont des moyennes de Cesaro qui conver-

gent vers 0 dans ’y -

Démonstration : En appliquant l’hypothèse (P) et la proposition 1, on

voit que (x ) a une sous-suite telle que :k K

Soit P une partie finie de IN - Posons

On a alors :

On en déduit :

Si P1...Pr sont des ensembles admisssibles disjoints, on a alors :

n 

xt tend vers o dans l£ quand n tend vers +ce.Donc 1 x! tend vers 0 dans -Y’ quand n tend vers +00.

Le résultat du lemme 1 est obtenu en réappliquant la proposition 1 à

la suite ( x ! ) dans l’espace ’X.
1

Lemme 2 : Soit (g ) une su i te bornée de Jé telle que lim Sup 11-ni (g )B1=0
n 

iEJN 
1 n

Alors (s ) a une sous-suite (§t) telle que toutes les sous-suites de (g’)
n n n

ont des moyennes de Cesaro qui convergent vers 0 dans

Démonstration ë A cause de l’hypothèse sur la siiiten on peut,’ 

n
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par une technique standard, supposer que les ( ) sont à supports disjoints
n

et si Sn est le support de § n’ on peut encore supposer : S 1  S 2  ...  Sn  ..
Quitte à extraire une sous-suite de (s n ), on peut de plus supposer : é

Alors, si m  n et si P est un ensemble admissible tel que 
m

(Card P _ Max S ), on a :
m

1 
N

Nous allons montrer g, converge vers 0 dans . Soient P ,...,P~ i=1 1 ~ r

des ensembles admissibles disjoints. Posons : tels

que On remarque que S Max S . Alors :
s n s m m

1 
N

Donc Iii tend vers 0 quand N tend vers Une nouvelle applicationN 

de la proposition 1 complète la démonstration.

Nous pouvons maintenant démontrer la propriété annoncée :

Proposition 2 : L’espace ’£ a la propriété BS.

Etant donné que les Xi forment une décomposition "boundedly

complete" de ’1- et qu’ils sont de dimension finie, on peut se limiter

à considérer des suites (§n) de ’JC qui vérifient :
n

Par une technique standard, on peut encore considérer qu’une telle suite
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( §n) est à supports disjoints et aussi que Ils Il = 1 pour tout n °

Grâce à la proposition 1, il nous suffit alors de montrer que, pour tout

F-&#x3E; 0, cette suite (Sn) a une sous-suite encore notée (Sn) telle quen n 

étant donné, il existe 6 &#x3E; 0 tel que :

Il est alors tout à fait immédiat que ( ) a une sous-suite vérifiant :
n

Comme les éléments et sont à supports disjoints,n, n , n, n

on a :

Or

on en déduit que :
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Posons Par construction, on a :

Or la suite (u + v ) a une sous-suite dont les sommes de Cesaro conver-
n n

gent vers 0 dans En effet, il suffit de voir que l’on a

donc que (un) vérifie les hypothèses du lemme 2 et que la suite (vn) est

telle que Card[Supp v = Card J &#x3E;.J -2 . Donc le lemme 1, appliqué plu-p 
n n,b E)2

sieurs fois donne le résultat pour la suite (vn).
Ceci prouve la proposition 2.

II - CONSTRUCTION DE L’EXEMPLE.

Notons ( e . ) la base canonique de C et B1 sa norme.
0 H "oo

Nous avons besoin d’un lemme :

Lemme 3 : Si (yi)i IN est une suite bornée de Co et une
201320132013201320132013 1 1 0 1 1
suite de fonctions de Rademacher indépendantes, la suite 

de L 1 BC ) a une sous-suite dont les sommes de Cesaro convergent vers 0.
o

Démonstration : Il est facile de voir (par exemple [6]) qu’une suite

bornée de C a une sous-suite équivalente à la base canonique
n

de C , ou bien équivalente à la base sommante de C 
0 
j=l e.) Il

0 
" 

0 

suffit donc de prouver ce résultat pour ces deux suites particulières :
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par l’inégalité de P. Lévy. On conclut par la loi des grands nombres.

Comme nous l’avons annoncé dans l’introduction, le lemme

suivant est déjà connu [1J. Nous donnons toutefois sa démonstration

qui est fondamentale dans cette étude :

Lemme 4 : Soit n un entier fixé et des fonctions de Rademacher indé-

pendantes 1:5: j :::; 2n. Posons
1J

pour tout

Alors- (

Démonstration : Soient (ai)i=1 ,..., n n scalaires donnés et E. i = sgn ai
Alors

...,

Comme les r.. sont indépendantes, on a :
IJ

Soit X= L1(C ) et (r.(t)) une suite de fonctions de Rademacher indépen-
o 1

dantes. Posons e..(s) = r.(s)e. pour tout i et j. Soit

X.=Span(e.., (C ) . D’après le lemme 3, l’espace X et les
l 1 J 0

sous-espaces X, i de X vérifient l’hypothèse (H). Donc l’espace OC construit

à partir de L1(C ) selon la méthode de la partie II a la propriété BS.
o

Proposition 3 : n’a pas la propriété BS.

Remarquons que, a comme ’£ a est réflexif donc aussi
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et par suite, il est équivalent de dire que L 2 (X) n’a pas BS ou qu’il

n’a pas BSR.

Démonstration : Considérons les fonctions de Rademacher indépendantes

rij (t) pour et et posons :

Notons que les W, i forment une suite inconditionnelle et donc convergent

faiblement vers 0.

Nous allons montrer que si P est un ensemble admissible de cardinal n

on a :

Il résulte des résultats de [2] que ceci est suffisant pour montrer que

la suite (i) n’a pas de sous-suite dont les sommes de Cesaro convergent
1

vers 0. Or :
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