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XXVI.1

RE SUME Dans ce travail on étudie les propriétés de reproduc-

tibilité des espaces ¢_ dans les produits tensoriels topologiques

()

dlespaces de Banach.

1 - Introduction .,

Deux espaces de Banach E et F sont isomorphes slil existe une
application linéaire T de E sur F et deux réels 0 < a=Db tels que pour

tout x € E
allxli= IT)I=Db I .
Si E est un espace de Banach nous notons BE la boule unité fermée
de E et nous notons E! le dual topologique de E,

Rappelons que si E et F sont deux espaces de Banach, la norme ¢

sur E @ F est définie par

lull_=sup {|(o® Wlu)| ; © € Bg, et Ve B, }

et la norme 11 est définie par

.

n n
llull_ = inf {E‘ lx Nyl 5 u = i2=3' x®y; | .

Nous notons E ®€F-' Ilespace E ® F muni de la norme ¢, E 6 F le complété
' o A 242
de E ®e F, E®TTF I'lespace E® F muni de la norme T et E®Q F le complété de
E F.
®1'\'

L.e symbole eoonoter‘a ici llespace des suites de scalaires qui
convergent vers 0 muni de la norme sup. (habituellement noté c,) .

L.tobjet de ce travail est de montrer que si pour un espace de Banach E
Ep ® E contient un sous-espace isomorphe a eq , P<gq=w, alors E" a un

. s ., A X .

sous-espace isomorphe a Zq et si 2p ® E contient un sous-espace isomorphe

a 8r ,12 r <p,alors E contient un sous-espace isomorphe a ¢ . Pour obtenir

»

. feat n
ces résultats nous donnons tout dlabord une interprétation de ep ® E comme

(o)

Cet article doit paraltre dans Mathematica Scandinavica.
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espace de suites dl'éléments de E. Nous caractérisons ensuite les r pour

q* De cette caractérisation

nous déduisons que les résultats précédents ne peuvent pas étre améliorés, Nous

IN
lesquels Er‘ est isomorphe a un sous-espace de ep 2e

établissons ensuite que si pour un ordinal dénombrable o et un espace de
Banach E, Ilespace C(q;E) des fonctions continues de <1,a> dans E contient
un sous-espace isomorphe a €q , 1= g<=, alors E contient un sous-espace
isomorphe a Eq .

Etant donné 1 = p = © nous convenons de noter p! le réel défini par
p o

, = 1 avec la convention pt =xsip=1etp!=1sip=ow,

T =

2,
o)
. - ©o
Si (xn)n est une suite dl'un espace de Banach E, on note [xn]n=l ’
le sous-espace fermé engendré par les vecteurs X, N= 1,2,...

Pour les définitions et propriétés classiques on pourra se reporter

a[s] et[9].

AR
2 - Etude de 8p®E.

Soient E un espace de Banach et 1 £ p <« ; on note pour 1 <p <
[o e]

st (E) = { x=(x ) ;¥ n x €EetvpeEr z b)) P <o

3

et pour p = seoo(E) = {x =(xn)n;\7’ n x €EetvpeE' lim cp(xn) =0 |

n—-> oo
Il est immédiat que pour 12 p = sep(E) est un espace vectoriel,

Remarques :

1) Pour tout x = (xn)n € sEp(E) on a

o 1
sup {( T |glx)|PIP ;0eBg, l<x si 1sp<e
1

n=
et sup{\cp(xn)];QQEBE. etn=1,2,.,.}<cwsip=ow |,
Supposons 1 € p <w , le cas p = = se traite avec des modifications

évidentes, Pour chaque entier m nous notons
w 1
u . ={loeBg ; (z et J|PIP sm | .
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Il est immédiat de vérifier que Um est un sous-ensemble absolument convexe
et fermé de BE' et que BE' = U um ; il est clair, d'apreés le théoréme de
m

Baire, que O est point intérieur de u_ d'ol le résultat,

2) Pour x = (xn)n € sep(E) n‘otons

H><H=sun{(n§l|cp(xn)|p)p ;0€Bg, | si1sp<ow

et : l|x|l=sup{\cp(xn)|;cpeBEletn=l,2,...}Sip=°° ;

on définit ainsi une norme sur sep (E). 1l est immédiat de vérifier que, muni de
cette norme, sBp(E) est un espace de Banach, On trouve une étude des espaces

sap(E) dans [7] exposé n°9,

3) ¢ ®e E est isométrique a un sous-espace de sep(E). Notons (em)m

la base canonique de ep. Donnons-nous

n
u=i3 ai®yieep®E

Nous avons pour i =1,2,,,.,,m

oo
m=1

Soit V€ BE' , hous avons alors

oo
\p(yi)(ri‘ a,m ole N|;0eB, |

pl

n n
sup{|Z cp(ai)‘l!(yi)l;cpése }=sup{| T
i=1 p! i=1

(o] n
=supf| T (Z am ¥ iy)ole )| ;peB, |
m=1 i=1 p!

© n 1
(Z | = ai(m)\lf(yi)\p)psi 1<sp<e. .
m=1 i=1

. .
sup {| T am) W(y,)|; m=1,2,...} sip=co .

n

1l est & remarquer que |im z ai(m}yi =0
m-o j=1

n
donc ”U”e = || (_E‘ ai(m)yi)m Il
i=
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Nous concluons alors que nous définissons bien une application

T: 8p®eE - sep(E)
n n
en posantpour u= % a.®y. , Tlu)=(T a.(mly.)
oy I i 2y O i'm

et que T ainsi définie est lindaire et isométrique. Par cette application nous

identifions Bp ®€ E a un sous-espace de st (E),
p

4) Pour chaque entier n = 0, 1, 2,,.. notons

n .
P sep(E)—> sep(E)

Itapplication linéaire continue qui a x =(xi) € sep(E} associe P"(x) = (yiji ol

yi=0 pouri=l,2,...,netyi=xi pourf2n+l.NotonsaussiPn=l—Pn.
On note : F ={xest (E);lim P'ix) =0},
P P ho o

F-'p est visiblement un sous-espace fermé de sBp(E),

Nous allons établir que 8p® E est dense dans Fp . Vérifions tout
n
dlabord que Bp ® EcC F-'p « Soit u= 3 a; ® Y; € 2p® E ; pour chaque entier m

.

i=1

€

et pour chaque i =1,2,,.,.,n nous notons :
m [+ ]
a; = z ai(e} e, , nous avons alors clairement
e=m+1
| m " m
pour m=0,1,2,,.. P (TW))=T(Z a; ®yi,
i=1
m " m n m
donc PPl =1z al"®y, I < = 1™yl
i=1 i

i=1

d'ou le résultat, Pour achever de prouver que Bp ® E est dense dans Fp il

suffit de remarquer qu'étant donné x = (x1, ceer X p 0yan ) € Fp

on peut toujours trouver Qyroee, . € ep et y],‘,..,y'< € E tels que

Kk
T(Z a,Qy,)=x
) )
e=1
L'application T se prolonge en une application linéaire et isométrique de

AN

A
e ®E sur F ,
p o]
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3 - Etude de qu@ X.
. ‘ A ,
Soit X un espace de Banach., Rappelons que (eq X)I=8B (Zq , X)
Ilespace des formes bilinéaires continues sur eq x X (cf. [3]) et‘qu'il existe
une identification canonique entre B(€q , X) et {(Eq ,X1) llespace des applications

linéaires continues de eq dans X!, rappelons aussi que pour 1< q= o

st XN =20 , X1

n
(cf.[7] exposé n°9), Soient pour i =1,2,...,n bi=(bi(m”m€ Bq ,xiE X,u=Z bi®xi
i=1

et soit @ = (cpm)m € seq'(X') , 1< q= o ; la dualité canonique slexprime alors par :

bi(m) cpm(xi) .

TMo

[e o]
olu) = T
m=1 1

Théoréme, Soient 1= q=« et X un espace de Banach, alors pour tout

u€8q®x on a |IUI|n=$UPHCP(U”;weseq'@xi}‘

Le résultat est bien connu pour g = 1 car nous savons que :

L, @X=(XdX...)

A
: et c°®><|=(><'€B><'€B...)c° (cf.[ 37).

¢

Dans ce qui suit nous supposons 1 < q= o, Soit
8 X tel =1
ueet ® el que [lull_

et soit 5 > 0 un réel arbitraire, il existe ¢ € seq,(xi) tel que |[¢]] = 1 et
¢(u) = 1, Pour N assez grand on a \PN(cp)(u)\ = § dlol le résultat puisque

llep = F’N(cp)ll = 1, On déduit du théoréme que eq@ X est canoniquement isocmé-
L] - - %
triquement isomorphe a un sous-espace de (eq, ® X1,
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4 - Reproductibilité des espaces ¢ .

LLe premier théoréme que nous allons établir semble bien connu,
comme nous nlavons pas de référence pour ce résultat que nous serons

amenés a utiliser, nous en donnons une preuve rapide,

Soient E et F deux espaces de Banach, on munit E x F de la norme

“ (U, V)” = max (”U”, “V”).

Théoréeme 1 Soient E et F deux espaces de Banach et 1 < g< «, E ou F contient

un sous-—espace isomorphe a eq si et seulement si E x F contient un sous-espace
isomorphe a P’q .
Nous traitons le cas 1 € g < oopour le cas q = o il suffit de faire des

modifications évidentes,

Nous notons Pl(reSp.Pz) "application (u,v) e ExXF > u€E
(resp.(u,v) € Ex F> v € F), Supposons que E x F ait un sous-espace isomorphe
a Zq , il existe alors (fi,i une suite de E x F et deux réels 0 < a< b tels que

pour tout entier n et toute famille @yreeeray de scalaires nous ayons

N 1/ n n 1/
alz |a|?) Y= Iz o f s b‘Eilaslq’ 9.
i=1 i=1 i

Supposons en outre que E ne contianne pas de sous-espace isomorphe a eq ,on

peut alors trouver (Xk)k une suite-base bloc normalisée de (fi)i telle que

g q! '/q' a
(Z QP X)) = 3 sig>1
k=1

et ssp ”Pl(xk)” S% sig=1,

Nous aurons alors pour tout entier n et toute famille CPFRE TR de scalaires,

q.1/a
{ ai} ] (inégalité de Hslder)
1

neds

n n
IPy(E 2 %)< Z |a HP,(xi)us%(i

n n 1/ i
donc || a, P,(X)[Z alZ | a, | Y "9, hous avons ainsi prouvé que F
i=1 i=1

contient un sous-espace isomorphe a 2q .
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Remarque,

Nous avons prouvé que si E x F contient une suite-base (fn’n
équivalente a la base canonique de Bq alors il existe (Xk)k une sujte-base
isé it équivalente a |
bloc normall‘Seede(fn)n telle que (F"(Xk))k ou (I-‘-’z()ﬂ‘))k soit équivalen a

base canonique de Bq.

Théoreme 2 . Soient E et F deux espaces de Banach et 1=q =, E ou F-"’a un

quotient isomorphe a ?'q si et seulement si E x F a un quotient isomorphe a eq

Supposons que E x F a un quotient isomorphe a Zq ; soit Q: ExF =+ P,q
une application linéaire continue surjective, alors T = Q! : Zq' - E! x F1 est

un plongement, Notons iE: E->EXxF et iF__: F - E x F les injections canoniques

respectives, D'apreés la remarque précédente, il est toujours possible de

trouver (cpn)n une suite-base bloc normalisée de la base canonique de eq_, telle

que par exemple :

1 %)
e o T [cpn]n__:‘ - B

soit un plongement, Notons,pourn=1,2,,,.,, f

, ,
L= e (T(cpn)) ; 11 suffit alors

dlappliquer un résultat de W, B.Johnson et H, P, Rosenthal (c?, [4]) qui affirme
que si le dual E! contient une suite normalisée (fn’n équivalente a la base

canonique Bql et si lim fn = 0 pour la topologie o (E!,E) alors E a un quotient

n->o
isomorphe a ¢

q L

Théoréme 3 Soient E un espace de Banach et 12 q<p=wx , Alors E contieht un
A

sous-espace isomorphe & Eq si et seulement si €p® E contient un sous-espace

isomorphe ¢
q
Nous conservons les notations du 2.Nous supposons que F_ contient
p
un sous-espace isomorphe 3 Eq , il existe alors (xi)i une suite de Fp et

deux réels 0 < \ <y tels que pour tout entier n et toute famille Ayreeer de

scalaires

n 1/ n n 1/

)\(E‘\ai\q) Y2z a X =S o] 9 '
i= i=1 i=1
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Nous supposons que E ne contient pas de sous-espace isomorphe a eq ,alors,
dlaprés le théoréme 1, pour chaque entierm, E x.,.x E (m fois E) ne
contient pas de sous-espace isomorphe a ¢

q
A

Soit 0< ¢ <E ; puisque (><i)i est équivalente a la base canonique de eq et
puisque >(.i € Fp pour i =1,2,,..., NOUs pouvons construire par récurrence

(Yk)k une suite-base bloc normalisé de (>(i)i et ng = o< n, <. e < nk< .o

une suite strictement croissante dlentiers tels que pour k =1,2,.,.

€
Ny, -, -P JIY s = .
K Mo Ny K 2K

Soit, pour k=1,2,.,.

z =P, -P

v, ),
K K

k-1

A . . .
Pulsque 0 < ¢ < II , .(Zk)k est une suite-base semi-normalisée de F'p équivalente

a la base canonique de Zq (cf.[l] théoréme 1), Notons K = sup HZk I| et pour
K
,8’8 =0pour et =1,2,...,n

k=1,2,..., notons Zk = (Zk nous avons Zk

, ¢ k-1

>
vett_nk-i-l .

Soit m un entier et ayreeeya des scalaires, alors
n
m m i 1/
_ = P Py, P,
1 Z: a; ;1 = sup {(ig‘l 470 102 N7 T Be, |

i= i-1

m 1/
<K(Z | PP
i=1

dlol une contradiction puisque (Zi)i est équivalente a la base canonique de eq .

Théoréme 4 ., Soient E un espace de Banachet 1 S g<p =, Alors E a un

A . s
quotient isomorphe a eq si et seulement si Ep ® E a un quotient isomorphe a £,

q
* Pl 3 - -
Soit T : Zp QE= eq une application linéaire continue surjective et soit
A
r(T)=inflr>0,vy€ce 3Ix€e ®F, Tix)=yetlxlI=rlyl}.

Supposons que E nla aucun quotient isomorphe a eq ,nhous allons établir que

(1) vr>r (T), ve € ]0,1 [,vn,:—]xeep@\E,x=Pn(x)etHX!I§r et TNl = <.
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Dans le cas contraire, il existe r>r (T), ¢, € ]0,1[ et un
A , .
entier n, tels que pour x € Bp@ E, x=P"° (x) et [[xI|=r entrafe |IT(x)lI< €,. Soit
y€ B8 ,puisque r>r (T) il existe teep% E tel que ||t]]=r et T(t}) = y. Notons

X = Pn (t) etu=pP e (1) , visiblement P (u) =uet |Jull =]t]l = r donc:
o

ly = TG = [ITWI < g, &

Nous avons établi qu'il existe ¢, € ]0,1[ , un réel r>0 et un entier n,
tel que pour tout y € B8 il existe x € 2p§E vérifiant [|x]|=r, x = Pn (x)
(-]
et|ly - T(x)]|] < g, ; il est bien connu que cette propriété entrahe que

T(I m(Pn )) = eq ce qui est contradictoire avec notre hypothése sur E
[-]

(cf. Théoréme 3). L!affirmation (1) est bien établie,

De Itaffirmation (1) on déduit immédiatement :

A
2)vr>r (T), ¥n,3Ix € ep@ E, 3 m>n tels que x =(Pm—Pn)(x),|IxH§ret

1T = 5 .

Notons pour m =0,1,.., Q™ Itapplication linéaire de eq dans eq qui

aa =(°‘i)i € gq associe Q™ (a) = (BJ,J ol BJ =0 pour 1 = )=m et BJ =, pour

J=m+l, m+2,,., ; nous notons aussi Qm =1 -Q"

Fixons r >r (T). On peut alors construire par récurrence (r'nk)k ,

(mk)k deux suites strictement croissantes dlentiers, (xk)k une suite d'éléments

2
de&p@E tels que m, =n, =0 et

(3) llxkli =r pourk=1,2,...

(4) x =®_  -P_ ) (x Jpourk =1,2,...
Kk k-1
mk m

(5) la L

T iz getia KTx )= B Pour Kk = 1,2,

Supposons (ni)o§ isK? (mi)0§i§k et (xi)lé =K construits et vemr::lant (3),
(4) et (5) ; montrons que nous pouvons poursuivre, L'application Q koT est

une application linéaire continue surjective de ¢ @ E sur un espace de Banach
m. p m

isométrique a eq etr (Q ", T)=r (T); en substituant Q K

o T a T dans (2)

nous déduisons qulil existe >n

K+1 K
m
jetll@ . T (x

A
X1 € €p®E et n

tels que ka_HH =r, x = (P -P )

1
X M=,
k1 Mk KH 2

K+1
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= 1 Notons pour

K
H))ll 5 -

m
+
Nous fixons alors m tels que ||Q I(T(xk

k+1~ Mk
chaque entier k , y, = T(xk).

Quitte & extraire une sous-suite de (yk')k on peut supposer que
(Yk.)k est une suite de Cauchy pour la topologie o (8q ’qu’ . Notons pour

k=1,2,... et v =x - X on a

Zic T Yok-1 T Yok k- Z2k-1 2k

)

. - . e
lim z, 0 pour la topologie o (€q » Cqr
K-> o

m m,,

_ 2k -1 2
etpourk =1,2,... liz llzll@ Vo1 = yulizllQ

m
k-1 k-1 "
1

z2

= dl'aprés (5) .

Quitte a extraire de (zk)k une sous-suite on peut supposer que (zk)k
est équivalente a la base canonique de eq. Il existe alors C> 0 tel que pour

tout entier n et toute famille Ayyeeesa, de scalaires on a :

n n 1/
IZ a zllzC(Z |a]9 @
i=1 i=1

De (3) et (4) nous déduisons que :

n n 1/
IE avis2r(z |a?) P
i=1 i=1

n 1/ n 1/
donc, puisque T(v,) =z., (T |a; |9y 9= 2ol T (5 |a; IP) P ce qui est
i=1 C i=1

impossible car p > q ; nhous concluons alors que E a un quotient isomorphe a 8q .

e N
Théoreéme 5, Soient E un espace de Banach et 1 = p € q= oo, Si ep ® E a un

sous-espace isomorphe a Eq alors EM" a un sous-espace isomorphe 3 P,q .

Supposons que 8p§ E a une suite-base (fn)n équivalente a la base

A

: N
canonique de Bq y P<Qq=oc, De ladualité < ep ® E, Bp‘@ E! > et du théoréme

A
du 3 nous déduisons que (fn)n est une suite-base de (¢ @ E!' )1 équivalente

pl
a la base canonique de Bq_ .Ona clairement Ilim f_ =0 pour la topologie
Nn-> oo

DA AN PN
o(((’,p,@E')' , ep, ® E') donc 8p|@E' a un quotient isomorphe a & 1=ql<p! et

qt’
par conséquent E! a un quotient isomorphe a eql dlou le résultat ,
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Soit a un ordinal dénombrable, < 1,a > note I'ensemble des ordinaux
1 <y <a muni de la topologie dlintervalles ; C(a) note Ilespace de Banach des
applications numériques continues sur < 1,0 > muni de la norme uniforme ; soit
E un espace de Banach, C(a ; E) note l'espace de Banach des applications
continues de < 1,a > dans E muni de la norme uniforme, Nous savons que
C(a ; E) est isométrique 3 C (a}% E (cf. [3]) .
Nous notons C,(a; E) = {fecCla;E);fla)=0 },

nous savons que pour a = W, C,la; E) est isomorphe a C(a;E) , (cf. [2])

Théoréme 6 Soient a un ordinal dénombrable, E un espace de Banach et

1 € g< «<; alors E contient un sous-espace isomorphe a eq si et seulement

si C(a ; E) contient un sous-espace isomorphe a Bq .

Fixons 1< q<«, Dlaprés le résultat classique de C,Bessaga et
A.Pelczynski (cf, [ 2] ) il suffit de prouver le théoréme pour
les ordinaux w¥ ol A est un ordinal dénombrable; nous allons établir le

théoréme par une récurrence transfinie sur )\ ,

Le résultat a déja été établi dans le cas A = 0 (théoréme 3), Soit donc
A un ordinal dénombrable > 0 et supposons que pour tout ordinal B < )\ la
propriété eq isomorphe & un sous-espace de C( M ; E) entrahe Bq isomorphe
a un sous-espace de E, Supposons que eq soit isomorphe a un sous-espace
de c( " ; E) donc de C (w? ;E) et que Eq ne soit pas isomorphe a un sous-
espace de E_./ ) Rappelons que pour tout

ordinal a < w il existe un ordinal B < X\ tel que C(a ) et C(ww ) soient isomorphes
A
(cf.[2] et [8] ) ; alors,pourtout ordinal a <w? ¢, n'est pas isomorphe a

un sous-espace de Cla ; E) .

‘ A '
Soit (fn)n une suite-base normalisée de Co(u)w ; E) équivalente a la base

canonique de Bq, 1l est possible de construire par récurrence (gk K une

A
suite-base bloc normalisée de (fn)n et a,=0< oy <...< Qe <,..< ww

une suite strictement croissante dlordinaux tels que pour k =1,2,,.,

A ' '
wh_ 1
Vye<t,w >; Y{(ak_‘ +1, o, >=llg, (y) Hs—-zk
mais alors la suite (gk)k est équivalente & la base canonique de c, (cf.[1])

d'ol une contradiction,
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S
5 - Sous-espaces de ep ® eq isomorphes a er .

A .
Nous considérons €p§ Bq comme sous-espace de seq(Ep). Notons
(en)n la base canonique de ep et (fn)n la suite des formes coefficients de la

base (en)n ; on note pour chaque entier m

Q :¢2 ->¢
m P P
oo m
' .. . _ . _
I'application qui a x 82-3:1 a, e, € ep associe Qm(x) ‘ BZ:‘ a, e, .

Il est clair que pour chaque entier m et x = (xi)i € st q(ep) on a:

Q. (x) = (Qm(xi”i € st q(ep)

I8 Il =1

. n ~ .~ n _
et que pour chaque entiern, P Qm = Qm o P ; on a alors visiblement

~ 2 A
Q. @8 )ce @2 _ .
m'¢p® q' p®%q

~ o~ )
Lemme 1, Pour chaque entier m les espaces Qm(e p@ eq; et eq sont isomorphes,

Notons X = “xi’i € seq(ep) ;3N Vi, izn= X, =0 et v.l Qm(><.l)==><J }

~ N
Clairement X est un sous-espace dense de Qm (ep§ eq). Pour x = (xi}i € Xona

Ix11% = sup {2 |>: foiote )| eeBg )
i=1 j=1 o}

donc en particulier, puisque f], co e fm € B(z jpona

1/
Ixil = max (3 £ 00 |79,
1=Sk=m i=1

On a par ailleurs :

v, a/. 1/, Y
Il = (2 [EN (2 (% |f(x}|p) Py a=(5 (x ;f(an; q
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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m n 1/ n 1/
=2 (2 [fx)|D 9= m max (D (f ()Y 9
=1 i=1 3! 1=k=Em i=1
o N s o e
ce qui prouve que Qm (ep ® ep) est isomorphe a un produit fini dlespaces ¢

donc a ¢ _ .,
q

A ~
Lemme 2, Pour tout x €2 @ £ ona lim Q (x)=x .
P q m- o

Notons VY = {x= (><i)i € seq(ep) ;dn vi, iz n> x. =0 }.

o
Visiblement Y est un sous-espace dense de P,p@ eq . Soit x = (xi)i €Y et nun

entier tel que i=z n> x, = 0 . On a alors pour tout entier m

n oo
~ q_ .
|x - Qm(x)H sup {321 ‘j§m+‘ fJ(xi) ® (eJ” ;@ € B(zp)l }

o q
= 2l - Q)
i=

donc lim Q@ _(x) = x ; la conclusion découle alors du théoréme de Banach-
m- o

Steinhaus .

Rappelons la proposition suivante de A, Tong (cf, [IO]) :

Proposition Soient n wnnentier, Ayreees @y des scalaires et T : es”-» 22 Ilopérateur

. n .
qui & x = (x,,. ..,xn) € ¢ associe T(x) = CHE PPN .,anxn). On a alors

n 59 s=a
Tl =(Z |a.|s_q) *d sis>qet|T|l=max |a|sissq.
i=t 1=isn |

Théoréme ,Soient1Ep,q= « ; alors ¢ . est isomorphe a un sous-espace de
2p®€q si et seulement sir=p, r=qour = sigl=pou r=o

+ = -1

o |-
'U'-.—n

siq!'=p,



XXVI.14

Nous conservons les notations du 2, On suppose q <« , le cas
q = « se traite avec des modifications évidentes, Supposons tout dlabord que Br
. A :
est isomorphe a un sous-espace de Ep ® eq etque r#petr #q,; soit (Xn)n
p A . .
une suite-base normalisée de ep ® Eq équivalente a la base canonique de er .
Soit ¢ >0 ; puisque r # p on peut trouver (nk)k une suite strictement croissante

dlentiers et (Yk)k une suite-base bloc normalisée de (Xn)n telle que :

- - =
Y, (Pnk P“k_1,(Y'<)” = —sz
P -P )Y
pour k = 1,2,... Dé&s que ¢ >0 est assez petit la suite (Z = k kel e
IO SR e
K k=1

est équivalente a la base canonique de P,p .

Soit d un réel >0 ; puisque r # q en utilisant les lemmes 1 et 2, on
peut trouver (mk)k une suite strictement croissante dlentiers et (Uk)k une

suite-base bloc normalisée de (Zk}k telle que pour k =1,2,...

5
pu il s S,

Huk - (Qm - Qm <

. k k-1
Dés que § > 0 est assez petit la suite ((am —5m

)(Uk))k est équivalente & la
K k-1

base canonique de 2r* o

En résumé, on peut trouver une suite normalisée (Vk)k de ep% eq

équivalente a la base canonique de er et deux suites strictement croissantes

' 1 [ ]
dlentiers (Nk)k et (Mk’k telles que :

e

(1) Vk=(PN-PN )(Vk)=(Q -Q )(vk).

ko ket Mo M
Pour chaque entier k, notons Vk = (Vk i’i ; hous pouvons fixer
3

cpKE[f $1 0000 ka] tel quellcpkll=let.;k lcok(Vk’i)lq=l .
-1 ,=Nk_'+1

Soit ¥ = (\I/i}i € (ap)' ; pour chaque entier k notons

k v ,0,...) .

‘I’ 3Vyeeoe
M

=(o’coo’o’ \IIM'< I+l’...’
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) Kk p! 1/| K
Nous avons || ¥l = (Z [[UP) P sipFgret|¥]=supl T llsip=1.
k=1 k
K
) =\ (Vk,i) donc

Pour chaque k et i il est clair dlapreés (1) que \I'(Vk i
?

Nk q Nk
“I"Vk,i” =_§

Z [P v 1T = e
'=Nk—l +1 i Nk—l+l

(2)

Soit n un entier et a,,...,a des scalaires , on a alors d'aprés (2)

N

n 4 1/
sup {(Z |a, |93 v v, 2195 veBg )l
e=1 =N, _, +1 ’ %

s Il
1> \V]
Go1 & ¢

n v,
= sup “ez;: 2 19 12501979 5w e B(ep,,} .

On a évidemment

n n qu q 1/ n n o
1T a, Vgl zsup {{Z |a,|" Z RO SV Wich
e=1 e=1 i= 1 ! e=1 e=1
e-1
n n 1/, n 1/
donc 1T a, Vol =sup {(Z |a, |9, 1D 950z h,IPY Pi=s1 g,
e=1 e=1 e=1

On conclut en utilisant la proposition précédente ,

Notons (GJ)J la base canonique de Bq .Soient n un entier et Byreeey a,

des scalaires, nous avons :

n n
LZ ae; @ el = sup { 1Z ek 8;1i0); € e ) (6;); € B(eq)'}

1/,
lCI) q ; O‘i)i € B(ep)| }

"
)
c
-

=
™
o

n - 1/r~ .
(Z Ia-| ) si p! > g avec =24,
i=1 ! pl._q

max la.| sigzp' .
1I=si=sn '
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donc (ei ® ei)i est isométriquement équivalente 3 la base canonique de ep.

A
Coroliaire, Si p = q! Ilespace Ep@ ?’q n'est pas réflexif,

- . A - - -~
Corollaire, Si s = r! Ilespace er ® es contient un sous-espace isomorphe a ¢ 1°

Le résultat est évident si 1 = s ou r! = ©; nous supposerons donc
‘ N P
1<s=r!t<e, Il estclair dlaprés 2 et 3 que Ilespace ?,P, ® es, est isométrique

3 un sous-espace fermé de

-~
er,)=(8r®es)' .

se_,le ) =L(_,¢ ,)=8Bk,

Ve - Id ’ A 3
Dtapreés le théoréme précédent llespace (er ® P,S)' contient un sous-

espace isomorphe a c, , le résultat découle alors du théoréme 4 de [l] .
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