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XXVI.1

R E S U M E Dans ce travaï I on étudie les propretés de reproduc-

tibilité des espaces e 
P 

dans les produits tensoriels topologiques

d’espaces de Banach. 
p (. )

1 - Introduction .

Deux espaces de Banach E et F sont i somorphes s’il 1 exï ste une

application linéaire T de E sur F et deux réels 0  a s b tels que pour

Si E est un espace de Banach nous notons BE 1 a bou 1 e un i té fermée

de E et nous notons E’ le dual topologique de Eo

Rappelons que si E et F sont deux espaces de Banach, la norme

sur E ~ F est déf i n ie par

. et la norme n est déf i n i e par

Nous notons E 0 
~ 
F t’espace E (g) F muni de la norme E: , E ô F le complété

de E 0 F E~ F t’espace E 0 F muni de la norme n et E ~ F le complété de

oTT
Le symbole 6 00 notera ici l’espace des suites de scalaires qui

convergent vers 0 muni de la norme sup. (habituellement noté c.) .

. L’objet de ce travail 1 est de montrer que si pour un espace de Banach E

e P  E cont i ent un sous-espace i somorphe à ir 
q 

1 alors F-11 a un

.n
sous-espace isomorphe à e 

q 
et si 8 0 E contient un sous-espace isomorphe

r  p , a lors E cont ient un sous-espace i somorphe . Pou r obten i r

ces résultats nous donnons tout d’abord une interprétation de ep0 E comme

~°~ 
Cet article doit paraître dans Mathematica Scandinavica.
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espace de suites d’éléments de E. Nous caractérisons ensuite les r pour
fi

lesquels E r est isomorphe à un sous-espace de e 08 . De cette caractérisation
nous déduisons que les résultats précédents ne peuvent pas être améliorés. Nous

établissons ensuite que si i pour un ordinal I dénombrable a et un espace de

Banach E, l’espace C(a ; E) des fonctions continues de  1, a &#x3E; dans E contient

un sous-espace isomorphe à e 
q 

, 1 ~ q  ~ , alors E contient un sous-espace

isomorphe à é q .
Etant donné 1 nous convenons de noter p’ le réel I défini i par

+ 2013, = 1 avec 1 a convention p’ == oo si i p = 1 et p’ = 1 si i p - oJ .
P P’ 

1 avec la convention pl = oc si p = 1 et pl = 1 si p = oo

r 00
Si i (xn)nest une suite d’un espace de Banach E, on note ’

n n 
’ n n=1 ’

le sous-espace fermé engendré par les vecteurs xn , n = 1, 2, ...

Pour les définitions et propriétés classiques on pourra se reporter

Soient E un espace de Banach et 1 5 p ~ eN ; on note pour 1 ~ p  cc

I I est i mmédi at que pour 1 p ;9 00 est un espace vector!e).

Remarques :

et

Supposons 1 :$ p  co , le cas p = m se traite avec des modifications

évi den tes, Pour chaque entier m nous notons
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I 1 est immédi at de wérifier que U est un sous-ensemble absolument convexe
m

et fermé de et que = U Um ; ; i I est clair, d’après le théorème de
m

Bai re, que 0 est po i nt i ntér i eur de U le résultat.
m

et

on définit ainsi une norme sur se p (E). Il l est immédiat de vérifier que, muni de

cette norme, se P (E) est un espace de Banach. On trouve une étude des espaces
. 

p

se tEl dans [7] exposé n09.
p

3) e p0 e E est isométrique à un sous-espace de Notons (em )m
I a base canon i que de ep. Donnons-nous

P

Nous avons pour i = 1, 2, . , , , m

Soit W E nous avons af ors

! I est à remarquer que

donc
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Nous concluons alors que nous définissons bien une application

en posant pour 1

et que T ainsi définie est linéaire et isométrique. Par cette application nous

un sous-espace de se p (E).
4) Pour chaque ent i er n = 0, 1, 2 , , , notons

l’application linéaire continue qui à x se (E) associe Pn(x) = (y. j. ’ où1 Pli

Yi =0 pour i = 1,2,...,net Y, = x. 1 pour t 1 &#x3E;_ n+1 . Notons aussi P - 1 - P n1 lin
On note :

F’ P est visiblement un sous-espace fermé de s~ p (Ej,

Nous al lons établir que 8 0 E est dense dans F . Wérifions tout
P n P

d~abord que pour chaque ent i er m

et pour chaque i = 1 p 2, ..., n nous notons :

, nous avons alors clairement

pour m=0, 1,2,...

donc

d’où le résultat. Pour achever de prouver que 9 p 0 E est dense dans Fil l
suffit de remarquer qu’étant donné x = (x1’ ... , xM’ 0, ... ) E Fp
on peut toujours trouver E tels que

L’application T se prolonge en une application linéaïre et isométrique de
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’"’

3 . Etude de 8q .

Soi t 
, 

?C un espace de Banach, Rappe lons que (e 
q 
® X) B (e , X)

l’espace des formes bilinéaires cont inues sur e 
q 
x X (cf. [3J) et qu’il I existe

une i dentif icat ion canoni que entre X) et 
q 

(’espace des applications
q q

linéaires continues de e 
q 
dans XI , rappelons aussi que pour 1  00

(cf. [7] exposé n°9). Soient pour

la dual i té canonique s’exprime alors par :

Théorème. Soiént 15 q~ 00 et X un espace de Banach, alors pour tout

Le résultat est bien connu pour q = 1 car nous savons que :

Dans ce qu ï su i t nous supposons

et soit Ô &#x3E; 0 un réel arbitraire, il existe cp E se ,(XI) tel que llcpll = 1 et

cp(u) = 1. Pour N assez grand on a 1 P N (cp)(u)l ~5 Ô d’Où le résultat puisque
jjq) - 1. On déduit du théorème que e 8 X est canoniquement isomé-
triquement isomorphe à un sous-espace de (e q 1 0 XI) 1 .
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4 - Reproductibi 1 ité des espaces e q .
Le premier théorème que nous allons établir semble bien connu,

comme nous n’avons pas de référence pour ce résultat que nous serons

amenés à utiliser, nous en donnons une preuve rap i deo

Soi ent E et F deux espaces de Banach, on munit E x F de la norme

~I (u, v, Il = max (1’ u Il, 

Théorême 1 Soient E et F deux espaces de Banach et 1 ~ q É cc. E ou F contient

un sous-espace isomorphe à E 
q 

si i et seulement si i E x F contient un sous-espace

isomorphe à ii 
q .

Nous traitons le cas 1 q  o,--,pour le cas q = oo il l suffit de faire des

modifications évidentes.

Nous notons P 1(resp. P2 ) l’application E x F -~ u E E

(resp. ‘u, v) E E x F ~ v E F). Supposons que E x F ait un sous-espace isomorphe

à e , il l existe alors (f.). une suite de E x F et deux réels 0  a:5 b tels que
q 1 1

pour tout entier n et toute fami 1 le a,, o .. , an de scalaires nous ayons

Supposons en outre que E ne contienne pas de sous-espace i somorphe à e q ,on

peut alors trouver (X. )kune suite-base bloc normalisée de (fj. tette que

et

Nous aurons alors pour tout entier n et toute famille a, , ... , a n de scalaires,

(inégalité de Hotder)

nous avons ainsi prouvé que F

contient un sous-espace isomorphe à q



XXVI.7

Remarque.
’ 

Nous avons prouvé que si E x F contient une suite-base 

équivalente à la base canonique de e q 
alors il existe (&#x3E;k)k une 

bloc telle que (P 1 (Xk»I, ou ~2~~k équivalente à la

base canonique de e q
q

Théorème 2 . Soient E et F deux espaces de Banach et 15 q E ou F a un

quotient isomorphe à e qsi et seulement si E x F a un quotient isomorphe à e q

Supposons que E x F a un quotient isomorphe à eq ; soit Q : 
une application linéaire continue surjective, alors T = QI : El x Fi est

q

un plongement. Notons les injections canoniques

respectives. Dlaprès la remarque précédente, il est toujours possible de

trouver (cp) n n une suite-base bloc normalisée de la base canonique de e 
q. telle

que par exemple

1
soit un plongement, Notons, pour n = 1, 2, ..., n i ; il suffit alors

n E n .

d’appliquer un résultat de W. E3.Johnson et H, P. Rosenthal (cf.[4]) qui affirme

que si le dual Et contient une suite normalisée (f ) équivalente à la base
nn

canon!que e . 1 et si lim fn 0 pour la topologie alors E a un quotient
q n

isomorphe 
q 

.

Théorème 3 Soient E un espace de Banach- et -Alors E contieht un

sous-espace isomorphe à E si et seulement si e Q9 E contient un sous-espace
.. 

q P

isomorphe e q .

Nous conservons les notations du 2.Nous supposons que F 
P 
contient

un sous-espace isomorphe i ! existe alors xi&#x3E;1 Une suite de F P et
deux réels 0  À 5 B-l tels que pour tout entier n et toute fami 1 le a , , , , , a de

scalaires
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Nous supposons que E ne contient pas de sous-espace isomorphe à e 
q 

, alors , J

cliaprès le théorème 1, pour chaque entier m , E x ...x E (m fois E) ne

contient pas de sous-espace isomorphe à e 
q 

.

Soit 0  E  , · puisque I X.. i est équivalente à la base canonique de e et
1 1 q

puiscpe X. 
1 
E F P pour i = 1, 2, ..., nous pouvons construi re par récurrence

(Y ) kk une suite-base bloc normalisé de (X. i ). i et n 0 = 0  n 1  , , ,  nk  ..
une suite strictement croissante d’entiers tels que pour k = 1, 2, ...

Soi t, 

Puisque 0 E:  i 9 est une suite-base semi-normalisée de F équivalente
. 

p

à la base canonique de ~ 
q (cf. [ 1 ] théorème 1). Notons K = sup))Z )) et pourq 

k 
"

t"~2,..., notons Zk e)e nous avons Z k., e=0 pour C =~2~*~~_t

Soit m un entier et a., ..., scalaires, alors

une contradiction puisque (Zi Ji i est équivalente à la base canonique 

Théorème 4 . Soient E un espace de Banach et 1 S q  oo . Alors E a un
° 

quot i ent isomorphe à 6 
q 

si et seu lement s ï C 8 E a un quot i ent isomorphe à 6
Soit T : ep 0 E a e q une application linéaire continue surjectiveet soi t

Supposons que E n’a aucun quotient isomorptle à e , nous allons établ ir que
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Dans le cas contraire, il existe r &#x3E; r (T) , 80 E ]0, 1 [ et un

entier no tels que pour x E E p ~E, x = pno (x) et r entrai"ne 11TOdll ~0. Soit

y~Bp , puisque r&#x3E;r (T) il l existe t ~S E tel que r et T(tJ = y. Notons
q 

x = P no (t) et u = P° (t) , visiblement pno (u) = u et Ilull r donc :

Nous avons établi i qu’il I existe e E ]0, 1 [ , un réel I r &#x3E; 0 et un entier n o

têt que pour tout y ~ B. H ex!ste x 6 ~ E vér:f!ant !!x)) r, x = P (x)tel que pour tout y E B i l existe x  é p  E vérifiant r, x = P no (x)
et T(x) Il  £0 ; i l est bien connu que cette propriété entrarhe que

T( I m(P no )) = ir ce qui est contradictoire avec notre hypothèse sur E

(cf. Théorème 3). L’affirmation (1) est bien établie.

De l ’affirmation (1) on déduit immédiatement :

Notons pour m = 0, 1," G1m l’application linéaire de ~ q dans C qui

Fixons r &#x3E; r (T). On peut alors construire par récurrence 
kk

(mkk deux suites strictement croissantes d’entiers, (x j une suite d’élémentsK K ’ kk

Supposons ~sk ~ J 
construits et vérifiant (3),

(4) et (5) ; montrons que nous pouvons poursuivre. L’application 0 m k 0 Test
une application linéaire cont i nue sur J ect i ve de é (g) E sur un espace de Banach
.. , mk 

P 
mk ,isométriqueàe 

q 
et r (T)jensubstituantO koTàTdans{2)

nous déduisons qu’il I existe
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Nous fixons alors mk+1 &#x3E; mk tels que

. 

chaque en t i er k , 

. Notons pour

Qu!tte à extrai re une sous-sui te de (Yk}k on peut supposer que

(Y~}k est une suite de Cauchy pour la topologie q ye q 1) . Notons pour

pour la topologie (

Quitte à extraire de (Zkjk une sous-sui te on peut supposer, que kk k k

est équivalente à 1 a base canoni que I I exi ste alors C &#x3E; 0 tel que pour
q

tout entier n et toute famille a1,...,an de scalaires on a :i 
° 

.

De (3) et (4) nous déduisons que :

donc, pu i sque ’

impossible car p &#x3E; q ; nous concluons alors que E a un quotient isomorphe

_ "-Théorème 5. Soient E un espace de Banach et 1 E a un

sous-espace isomorphe à e 
q 
alors E" a un sous-espace i somorphe à e 

q 
.

Supposons a une sui te-base (f ) équi va lente à la base
p nn

/B 
canonique de De la dual i té  p 0 E e &#x3E; et du théorème

du 3 nous dédu i sons que (f ) 
n 

est une su i te-base de ce E’ 1’ équivalente
n n p

à la base canonique clairement I im fn = 0 pour la topologie
q n

E i; E donc 
É 

a un i somor he à 1 S  ety P 0 E’) donc a un quotient Isomorphe à eql et

par conséquent Es a un quoti ent i somorphe à ir q ~ d’où e résu I tat ,
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Soit a un ordinal dénombrable,  1,a&#x3E; note l’ensemble des ordinaux

1 S y _ a, muni de la topologie d~intervalles ; note l’espace de Banach des

applications numér i ques cont i nues sur  1, a &#x3E; muni i de la norme uni forme ; so i t

E un espace de Banach, C( a ; EJ note t’espace de Banach des appl ications

cont i nues de  1, a &#x3E; dans E muni i de la norme un i forme, Nous savons que

. , . , 
~ .

C( a ; E) est isométrique à C (a) 8) E (cf. [3 ] ).
Nousnotons (a,) = 0 , J

nous savons que pour a. ~ w , C o(a ; E) est i somorphe à E) o (cf. [2J)

Théorème 6 Soient a un ordinal dénombrable, E un espace de Banach et

1 ~ q  alors E contient un sous-espace isomorphe à ~ 
q 

si et seulement

s i ’ E) cont i ent un sous-esp ace i somorphe à é q 
.

Fixons 1 _ q  D’après le résultat classique de C. Bessaga et

A.Pelczynski i (cf. [ 2 ] ) i I suf f i t de p rouver le théor ème pour

les ordinaux wW où X est un ordinal dénombrable; nous allons établir le

théorème par une récurrence transfinie sur X .

Le résultat a déjà été établi i dans le cas À = 0 (théorème 3). Soi t donc

À un ordinal dénombrable&#x3E; 0 et supposons que pour tout ordinal j3  X la

propriété e 
q 
isomorphe à un sous-espace de ; E) entrafhe C 

q 
isomorphe

à un sous-espace de E. Supposons que e 
q 

soi t i somorphe à un sous-espace

de C ( WW j ; E) donc de C ° et que e 
q 
ne so i t pas i somorphe à un sous-

espace de E; _ Rappelons que pour tout

. c" .. , uu ..

ordinal o,  c I existe un ordinai fl  tel que C(a) et soient isomorphes
À

(cf.[2] et [8J ) ; alors, pourtout ordi nal e 
q 

n’est pas i somorphe à

un sous-espace de C(a ; E) .
À ,

Soit (f ) une suite-base normalisée de Ej équivalente à la base
nn

canonique de é q .H est possible de construire par récurrence (9k)k une
su i te-base bloc normalisée de (f ) e t 0.0 = 0  a  , , ,  CL.  , , , nn ’ t K

une su i te str i ctement croi ssante d’ordinaux tels que pour k = 1, 2, .0.

mais alors la suite (g y est équivalente à la base canonique de co kk °

d’où une contradiction.
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+
5 -Sous-espaces de 6 p @ 

q 
isomorphes à é 

r 
.

Nous considérons e 06 comme sous-espace de se (e j. Notons
p q q p

(e) la base canonique de e et (f j la suite des formes coefficients de la
nn p n n

base (e ) ; on note pour chaque entier m :
nn

l’application qui à

I I est clair que pour chaque entier m et x = (xj. 6 on a :
1 1 q P

et que pour chaque enti er on a alors vi siblement

Lemme 1 Pour chaque ent i er m les espaces sont isomorphes.

C i ai rement X est un sous-espace dense de

donc en par t i cu I i er, pu i sque 1

On a par ai l leurs :
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ce qui prouve que Q m (e 8 ~ ) est isomorphe à un produ i t fini i d’espaces e q
d onc à e .

q

Lemme 2. Pour tout

V i s i b I ement Y est un sous-espace dense So i t x = (x.). 1 i E Y et n un

entier tel que 1 é 
i 
= 0 . on a alors pour tout entier m

la conclusion découle alors du théorème de Banach-

Ste i nhaus ,

Rappe lons I a proposi ti on suivante de A.Tong (cf. [t0]) :

Proposition. Soient n U1 enti er, a , . , , , a des scalaires et T : n--&#x3E; en1 l’opérateur1 n s q

Théorème . Scient 1S p, alors é r est i somorphe à un sous-espace de

si et seulement si
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Nous conservons les notations du 2. On suppose q  oo , le cas

q = 00 se traite avec des modifications évidenteso Supposons tout d’abord que e r
est isomorphe à un sous-es pa ce de e 

p ̂
 ® 2 

q 
et q ue r Ô p et r Ô q ; so i t ( X nn

une su i te-base normal i sée de e 
p 
02 

q 
équivalente à la base canon i que de e r .

Soi t e &#x3E; 0 ; puisque r p on peut trouver une suite strictement croissante
kk

d’entiers et une su i te-base b loc normalisée de telle que :

pour k = 1, 2, ... Dès que e &#x3E; 0 est assez pet i t I a suite

est équivalente à la base canonique de i;r ,

Soi t ô un réel &#x3E; 0 ; puisque  # q en utilisant les lemmes 1 et 2, on

peut trouver (m ) une suite strictement croissante d’entiers et (Li) unek k kk

su i te-base bloc normal i sée de (Z k )ktelle que pour k = 1 p 2p c.,o u

Dès que ô &#x3E; 0 est assez petit la suite

base canon i que de e 
r 

o 
.

est équivalente à la

En résumé, on peut trouver une suite normalisée de ë p 0 8q
équivalente à la base canonique de 8 et deux suites strictement croissantes

d’entiers telles que :

Pour chaque entier k, notons 
1

nous pouvons fixer

Soit iF = ~ (C )’ ; pour chaque enti er k notons
1 1 p
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Nous avons

Pour chaque k et i il est cf ai r d’après (1 ) que 1 donc

Soi t n un entier et a , ... , a des scalaires , on a alors d’après (2)

On a évi demment

donc

On conclut en uti lisant la proposition précédente .

Notons (E ) la base canon i que de é q . Eoient n un ent i er et a1’ ... , a
des scalaires, nous avons :
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donc e. ® E. ), 
, 
est i sométr i quement équi va lente à I a base canonique 

1 1 1 r

Corollaire, Si p q 1 
q 

n’est pas réflexif.

Corol la i re , Si s r’ 
s 

con ti ent un sous-espace isomorphe ° 

r 
0 

s 
con 

1

Le résultat est évident si 1 = s ou r’ = oo ; nous supposerons donc

. 

i 
. , .

1  s s r 1  00. Il I est clair d’après 2 et 3 que 0 e Si . est isométrique

à un sous-espace fermé de

D’après le théorème précédent t’espace cont i ent un sous-

espace i somorphe à c. , le résultat découle alors du théorème 4 de [1] .
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