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XIIT.1

Ftant donn¢ un espace de Banach E et un opérateur lineéaire
continu T de ¥ dans I, on dit que le sous-espace vectoriel fermé F
est invariant par T si TIPCI'. On dit que F est non-trivial si F#Z {O}

et FAZE. La question de 1'existence de sous-espaces invariants non
triviaux (en abrégé S.I.N.T.) n'est pas résolue, pour un opérateur
quelconque, méme dans 1'espace de Hilbert. A 1'opposé, P. Enflo a
construit [2] un exemple d'espace E et d'opérateur T sans S.I.N.T.
Nous nous intéresserons ici a la question de 1'existence
de S.I.N.T. seulement pour les opérateurs T possédant une proprieéte

particuliere :

(3 T = 1 et 3 x, €E tel que Tnxo-—fLéo dans E

n—w
Méme pour les opérateurs possédant ¥ et meme dans les espaces de
Hilbert, la question reste ouverte ; le meilleur résultat dans cette
direction parait etre celui de C. Foias (voir [3]) : si et tr véri-
fient tous deux ¥ (dans E et E' respectivement) et si E est réflexif,
T a un S.I.N.T.

Nous allons développer ci-dessous un critere permettant
d'assurer qu'un opérateur vérifiant ¥ possede un S.I.N.T. Ce critere
se trouvera satisfait en particulier dans le cas considéré par C.
Foias, ce qui nous redonnera une démonstration (peut-étre plus simple)
du résultat de celui-ci.

Remarquons tout d'abord que 1l'espace vectoriel fermé engen-
dré par les itérés d'un point : EBZH{XO,TXO,szo,...,Tnxo,...} est
toujours invariant par T. Nous pouvons donc restreindre au cas ou,
pour chaque X cet espace est E tout entier. Nous dirons alors que X,
est cyclique. Ce sous-espace étant séparable, E doit étre séparable.

Une seconde remarque évidente est que T doit etre injectif
et d'image dense (faute de quoi Ker T ou Tm T sont des S.T.N.T.).

Une troisieme remarque évidente est que si 1'on considere

F - {x¢E, T"x —s0} ,

n—ow

on a un sous-espace fermé, non égal a E si on admet ¥ il doit donc

étre réduit a {0}, sinon le probléme est résolu. Autrement dit,
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X implique que ¥ xZ£0, T'x —f—>0.

n—ow
Si X, est un point cyclique, les combinaisons linéaires

finies 2 Tkx sont denses dans E. Or sur celles-ci, T agit comme un
k>0

. k+1
shift : T( & « T*x ) = ¥ o, T 'x . On peut donc représenter T
k o k o
k=0 k=0

comme la multiplication par x sur un espace de polynomes, en identi-

fiant
k k_ -
p(x) = ¥ a, X «=> ¥ o T x_ ;
k=0 ¥ k=0 & °
k
et on pose Pl = “ oo, Tx H .
Ipll =1l 2 o Tl

L'espace E s'identifie ainsi isométriquement a la complétion pour la
norme '|.| d'un espace de polynomes;cet espace sera noté B ; 1l'opérateur
devient la multiplication par x. Nous dirons que nous avons fait la
représentation de T sur 1l'orbite de X, L'hypothese ¥ se traduit,

dans B, par

Ixllyp =

op

@
xn—7490 .

n—-o
(On note Hp”op la norme d'opérateur de la multiplication par p, c'est-

a-dire s%p lp.ql] = sup (2 o Ti)(Z B I xO)H
e X
laij= lz g, T x ||s1
| i °

si p(x)=y% a, xi-)

Dans la suite, nous supposerons toujours (sans le mentionner
davantage) 1'hypothese ¥ satisfaite. Nous supposerons aussi que nous
avons représenté T sur 1'orbite d'un certain point, qui sera si néces-
saire précisé par la suite. Nous allons mettre en évidence certains
éléments particuliers de B ; 1'approche qui suit nous a été suggérée
par P. Enflo.

Nous notons A(T) 1'ensemble des fonctions, définies sur

le tore, dont la série de Fourier est absolument convergente

e iko +e
f(g) = ¢ ¢ © , avec ¥ fckl < w .

-0 -00
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Cet cspace est muni de la norme

+

Itllyemy = = To!

+0 .
Pour toute fonction € A(T) , si f(g)= ¢ <\ elke, nous poserons
-0
(si mc 7Z2)
P (1)) = 1 ¢ ot (KM
m X Kk
k=-m
(c'est une suite d'éléments de A(T) ), et
y(f) = % ¢ xom
m k
k>-m
(c'est une suite d'éléments de B).
Remarquons que puisque HXHOP: 1, on a
4+
® (Ol = = el = litllyqy ¥ mez
et a fortiori '
® My Ol = Uty qy *¥mez

ce qui signifie que les Wm(f) sont uniformément bornés, en norme et

en norme d'opérateurs.

Proposition 1 : 1I1 existe deux fonctions f et g, sur le tore, a

supports disjoints, appartenant a A(T) , telles que

Wm(f)——j#—a O dans B

m—+c
q/m(g)ﬁl-—) 0 dans B
m—x

Démonstration de la proposition 1 : Nous allons construire f et g

successivement.

Lemme 1 : Pour tout NE N, soit fy ; (j=1,...,N) une partition de
9

1'unité sur M, faite de fonctions Cm, avec, pour tout j, f. .=1 sur

N,J

un intervalle de largeur 2n , chaque f

N N, j etant a support dans un

intervalle de largeur %%.
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Alors, pour chaque N>1, il y a au moins un j¢& {1,2,.~.,N}

pour lequel Wm(fN j)——j#—>0 dans B.
9

m—+coo

Démonstration du lemme 1 : Fixons N et écrivons les décompositions
en série de Fourier des fN .
9
£y (8) =z alMi) ik
"J k
On a
N . .
S T aéN’J) elKE _
j=1 k

et donc ¥ m€ NN

(N,j) i(k+m)o img
k ¢ =

™M =2

2 a
j=1 k

d'ou 1'on déduit, d'apres 1l'unicité du développement en série trigono-

métrique
N .
5 aiN’J) =1 si k=0
j=1
=0 si kA0 .
On a donc, dans 1'espace B
N .
> 5 aéN,J) xk+m _ M ,
k=-m J:l
ou encore
N m
bX (£, ) = x .
j=1 ¥ N,J

Puisque xm;40 dans B, pour chaque N, il existe au moins un BES {1,...,N}

our lequel (£, .) 0 ;3 remarquons que l'on obtient facilement
p q Vi N, j 7;23:9 5 q q s
pour cet indice j,

o
lim inf me(fN j)H > T? , ou a = 1lim meH
m— ? m—

Ceci acheve la démonstration du lemme 1. Si pour un certain N,

il y a deux indices j1 et j2 non consécutifs modulo N pour lesquels
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Wm(fN j)%() dans B, la proposition est démontrée, (avec f = fn i et
9 b
1
=f . i s s¢é i .
g N’Jz), car si f1 et f2 ne pas consccutifs modulo N, fN’Jl et
fN i sont a supports disjoints.
92

Supposons donc maintenant que, pour tout N>1, il n'y ait
qu'un seul j, ou deux consécutifs modulo N, qui conviennent.

Notons UN la réunion des supportis des f tels que

N,J

Wm(fN’j);4O dans B.

Alors UN est un intervalle, et

4n 81
@ T < mesSe. ?/(N < —N— -

Si,pour deux N différents, N1 et N2, on peut trouver deux
fonctions f . et f . a supports disjoints telles que
wm(fN i ) —#—>0 et Wm(fN ] )—#>0, la encore, la proposition est

1’91 mo+o 27792 mo+®

démontrée. Le cas qui nous reste a étudier est donc celui ou ¥ N N2,

UN et uN ont une intersection non vide. Comme il s'agit d'intervalles
1 2

fermés, il résulte alors de (:) que l'intersection UN contient
. N=1
exactement un point, que nous noterons a-= eleo .

Lemme 2 : 11 existe une fonction g(p) € A(T) , identiquement nulle

sur un voisinage de a, telle que Wm(g)——f—>0 dans B.

M-

Démonstration du lemme 2 : Le point X, sur 1'orbite duquel on a fait
la représentation de T ne peut etre vecteur propre de T, puisqu'il est
cyclique. On a donc en particulier Txo— axof 0, c'est-a-dire, dans B,
x-aZo0.

Posons p,=a-X. On a vu que 1'on pouvait supposer xmpo%()
dans B, et donc 4 vy >0 avec ¥ m&€ N , mepoH;zY > 0.

i6 .
Posons fo(e)::e °_ ele. Modulo 2m, fo s'annule au seul point

8=6, - I1 résulte du théoreme de Wiener-Ditkin (voir [3]) qu'on peut

trouver une suite (fn)nEW de fonctions de A(T) , convergeant vers fo
dans A(T) ,et s'annulant chacune identiquement sur un voisinage de
i0
o
a=e .

On choisit n assez grand pour que si nzn ,

It - f
n

INIES

oHA('IT) =
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On a alors, ¥ mc NN,

img im6 Y .
lle fn(e)— e fo(e)HA(“) <7 sinzn_ .

On choisit ensuite m  assez grand pour que si m21no,

" im6
1T g, (@) 9 (e )G

[0}

<

)| X .
HA(TT) 4
On aura alors ¥ mZm0 .

m Y

1 img <Y
l\tpm(fno)(e)-e fo@m =3

et donc

m Y
H\l/m(fno) - X pOH < '-2-

et donc
Y
me(fno)H z 3 pour m=m

ce qui prouve le lemme 2, avec g= fn .
o

Achevons maintenant la démonstration de la proposition 1

il nous reste, comme nous l'avons vu, le cas ou uN: {a}. Soit g
N=1
la fonction donnée par le lemme 2, telle que Wm(g);40. Cette fonction

s'annule identiquement sur un certain voisinage de a, Ja-c€e,a+ e[, et,
- € € .
pour N assez grand, %% est contenu dans Ja—-§,a4~§L. La fonction f

de la proposition est alors f pour le N et le j correspondants.

N,j’
Nous allons maintenant voir a quoi correspond, dans B, le

fait que f et g soient a supports disjoints :

Proposition 2 : Soient f et g deux fonctions de A(T) , a supports

disjoints. On note (ak)kEZ les coefficients de Fourier de f, (bj)jEZ

ceux de g. On a, dans B, ¥ myn&¢ NN

me(f)' Wn(g)HOP = Hg”A(ﬂﬁ 'kgo lak-m' +”fHA('II‘) jéo lbj—nl'

Démonstration de la proposition 2 : Posons

o1(£)(0) = ¢ i lksm)g

a
k<-m k
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et 0 (g)(e) = = b, cilirmle
j<-n J
si bien que
pr(r) -0 (g) = e r(g) ¥ meNW
e lg)+ e (g) = '™ 1) ¥ne N

Nous allons calculer @m(f). +n(g), qui n'a de coefficients
non nuls que sur les exponentielles positives, puisque c'est le cas
pour @m(f) et @n(g)-

Puisque f et g sont a supports disjoints, on a
[@m(f)«kwa(f)] -L@n(g)4-¢h(g)] -0 ¥mné<N o,

et donc

' ing '
e (£) .0 (g) = —@m(f) e g—‘vm(f). ¢n(g)

On sait que

() v (@) = e, (0 2 (@) ()

et il nous reste donc a calculer la somme des coefficients de Fourier
ing

d'indices positifs de $$(f). e g et de @m(f). @h(g) (puisque les coef -

ficients négatifs doivent s'annuler).

- Pour @' (1) . elmeg - (- a e](k+m)e)(2 b. e1(3+n)6)
m k |
K -m ]
le coefficient de elv6 dans le produit est donc
A S
l a, b. - > R b"—n
K+m+j+nz=v J k'+j'=v J
k<-m k'<0
Le termc¢ a estimer vaut
- ’5. a, , b, = v | £ a, .
v20 K'+j'=v kif-m —j'-n ;.0 koo ROTmoveRTen
k'<0
~ l:
— qk'—m' Ib —k‘—nl
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< v la, ICxz Ib [)
k<o K'Tmolo Vvok'-n

- Pour @ (f).#'(g) = ( = a, e by . y
m n k .
k>-m J<..n

le coefficient de elve dans le produit est donc :

E ;ay b.

k+m+j+n=v J j'<0
kz-m, j<-n

z av—j'—m bj'-n .

Le terme a estimer vaut donc :

s | g a . b.,, |< v = la ., | Ib., |
v=0 jr<o VTITTM JT-m 00 ji<o VTdT-m o gTen
<z (z da ., D) Iby, |
j'<0  v=0 J J
< ||£]] s b, I,
A(T) j'-n
d'ou l'estimation donnée par la proposition 2.
Posons, pour simplifier les notations, hm==———l~—— Wm(f) ’
Ielly ¢y
Py = Wk(g), m,k€ N, ou f et g sont les fonctions données par

HgHA(ﬂ»
la proposition 1. Il résulte de celle-ci que, pour un certain

a>0,

HhmH = o ¥m

®

HpkH za ¥k ,

© Igllp =1 oyl =1

et, d'apres la proposition 2, ”hm pk”op’*o lorsque m,k - +® (i.e. lorsque
min(m,k) - ).

Remarquons aussi qu'il résulte de 1'estimation évidente

< (= Ib.l)e — , ¥ m,mEN
j<-m '
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que l'on a aussi

@ ™ | =

R

si m=m_ ¥ m'eN

Nous sommes maintenant en mesure de donner le critere assu-

rant qu'il existe un sous-espace invariant non trivial.

Théoreme : S'il existe une suite de polyndmes 4 et un q€ B, q# 0,

k
avec

4 P —> 4 faiblement dans B

H <o

K
sup [|x° 4 |
u K

il existe un sous-espace invariant non trivial.

Démonstration : Si 4 - q faiblement, on peut trouver une suite

k Pk

d'entiers v, et une suite de coefficients (ai)iE

Kk ]N,OL120¥1, avec
Vk+1
bX oy = 1, ¥ k, tels que
\)k+1 |
k+1
e £
pk_Z a; ¥; Py —>4 dans B .
v, +1 k—+®
k
P k , . k 4 ..
osons K1= sup Hx kH<°o. On a, si l]x kHSK], a fortiori
k
k+j .
I|x »@kHsKl ¥ j, et donc
\Y
k+1 | . o -
1B zi" <K, siv <isv oo

\Y
Posons pié: X k+1 pl'{ , supposons la conclusion du théoreme fausse

tout élément non nul de B est cyclique, et en particulier q est cycli-
que. Pour tout 5> 0, on peut alors trouver un polynome £4 tel que

||#q - 1]] <& ; en particulier, on peut trouver un polyndme 4 tel que

Hﬂ,q - 1” <%. Soit K= Hﬂ“op . Posons s:-éai . Pour ko assez grand., on a,

si k=k ,
o
\J

le’(—qH < e , et donc Hpi{'-—x k+1 q” < e .
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On peut écrire, d'apres (:) » si k2k,,

v v v v
% < Hhv x k+1” < ||hv X k+1 f’q _hv X k+1|| + ”hv X k+1 )ZQI
k+1 k+1 k+1 k+1
Vk+1
< [Fa-aff« 2]l Hhvm1 X all
puisque “hv |l <1, et donc :
k+1 op
v
a k+1
3 <7+K 1lhvk+1 x 77 g
RN . Vk+1 o3
d'ou, si k2k1, Hhv X qH > %
k+1
Mais par ailleurs
v v
k+1 k+1
|h X af| < [h,  (p-x @) + |[n oyl
Vi1 | Vke1 K ki1 K
v
k+1 |
< |lpy! - x al[ + ||n Pl
k vk+1 k
a, .
<8K* ||h\)k+1 pl'{'“ s si kzk0

Pour obtenir une contradiction, il nous reste a montrer que

h) pﬁ.__€>0. On a en effet
k+1 k—e
v
k+1 v
k+1
Hh p"” = H 5 a, 4. h X p.”
vk+1 k vk+1 ot Vk+1 1
\Y
k+1 v
s ooy e eyl
vk+1 k+1 op
vk+1 P
<K, £ o |h p. |
v +1 * Yke1 T op
k
Mais Hhv p.|] —>0 si i> v+ d'apres la proposition 2 ; ceci
k+1 ' op kow

acheve la démonstration du théoreéme.

Nous allons maintenant our terminer, montrer que le crite-
9 9
P . . . t s . o
re donné par le théoreme est satisfait lorsque T vérifie aussi ¥, et

retrouver ainsi le résultat de Foias [ 3].
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|Proposition 3 (C. Foias [3]) : Si E est réflexif et si T et tr veéri-

fient ¥, dans E et E' respectivement, T a un sous-espace invariant non

trivial.

Démonstration : Supposons qu'il existe 506 E' avec tTn 50;40. On

peut supposer HgoH: 1 ; comme HtTH: 1, il existe 6> 0 tel que
I*1" g 1= 6.
. t - )
Soit (yn)nEJN avec HynH =1 et T 5o(yn) = HtTn 50“’ ¥ n,

on a donc

©) e (T y ) > 8

La suite (Tn yn)nEBV est bornée dans E et en converge pas faiblement

vers O au vu de (:) 5 on peut gonc trouver une sous-suite (“k)kem

des entiers et un zof 0 tel que T Yo 2, faiblement dans E. Donc,
k

pour une suite d'entiers v, , de coefficients Bi;zO, avec

v v N
k+1 k+1 ni

r B.=1, s B. T y ———> z dans E. On peut écrire
v, +1 1 v, +1 1 ni k- °
k k
Vk+1 n, ke n -k .
— —_ ]
v2+1 B; T yni—T [VZ+1 By T Yol =T ¥y o
Kk Kk t
Vk+l n, -k
en posant y& = ¥ B. T 1 Yo o et on a Hy&”r:1 ¥ k ; par ailleurs
v, +1 i

k
§0(zo)2€), et donc Hlezb.
Faisons la représentation de T sur 1'orbite d'un point quel-
conque (on pourrait choisir z, par commodité, mais c'est sans impor-

tance). On a, en notant encore y& dans la représentation

xk yk -z dans B

et donc, pour tout n,

xk yl; pn—>pn.z

k-0 °
Lemme : L'ensemble G={z¢< B, P, -2 ———90} est un sous-espace fermé
n—xo

invariant dans B.
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La démonstration du lemme cst immédiate, compte tenu du
fait que “pnllops 1 ¥ n. Comme GA 1, puisque pn;l»O, on peut supposer,
sans quoi le probleme est résolu, que G est réduit a {0}. En particu-

i . i d 5'>0
lier p 2 —#450. I1 existe donc tel que ¥ n,

n—-x

11 Hp z

Choisissons n_assez grand pour que, % n,

é‘
I|pn+n B Pp = 4
o o op
On aura, d'apres » pour kzk ,
6'
Hx yl'< Py, P, zoH =7 >
o o

et donc, pour kzko :

k k

IPron ¥k=Pn 2l = Hpk+n V=X Yk Py I+ 1l Yk Pn " Py Zo”

o 0 ) o o o
< Myl - [Py =% 2y I Ix vy 2y - py 2l
kl IPrin Pn k “n Pn o

o o o o

6’
N =72
I1 en résulte qu'une sous-suite des (yl'{ Prin ) ) converge
o keNN

1
faiblement vers un g, avec |[q- P, zo|l<§2— , et donc q<+ O.
o

On a donc, dans ce cas (quitte a prendre une sous-suite),

£ ——>q faiblement

k Pk

et ledl <1 s

les hypotheses du théoreme sont donc satisfaites. On remarquera qu'elles

k
sont beaucoup plus générales, puiscu'elles admettent sup Hx Jék‘! <w .,

Remarques : 10) On dit qu'un sous-espace fermé F de E est hyperinva-
riant par T s'il est invariant par tous les opérateurs qui commutent

avec T. Le sous-espace que nous obtenons grace au théoreéme est en
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réalité hyper-invariant : il suffit,pour s'en convaincre, de modifier
convenablement la fin de la démonstration du théoreme.

2°)  on peut remplacer 1'hypothese HTH: 1 par la sui-

vante
;I M, ¥nen, T < M

Mais il ne s'agit que d'unc généralisation apparente, car
la norme

ILx]] = sup HTn x|
neN
est équivalente a la norme d'origine, et rend T de norme 1.
30) Au lieu de E réflexif, on peut supposer, comme nous
1'a fait observer A. Pelczynski, que T est faiblement compact, et
utiliser le résultat da a W.J. Davis, T. Figiel, W.B. Johnson et

A. Pelczynski [1] suivent lequel tout opérateur faiblement compact se

factorise par un espace réflexif.

L1] W.J. Davis, T. Figiel, W.B. Johnson, A. Pelczynski, Factoring
weakly compact operators, J. of Funct. Anal. 17, 3 (Nov. 1974).

(2] P. Enflo, On the invariant subspace problem, a paraitre.

3] Colojoara et C. Foias, General spectral theory, Gordon and Breach,
1968.

[4] J.P. Kahane, Séries de Fourier absolument convergentes, Springer
Verlag, 1970.



