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XI.1

INTRODUCTION

Dans tout ce qui suit, on entend par espace de Banach un
espace de Banach sur le corps R des nombres réels. Un espace de Banach

E est un espace d'Asplund si toute fonction convexe continue définie

sur un ouvert (convexe) ( de E est Fréchet-différentiable en tout point

d'un G6 dense dans 0 (cf. [12]) ; E est un espace de Radon-Nikodym si,

pour tout espace mesuré (Q,Z,A) et toute mesure vectorielle 1, o-additive

et a variation bornée, absolument continue par rappport a A, définie
sur 3 et a valeurs dans E, p est différentiable (au sens de Bochner)
par rapport a A (cf. [5], [15]). L'étude de ces deux classes d'espaces
et de leurs caractérisations a suscité un regain d'intéret pour 1la
théorie géométrique des espaces de Banach de dimension infinie, et,
plus particulierement pour les propriétés liées a la structure extré-
male des parties fermées bornées (convexes ou non) de ces espaces (cf.
(5], [11], [15]). L'objet de cet exposé est de souligner 1'étroite
corrélation qui existe entre ces diverses approches de la phénoménolo-
gie des espaces de Banach et la théorie abstraite de 1'optimisation
que 1'on peut y développer, et de mettre en évidence la grande souplesse

d'utilisation que fournit ce dernier cadre.

§ 1. PROBLEMES D'OPTIMISATION DANS LES ESPACES DE BANACH.

1.1 Dans toute la suite, nous ferons usage du schéma suivant

P(v) : sup f(x,v)
x€X
est une famille de problemes d'optimisation dépendant d'un parametre v
variant dans un ouvert (2 d'un Banach V.

Pour tout v€Q, le probleme (v) consiste a maximiser 1la
fonction numérique £, x - f(x,v) sur X. On suppose que f est une fonc-
tion semi-continue supérieurement de X x( dans RU {-o,+}.

Une solution du probleme P(v) est un point x de X ou f,

atteint son maximum sur X ; une suite maximisante du probleme ’(v)

est une suite x ~de points de X qui "tendent a etre solution" de P(v),
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c'est-a-dire qui vérifient lim f(xn,v)z sup f(x,v).
n x€X

L'hypothese de fermeture de X et 1'hypothese de semi-conti-
nuité de f sont destinées a assurer que les éventuels points d'adhérence
des suites maximisantes de P(v), qui sont les candidats naturels a étre

solutions de P(v), le sont effectivement.
1.2 L'archétype de ces familles de problémes est :

P(v)  sup v(x) |,
xeX
ou X est une partie fermée bornée d'un espace de Banach E et v varie
dans 1'espace V::E*:=£(E,R) des formes linéaires continues sur E
muni de la topologie forte du dual.

Ce schéma est le cadre de deux importants résultats de la
théorie géométrique des espaces de Banach : le théoreme de Bishop-
Phelps et le théoreme de James ([5], ch. 1). Le premier affirme que,
si X est convexe (fermé borné), le probleme P(v) admet au moins une
solution pour un ensemble dense de v dans V ; le second ajoute que le

probleme P(v) n'a une solution (au moins) pour tout vE€V que si X est,

de plus, faiblement compact dans E.

1.3 Dans le cadre du schéma général défini en 1.1, on s'intéresse

m;

- des résultats d'existence "en densité" de solutions des proble-

mes P(v) (analogues au théoreme de Bishop-Phelps dans le cas de 1'exem-
ple cité en 1.2) ;

- des résultats qualitatifs sur 1'ensemble des éventuelles solu-
tions des problemes P(v) ; y-a-t-il, par exemple, unicité de la solu-
tion éventuelle ?

- des résultats sur la convergence des suites maximisantes des

problemes P(v)
Dans le cas de 1'exemple type 1.2, 1l'unicité de la solution de #(v)
signifie que v "expose'" un point de X ; la convergence des suites maxi-

misantes signifie alors en outre que v '"expose fortement'" un point de X.
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§ 2. LE RESULTAT FONDAMENTAL.

2.1 Nous utiliserons la notion de gradient généralisé d'une

fonction numérique ® définie sur un ouvert (2 d'un Banach V et a valeurs

dans le{-m,+m}; en un point u appartenant au domainc effectif de ¢,

domeff ® = {vEQ/-»<@®(v)<+w}, le gradient généralisé oP(u) de @ est

une partie convexe (éventuellement vide) du dual V*::£(V,R) de V qui

se réduit a la dérivée usuelle lorsque ¥ est contintment Fréchet-déri-
vable au voisinage de u, au sous-différenticel au sens classique de
1'analyse convexe si P est convexe sur un voisinage (convexe) de u,

et au gradient généralisé défini par F.ll. Clarke dans [4] lorsque ¢

est lipschitzienne sur un voisinage de u. De cette notion a laquelle
R.T. Rockafellar vient de consacrer deux articles récents ([13], [14]),
nous n'utiliserons que les propriétés élémentaires qui généralisent

les propriétés établies dans [4] dans le cas des fonctions localement lips-
chitziennes . Les "subtilités" du "calcul sous-différentiel généralise"
peuvent donc etre occultées, en premiere analyse, en supposant, ce qui
n'apporte aucune altération majeure a la portée de notre propos, que

les fonctions dont on introduit le gradient généralisé sont localement
lipschitziennes.

Nous dirons en outre que ¢ est strictement dérivable en un

point u de Q si ¢ est lipschitzienne au voisinage de u, 0®(u) est singleton,
et la multi-application v-0®(v) est continue en u lorsqu'on munit V

de la topologie forte de dual j; on note alors 9'(u) 1l'unique élément

de o9 (u).

Enfin, si ¢ est définie sur un ouvert Q de V, une majorante

de ¢ sur QQ est une fonction { de (1 dans RlJ{+m,-m} telle que
¥veQ, ¢(v) < y(v) ;3 si, en outre ®(u) = y(u) pour un point u de Q, nous

dirons que V| est exacte au point u.

Théoreme 1 : Soient E et V des espaces de Banach, X une partie de E,
Q un ouvert de V et f une fonction de XxQ dans RU {+®,-} .

Si la fonction a définie sur Q par :

veEQ a(v) = sup f(x,v)

xeX
admet, au voisinage d'un point u de (2, une majorante ¢ exacte en u
et strictement dérivable en u, pour toute suite maximisante xn du

probleme ©(u) : sup f(x,u), il existe des suites : u dans ( et
x€X
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Ene -0¢fx ) (u,) telles que : ”ung-uH-0, f(xn,un)-’a(u) et
£, - ()]~ o.

2.2 Pour comprendre 1l'intéret du théoreme précédent, revenons a
1'exemple 1.2 du § 1

X est un fermé borné d'un espace de Banach E, Q=V = £(E,R) est
le dual topologique de E et f(x,v) =v(x) ;

f_ est la forme linéaire continue v=v(x), continument Fréchet-dé-
rivable sur V dont la dérivée en tout point v de V est 1'élément x,
considéré comme élément du bidual V*:=E* de E. Si les hypotheses du

théoreme 1 sont satisfaites en un point u de V, le théoreme affirme

que toute suite maximisante xn du probleme :

(u) sup u(x)
xeX

3% n -
converge en norme dans E , donc dans E, vers un meme élément x€ X

et que u(x) = 1lim u(xn)=<x(u). Par suite, le probleme (u) admet une
n
unique solution X et toutes les suites maximisantes du probleme (u)

convergent vers X ; dans ce cas, la fonction a est en outre convexe
continue, donc localement lipschitzienne sur V, et x€ da(u).

D'une fagon plus générale, le théoreme A permet d'obtenir
un résultat d'existence des solutions du probleme (u) des que le

schéma général défini en 1.1 vérifie une condition du type :

(*) |si u converge vers u dans Q, lnE —5(—fx )(un) et ﬁn converge
% n
en norme vers ¥ dans V , alors la suite X, a au moins un point

d'adhérence dans X.
De plus, la structure de 1'ensemble S(u) des solutions du probleme

P(u) est partiellement déterminée par la condition nécessaire d'opti-

malité @' (u) € -B(-fx)(u). Enfin, toute suite maximisante du probleme
#(u) a au moins un point d'adhérence dans X qui appartient a S(u) ;

en particulier si S(u) est singleton, toute suite maximisante de #(u)

converge vers l'unique solution de #(u).

2.3 Démonstration du théoreme 1 : Considérons un point u de Q ou a

admet une majorante exacte ¥, strictement dérivable en u ; soient alors
x un point quelconque de X et € un réel positif tel que €2==a(u)— f(x,u).

L4 S ’ ’ 3 - 3
Le théoreme sera démontré si on exhibe un point v de 2 et un
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L e -3(-f )(v) tels que Hv—lﬂ\s e et d(£,v,39(v)) = inf Hz —%ﬂlﬁ €
X ’ AEJXP (V)

En effet, si x est une suite maximisante du probleme #(u),

si=<x(u)- f(xn,u), et v , ﬂn choisis comme ci-dessus, e converge vers 0,
donc v converge vers u dans (0 et, puisque ? est strictement dérivable
au point u, Zn converge en norme vers 9¢'(u). Il suffit alors de remar-

quer que la fonction F définie sur V par

¢(v) - f(x,v) si vEQ
F(V) =

+@ sinon

est semi-continue inférieurement sur V et bornée inférieurement par O.

De plus F(u) = ®(u) - f(x,u) = e2< inf F(v)+'€2, on peut donc lui appliquer
vev

le théoreme 1.1 de [8] qui affirme 1'existence d'un point vEV tel que
i) F(v) <F(u) ;

ii) JJu-v|=e ;

iii) et ¥ wf£v, F(v)<F(w)+g|lv-w| .
i) implique v€(Q ; iii) exprime que la fonction w-*F(w)-ksHv-wH atteint
son minimum sur V en v, et, par suite, son gradient généralisé contient
O ; le gradient généralisé de F en v contient donc un élément de norme
au plus égale a €, et, puisque ¥ est supposée lipschitzienne au voisi-

nage de u, on a, pour E assez petit
OF(v) co®(v) +a(-f J)(v) ,

ce qui termine la démonstration.
(On renvoie, pour 1'énoncé des regles du calcul "sous-différentiel"
utilisées a [4] pour le cas des fonctions localement lipschitziennes

et [13], [14] pour le cas général).

§ 3. PREMIERES APPLICATIONS DU RESULTAT FONDAMENTAL ET COMMENTAIRES.

3.1 Remarquons que l'existence d'une majorante de la fonction «,
exacte en un point u de (2 et strictement dérivable en u est assurée,

en particulier, dés que a est elle-méme strictement dérivable en u ;

en effet a est alors elle-méme une majorante convenable de a- Si on

peut obtenir aisément la continuité de la fonction a (définie rappelons-

le sur 1l'espace V des parametres par : v€(, al(v) = sup f(x,v) (en
x€X
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imposant, par exemple, une continuité uniforme des fonctions

£t v- f(x,v) pour x€ X), voire une caractere localement lipschitzien,
il est beaucoup plus difficile d'aller plus avant et d'établir des pro-
priétés de dérivabilité de a ; il suffit pour s'en convaincre d'exami-

ner la situation de 1'exemple type 1.2 ou a(v) = sup v(x) est une fonc-
x€X

tion convexe continue sur Q ; on ne pourra, méme dans ce cas élémentaire,
obtenir de différentiabilité '"en densité" de a que moyennant une hypo-
these structurelle sur 1'espace V (par exemple, en supposant que V est
un espace d'Asplund). Des que a n'est plus convexe, ce qui est le cas

de schémas tres simples comme

P(v) sup-|x-v] = inf ||x - v||
x€X x€X

(ou X est un fermé borné d'un Banach E et V=E), il paralt "a priori"
nécessaire d'imposer des conditions tres restrictives de "dérivabilité
uniforme" des fonctions fx pour parvenir a un résultat de dérivabilité
de «.

Ces remarques conduisent aux deux situations types ou 1'on
peut appliquer le théoreme 1 en établissant préalablement la stricte

dérivabilité de la fonction o =

3.2 Premiere situation type : le schéma général est défini comme

en 1.1 3 les fonctions fx: v- f(x,v) sont, en outre, convexes sur
1'ouvert (convexe) Q. La fonction a est alors convexe sur Q. Si 1l'es-

pace V des parameétres est un espace d'Asplund, il suffit d'établir la

continuité de o pour obtenir sa Fréchet-différentiabilité en tout point
d'un G6 dense dans  (et, donc, sa stricte dérivabilité, en tout point

d'un G, dense dans Q, cf. [10]).

Exemple : "le probleme des points éloignés" (cf. [1], [2], [6]).

X est un fermé borné.- d'un espace de Banach E, Q=V=FE et

B

Le probleme P(v) consiste a maximiser la distance d'un point x, astreint

f(x,v) = ||x-v
a rester dans X, au point v.

Proposition 1 : Si E est un espace d'Asplund dont la norme satisfait

la condition :

(#3) si X converge faiblement vers x dans E et si lim Hlelz‘h,l,
n

alors lim “xn—x”:O 9
n
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alors le probleme P(v) : sup ||x-v||, ou X est une partie fermée bornée
xeX

de E faiblement relativement compacte, admet des solutions pour tout

point V d'un G, dense dans E ; si, de plus, la norme de E est stricte-

5
ment convexe, la solution est unique en tout point de ce GE) dense.

Preuve : Il suffit de vérifier que la fonction convexe o(v) = sup ||x - v||
xeX

est continue et donc strictement dérivable en tout point d'un G6 G dense

dans E=V. Si u€ G, le théoreme 1 affirme que, pour toute suite maximi-

sante X, du probleme P(u), il existe des suites u, convergeant vers u et

L€ -3(~-fy )(uy) convergeant en norme vers 4 =a'(u). L'hypothese (3%¥)
n

implique que le schéma considéré satisfait 1'hypothese (¥) de 2.2. En

effet, Zn appartient au sous-différentiel de la norme au point X, — U

n
soit (£ ,x -u )=|x -u| ; X étant faiblement relativement compact,
n’’n n n n
on peut extraire de la suite X une sous-suite xn convergeant faible-
- P
ment vers X dans E ; on a alors :
L(x-u) = lim (4 ,x -u ) = lim [|x -u | = [|x-u
p P p P P P p
et el = vim Jl&_ || <1,
p p
d'ou, nécessairement ||Xx-u| = £(x-u) = 1lim “in -u |-
p Y p
et, d'apres (%), lim Hxn - SE“ =0 .
p P

Tcute suite maximisante du probleme ©(u) a donc au moins un point
d'adhérence dans X, qui est nécessairement solution du probleme #(u).
Enfin, le raisonnement précédent montre que toute solution x
du probleme P(u) satisfait la condition nécessaire d'optimalité
L(x=-u) = “x- u“ ou ¥ =a'(u). Si la norme de E est strictement convexe,
cette condition implique 1'unicité de la solution puisque deux solu-

tions distinctes X, et X, du probleme P(u) devraient vérifier

1 1 1 1
Eﬁ(x1—u)+§£(x2'u)='§“x1'uH+§HX2—uII:oc(u)
d' ou alu) =Z(% x1+-;- x2-u)sH% x1+—;-x2—u]|

<5l -ulleg -l = at)
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Dans ce dernier cas, les suites maximisantes du probleme P(u) conver-

gent vers 1'unique solution de P(u).

3.3 Deuxieme situation type : Le schéma général est défini comme

en 1.1 3 les fonctions fx: v- f(x,v) ne sont pas convexes mais suffi-
semment régulieres pour que 1'on puisse démontrer la stricte dérivabi-
lité de o sur un G6 dense de Q.

On renvoie pour plus de détails sur cette situation a [9] ou
1'on obtient simultanc¢ment la stricte dérivabilité de o et les conclu-
sions du théoreme 1 par une démonstration directe. Nous donnerons
seulement un exemple simple : "le probleme des points les plus rappro-

chés" (cf. [7], [9]).

Proposition 2 : Si E est un espace de Banach uniformément convexe

ainsi que son dual et X un fermé borné de E, il existe un G6 dense dans
V en tout point duquel :

- le probleme P(v) : inf Hx-—v” admet une unique solution et toutes
xeX

les suites minimisantes de P(v) convergent vers cette solution ;

- 1la fonction a(v)=inf |[x-v| = dy(v) est strictement dérivable
xe€X

(donc Fréchet-dérivable !).

La démonstration de cette proposition utilise le fait que
la norme de E est alors "uniformément continiment Fréchet-dérivable"
sur tout borné de E ne contenant pas l'origine. Si les suites minimi-
santes X du probleme P(u) sont telles que x -u est "voisin'" de 0, u
est solution de #(u), sinon a(v) = dx(v) est strictement dérivable en

tout point d'un G, dense dans un voisinage de u et on peut appliquer

"en densité" les ionclusions du théoreme 1. L'uniforme convexité de
la norme E implique que la condition (¥%) de la proposition 1 est
satisfaite et donc que le ~schéma considéré satisfait la condition (%)
de 2.2. On renvoie, pour la démonstration exacte de la proposition 2
et 1'énoncé de généralisations de cette proposition a [9].

Signalons wune généralisation des méthodes de [9] au cadre
de notions de dérivabilité plus faibles que la Fréchet-dérivabilite,
due a J.M. Borwein ([3]) qui fournit, notamment, le résultat le plus

fin connu d'existence en densité pour '"le probleme des points les
p P

plus rapprocheés".
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§ 4. MINORANTES EXACTES REGULIERES DE FONCTIONS SEMI-CONTINUES
INFERIEUREMENT.

4.1 On peut se demander quelles sont les hypotheses minimales
qu'il est nécessaire de faire sur le schéma général défini en 2.2

pour pouvoir appliquer "en densité'" le théoreme 1 afin d'obtenir des
résultats analogues a ceux du § 3, c'est-a-dire pour assurer que la

fonction o définie sur Q par : v€EQ, a(v) =sup f(x,v) possede en
x€X

tout point u d'un ensemble dense dans son domaine effectif :
dom eff. a = {vEQ/ -o<a(v) < +o}

une majorante exacte en u et strice¢tement dérivable en u.
Curieusement, une simple hypothese de semi-continuité supé-
rieure de o suffit, dans de nombreux espaces de Banach, pour assurer

1'existence "en densité'" de majorantes exactes strictement dérivables !

Théoreme 2 : Soit V un espace de Banach réflexif .
Toute fonction f de V dans R U{+w} , semi-continue inférieu-
rement sur V et bornée inférieurement, admet, en tout point u d'un

ensemble dense dans son domaine effectif
dom eff. £ = {veV f(v)< +w}

une minorante exacte en u et de type C} sur V (continiment Fréchet-

dérivable sur V).

Remarque 1 : L'ensemble dense dans dom eff. f ou f admet une minoran-
te exacte de type CZf1 peut n'etre que dénombrable ; il en est ainsi par

exemple si f est la fonction définie sur R par

q si xX€Q, x=§ irréductible

VER (V) =

+o sinon

~ 3 3 k3 . . . .
meme si on suppose f continue, voire localement lipschitzienne, 1'exis-

. 1 .
tence d'une minorante exacte de type C n'est pas assurée sur un Gb

dense du domaine de f. En effet si toute fonction numérique f localement
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lipschitzienne sur un ouvert Q de V admettait en tout point d'un G6

dense dans ( une minorante exacte de type C}, on montrerait en appli-
quant cette propriété a f et a -f que f est Fréchet-dérivable en tout
point d'un G, dense de () ; f serait alors strictement dérivable en tout

)

point d'un G6 dense de Q (cf. [10]) et on sait que, méme lorsque V=R ,
il existe des fonctions localement lipschitziennes dont le gradient

généralisé n'est jamais singleton (cf. [10]).

Remarque 2 : Le théoreme 2 montre, en particulier, que, dans tout
espace réflexif s ' toute fonction semi-
continue inférieurement admet, en tout point d'un ensemble dense dans

son domaine effectif, un gradient généralisé (au sens de [13]) non vide

En effet si f est semi-continue inférieurement sur V et finie en u,
elle est minorée sur un voisinage de u et tout voisinage de u contient
donc un point v, ou f est finie, et tel qu'il existe une fonction @,
de type C} sur V, qui minore f sur un voisinage de V et est exacte

en V. La fonction f -9 admet un minimum local en v, et, par suite

0€d(f-9)(v)caf(v)-{o'(v)}, soit ¢'(v)€df(v).

4.2 Démonstration du théoreme 2 :

Lemme : Soit E un espace de Banach réflexif . ’
X une partie fermée bornée de E et f une fonction semi-conti-
nue inférieurement de X dans BlJ{+m}, finie en au moins un point de X3

on considere la famille des problemes de minimisation :

P(v) inf f(x) + v(x)
x€X
ou v varie dans le dual V=£(E,R) de E.
L'ensemble des v pour lesquels P(v) a au moins une solution

est dense dans V pour la topologie forte de dual.

Preuve : Il résulte du travail de R.R Phelps ([11]) que, pour toute
partie fermée bornée K de Ex R, 1'ensemble des formes linéaires con-
tinues sur Xx R qui exposent fortement un point de K est dense dans
E*XZR pour la topologie forte de dual, puisque, lorsque E est réfle-
xif ’ Ex R aussi et, donc, ExR est un
espace de Radom-Nikodym ([5] ch. 6).

Remarquons alors que le probleme P(v) est équivalent au probleme
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inf [vix) + t]
(x,t)es

ou S est 1'épigraphe de f "au-dessus de X"

{(x,t)EXXxR/ t=1(x)}

n
1

qui est fermé dans Ex R .

On est alors conduit a considérer la famille des problemes

Plw,s) : inf [w(x) + st]
(x,t)€ES
*
indexée par les éléments (w,s) de E x R; lorsque (w,s) reste dans un

voisinage de (v,1), la fonction o définie par a(x,s) = inf [w(x) + st]
(x,t)es

reste dans un intervalle £2£2é et, par suite, les suites minimisantes
(xn,tn) des problemes P(w,s) restent dans une méme partie bornée de S.
Au voisinage d'un point (v,1), les problemes °(w,s) sont donc équiva-
lents a la maximisation de la forme linéaire continue (-w,-s) sur une
partie bornée K de S. Il en résulte que les problemes P(w,s) ont une
solution pour tout (w,s) dans un ensemble dense de 1'ouvert
Q::E*><]l—s,1+s[ de E*x:R (avec €€ ]J0,1[) (en fait, pour tout point

d'un G, dense de (). On en déduit le lemme en remarquant que, pour

o]
tout (w,s) €Q, P(w,s) est équivalent au probleme : inf [s—lw(x)+ t)
(x,t)€eS
et, donc, au probleme : inf [s_lw(x)+-f(x)], et que 1l'application con-
x€X
. -1 3* . .
tinue : (w,s)-s w de Q dans E est surjective.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 2 ; soient
donc V un espace de Banach réflexif et
f une fonction semi-continue inférieurement et bornée inférieurement
de V dans le{+m}. Supposons que f est finie au point u ; nous allons
montrer 1'existence d'une minorante de f de type G}, exacte en un point

de la boule de centre u et de rayon €> 0 dans V. Pour cela, supposons

M= f(u) - inf f(v) et choisissons une constante C telle que C2>-1-6—£§1-1—l
veV €

Considérons alors la famille des problemes de minimisation

P(4) inf [£(V) + £(V) + 2Ny - u]|?]
vev )

indexée par les éléments £ du dual VW::£(V,R) de V. La fonction «
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¥* ; 2 .
définie sur V para(£) =inf [£(v)+£(v) +c"||v- u]|2} est majorée par
vev

*
f(u) + £(u) pour tout £ €V ; lorsque £ reste dans la "couronne" :

O<r/2stf||sr, on a :
f(v) +£4(v) + Czll'v-u“2 < a(f) +1

2 2
L(v-u)+C%v-u < f(u) -inf (V) +1 = M+ 1
— I I e

2 2 1 2 2
= [|4]| [lv-ul = £(v-u)+Cv-u "3 17 < M+1+E1—2- 2]

2
é Hu—v” 5-127 (M+ 1+§2-) = K(r)

pour 0<§s”2” <||r||, les problemes P(£) sont donc équivalents aux

problemes : inf [£(v) +2(v)+02Hv-uH2], ou B(K(r),u) est la
vEB(K(r) ,u)

boule de centre u et de rayon K(r) dans V. Puisque B(K(r),u) est fermée
bornée et que la fonction v- f(v) +C2I|V-u||2 est semi-continue inférieu-
rement et bornée inférieurement sur V, on déduit du lemme précédent que
1'ensemble des £ pour lesquels le probleme P(£) admet (au moins) une
solution est dense dans la '"couronne" (ouverte)

{4 EV*/ O<§< ||| <r}. De plus la solution éventuelle appartient alors
nécessairement a B(K(r),u).

Soit alors £ tel que O<-%(—M;—1—) < Hﬂsziiﬂetl)— et V solution du probléme

€ eC
la boule de centre u et de rayon € et :

= €. Le point v appartient donc a

o

=4
2

¥ wev f(v)+£(v)+C2HV-uH25f(w)+ﬂ(w)+02”w—u“2
soit : ¥ weEV f(v)+£(V—w)+C2|[V—u”2—02||w—u[12sf(w) .

Ainsi la fonction ¢ définie sur V par :

o

wEV, O(w) = £(v) +£&(v=w) + C2||v-ul|® - c?|w-u|?

est une minorante de f sur V, exacte au point v ; il reste a vérifier
1 . . ;s
que P est de type C" mais ceci est assuré des que la norme de V est

Fréchet-dérivable en tout point différent de 0. Le théoreme 2 résulte
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donc du fait que tout espace de Banach réflexif
possede une norme équivalente Fréchet-dérivable en tout point

différent de 0 (cf. [5], ch. 5 § 9).

4.3 Applications a 1l'optimisation.

Dans 1'optique des applications a 1'optimisation, la juxta-

position des théoremes 1 et 2 précédents conduit a énoncer :

Théoreme 3 : Soient E un espace de Banach et X une partie fermée de
E, V un espace de Banach réflexif et (

un ouvert de V ; soit enfin f une fonction semi-continue supérieurement
de XxQ dans RU {-=}. On suppose que :

i) 1la fonction a définie sur Q par

vEeQ, a(v) = sup f(x,v)
x€X
est semi-continue supérieurement sur (Q et finie en tout point ;
ii) pour toutes suites u, convergeant vers u dans (), xn dans X

f/ - - M — ﬂ/
et £ ¢ d( fxn)(un) telles que : f(xn,un) a(u) et , converge en norme
#*
vers £ dans le dual V =£(V,R) de V, la suite X a (au moins) un point

d'adhérence dans X §
alors, il existe un ensemble dense de points u dans (1 tels que toutes

les suites maximisantes du probleme £(u) : sup f(X,u) ont des points
x€X

d'adhérence, nécessairement solutions du probleme P(u) et toutes les

solutions x du probleme P(u) vérifient la condition nécessaire d'opti-

malité : £¢€ -a(-fx)(u) ou £ est un élément fixé de da(u). En outre

1'ensemble des solutions de (u) est une partie compacte de X.

Preuve : La fonction a est semi-continue supérieurement sur Q et
finie en tout point de Q, donc majorée sur un voisinage de chaque point
de Q. On peut donc appliquer, au voisinage de chaque point de () le
théoreme 2, puis le théoreme 1. Le théoréme 3 repose alors entierement

sur 1'hypothese ii).

Exemple : Soient E un espace de Banach réflexif, X une partie fermée
de E, faiblement relativement compacte, f une fonction semi-continue in-

férieurement de X dans'RlJ{+w} , finie en au moins un point de X, et bornée
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inférieurement sur X, et ¥ une fonction localement lipschitzienne de

R dans R dont le gradient généralisé ne contient jamais O, sauf peut-
etre en 0 ; on suppose, en outre, que la norme de E vérifie la condi-
tion (*%¥) de 3.2 (proposition 1). Alors la famille des problemes de

minimisation

P(v) inf £(x)+9(]|x-v|)
xeX

admet des solutions en tout point v d'un ensemble dense dans E.
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