
Séminaire d’analyse fonctionnelle
École Polytechnique

S. CHEVET
Séries de variables aléatoires gaussiennes à valeurs dans E⊗̂εF .
Application aux produits d’espaces de Wiener abstraits
Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1977-1978), exp. no 19, p. 1-15
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1977-1978____A14_0>

© Séminaire Maurey-Schwartz
(École Polytechnique), 1977-1978, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SAF_1977-1978____A14_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SEMINAIRE SUR L A G E 0 M E T R I E

DES ESPACES D E BANACH

1977-1978

SERIES DE VARIABLES ALEATOIRES GAUSSIENNES A VALEURS DANS E $$~03B5 F.

APPLICATION AUX PRODUITS D’ESPACES DE WIENER ABSTRAITS.

S. CHEVET

(Université de Clermont-Ferrand)

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHÉMATIQUES
PLATEAU DE PALAISEAU - 91128 PALAISEAU CEDEX

Téléphone : 941.82.00 . Poste N*

Télex : ECOLEX 691 596 F

Exposé No XIX 17 Mars 1978





XIX.1

Dans tout cet exposé (g.), et (g..). 1 l,j , seront des suites de
11 1 J 1 ,J

variables aléatoires gaussiennes indépendantes de même loi 

(i.e. de moyenne nulle et de variance un) et définies sur un certain

espace probabilisé (~~,~,1f) .

§ 1. INTRODUCTION.

Soit E un Banach et (x.). une suite d’éléments de E. Si 
IL 1

on sait reconnaitre si la suite ( E xi gi)n est presque sûrement bornée
i n

ou presque sûrement convergente : en fait [l2j, si ( xi gi )n
in

est p.s. bornée (ou converge p.s.) si et seulement si

(avec kk base canonique de Îp). "
Par contre, si E 1  p, q  00, le comportement

E

de la suite (¿ x. g. ) i n est mal connu ; une des raisons est que l’on

1 
i n

ln

connait mal les propriétés banachiques [Notez que :
( i ) contient c si 1+1.1 [7J 

E 0 p q

( i i ) a une base de Schauder mais pas de base de Schauder

inconditionnelle ;

(iii) p ® q admet une décomposition de Schauder inconditionnelle
e -.... ,

si et seulement si

Dans cet exposé on va étudier certaines séries de variables

aléatoires gaussiennes indépendantes à valeurs dans E ~ F (par exemple
de la forme ¿ x yi g..) ; et donner une application à la théorie

i,j . 
, i J IJ

i,j
des espaces de Wiener abstraits (cf. théorème (4.1)).

§ 2. NOTATIONS ET RAPPELS.

Pour toute famille (fi)ici d’éléments de 1 V f.
1 1 iEI 1

désignera la borne supérieure des f., iE I, dans le lattice 
i

Pour tout Banach E, DE’ désignera la boule unité (fermée) de son dual

muni de la topologie induite par la topologie faible Enfin
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I)otii- simplifier l’écriture nous utiliserons aussi la

Notation (2.1~, : Soit E un Banach et ( x. ) . une suite d’ éléments de E.
i 1

désignera le nombre

2
Si ce nombre est fini, la suite (x.). est dite scalairement dans Î .

désignera le nombre

On vérifie facilement que :

(2.2) pour toute suite (a.), de nombres réels," 

11 1 
’

(avec convention 

En outre i l est bien connu [6] que 
p 

est une norme quasi-

complète sur l’espace vectoriel

(espace note 5 (E)). De plus :
y

(2.3) ( 
n 

xi gi)n est p.s. bornée si et seulement si il existe un
in

(2.4) Si A’ est une partie de DE’ dont l’enveloppe disquée fermée

dans o(E’,E) est égale à UEl’ on a : :

de plus si ( x. ) , est scalairement dans 2 2
" 

1 1



XIX.3

converge presque sûrement

D’autre part dans l’étude des séries de variables aléatoires

gaussiennes on est souvent amené à utiliser le théorème suivant :

Théorème de comparaison (Sudakov-Fernique) !_4] : Soit X: 

et Y: T- L0 deux fonctions aléatoires réelles gaussiennes centrées
définies sur un même ensemble T et vérifiant

Alors

et, pour tout réel 

Remarque (.2.1) : L’inégalité (1) est due à Sudakov ; l’inégalité (2)

est due à Fernique. (1) est un cas particulier de (2).

Remarque (2.2) : Si T est une partie symétrique d’un espace vectoriel

G et si Y est la restriction à T d’une fonction aléatoire linéaire sur

G, soit L, alors :

Bien que nous ne l’utiliserons pas explicitement, signalons le

Corollaire (2.1) : Soit x :  T......r°(O’ ,3" ,p’) et Y : deux

fonctions aléatoires réelles gaussiennes centrées vérifiant la condi-

tion (°F) ci-dessus. Alors :

i (1) Y a une version à trajectoires bornées dès que X en a une ;

(2) Si T est un espace métrique séparable (T,d) et si l’application

t~ X~t) de (T,d) dans L 2 est uniformément continue, ’ Y a une

’version à trajectoires continues sur (T,d) dès que X en a une.
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Preuve : C’est immédiat car, si Z est une fonction aléatoire réelle

gaussienne centrée sur T, alors :

. Z admet une version à trajectoires bornées sur T si et seulement si

. si t - Z(t) de (T,d) dans L2 est uniformément continue, Z admet

une version à trajectoires continues sur (T,d) si et seulement si, pour

tout t de T,

(cf. Fernique [4, ch. 3, § 3J..

Notez que, dans le cas où (T,d) est aussi compact, l’hypothèse

"l’application t-~X(t) de (T.,d) dans L2 est uniformément continue"
devient superflue dans (2).

§ 3. SERIES DE VARIABLES ALEATOIRES GAUSSIENNES A VALEURS DANS E ~ 
e: 

F.

Rappelons que, si E~et F sont deux Banach, E ~ 
E 

F désigne
le produit tensoriel injectif complété de E et F (i.e. le complété de

EgF muni de la norme E induite par la norme usuelle sur S,(E’,F» et

E à 
TI 

F le produit tensoriel projectif complété de E et F (i.e. le

complété de Eg F muni de la norme

Nous avons besoin du lemme d’estimation suivant :

Lemme (3.1) : : Soit E et F deux Banach ; soit (xi)i la suite d’éléments
- i 1

de E et ( y . ) , une suite d’éléments de F. Alors :
JJ

(2) pour tout réel p &#x3E;_ 1, on a : .
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( 3) de plus, si (ai .1 .. )i ,1 , est une suite double de réels tels que
i.l i.l

pour tout i de IN, on a aussi pour
v v v v V V

tout réel : 

1

Preuve : Il suffit de montrer le lemme avec (x.). et (y.), ayant un20132013201320132013 

1 1 J J
nombre fini d’ é léments non huis.

2

Preuve de 1 : Soit u : É - F linéaire continue tel que

D’où (1).

Tout d’abord, considérant pour tout y’ de U FI l’opé-
rateur A , de E 0F- F dans E (de norme _ 1) défini par

y £

on obtient (pour p &#x3E; o) :

De même on a :
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D’ou

Maintenant montrons l’inégalité de droite dans (2) : consi-
, 

B

dérons les variables aléatoires gaussiennes centrées Y : F et

définies par

et

Alors, pour tous et (x2,y2) dans UEI x U FI 1 on a :

Nous pouvons donc appliquer le théorème de comparaison avec T = UE’ x U~’ :
en tenant compte de la remarque (2.2) on obtient ainsi

pour tout rée 1 p 1. Mais

et
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1B

car l’ enveloppe disquée fermée de dans o((E x£ F)’ ,E 0EF)
coïncide avec la boule unité de (E ~ 

e 
F)’. Par conséquent

Preuve de (3) : On procède comme dans la preuve de (2) en considé-

rant Y : définis par :

et

Remarque (3.1) : Soit la base canonique de ~1 et p et q deux

réels tels que 1. Alors, grâce au lemme, on peut trouver deux

constantes C et C’ &#x3E; 0 telles que :
P~q P~q

avec

Remarque (3.2) : On peut montrer que :

Remarque (3.~) : : Soit E1,...,EN, N Banach. Si pour k= 1,...,N

(xk). est une suite d’éléments de E et si (a.. ). , est une
i i k 

~ 

Il ... lN 11’’’. , lN
suite de réels, alors on montrerait de même que, pour on a :

Donnons deux applications immédiates de ce lemme :

Théorème (3.1) : : Soit E et F deux Banach ; soit ( xi ) i lane suite dans
E et une suite dans F. Supposons ces suites non identiquement



XIX.8

nulles. Alors :
-=--. A

est presque sûrement borné dans E Ï 
E 

F si

sont presque sûrement bornés ;

converge presque sûrement dans E 5)e F si et
e -

seu lement si les séries L x . g . et ¿ y . g . convergent presque sûrement.seulement si les séries 
7- xi gi et E yi 9i convergent presque urement.
1 . 

i i 
i 
J

Preuve : (1) et (2) se déduisent aisément de la partie (2) du lemme

Théorème (3.2) (Pisier) : Soit (e ) la base canonique de Î 1 et
- kk -

(ai.)i une suite double de réels. Alors les propriétés suivantes
J 1,J

sont équivalentes : 
___

est p.s. bornée dans

(resp. converge p. s.. dans ~

:

avec

Preuve : Tout d’abord, d’après ( 1.1 ) , (2) est équivalent à (2’) : :

n 
sont p.s. bornés dans Îl

alors pour tout

sont p.s. bornés En prenant

. on obtient (2’) et 
.

1
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par la partie (3) du lemme ci-dessus car :

Enfin les inégalités du théorème résultent de (i), (ii), du

lemme et de la relation

Remarque (3.4) : Si (ai 1 " .i m )i 1 ... i 
m 

est une suite de réels non tous
2013201320132013-2013 1 

1 .... 1 m 1 1 *«’1m
nuls, on a aussi

Remarque (3.5) : En utilisant la partie (3) du lemme, on vérifie que

§ 4. APPLICATION A LA THEORIE DES ESPACES DE WIENER ABSTRAITS.

Du théorème (3.1), on va déduire un résultat sur les espaces

de Wiener abstraits.

Rappelons qu’un triplet (i,H,E) est appelé espace de Wiener

abstrait si :

. H est un Hilbert, E un Banach ;

. i est une injection linéaire continue de H dans E à image partout

dense dans E et transformant la mesure cylindrique gaussienne normale

sur H, soit y , en une probabilité de Radon sur E (ce qui implique

que H et E sont séparables et que i est compacte).

Théorème (4.1) : Si (i1,H1,E1) et (i2,H2,E2) sont deux espaces de
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Wiener abstraits, si. B1 0 2 H2 désigne le produit hilbertien complété
de fi1et li 21 alors

est aussi un espace de Wiener abstrait.

Preuve : Il suffit de remarquer qu’un opérateur linéaire continu U

d’un Hilbert séparable H dans un Banach E transforme la mesure cylindri-

que gaussienne normale y. sur H en une probabilité.de Radon sur E si

et seulement si il existe une base orthonormale (e) de H telle que
n n

; U(e )g converge presque sûrement (dans E). Le théorème (4.1) est

n

alors une simple conséquence du théorème (3.1).

Remarque (4.1) : : Soit, pour i = 1,2, Ei un Banach et Ai une partie de
E dont l’enveloppe disquée fermée dans coïncide avec la

1 1 1

boule unité de UE, de E! ; soit aussi li une probabilité cylindrique
, i i
i

de Gauss sur Ei ( i. e. avec H. Hilbert et ui : liné-
1 1 i ’H. 

1 
1 1 1 1

aire continu). Alors [3] il existe une probabilité cylindrique de Gauss
/’

sur E1 (g) E2 et une seule telle que

pour tous et (xl 2 y’ ) 2 de (et même pour tous (x1,yi) et

(x 1 , y 1 ) de Ai x A2). Cette mesure cyli ndri que li sur E $’£ E2 sera notée2 2 2 1 E 2

0n peut remarquer que l’ espace autoreproduisant de p 1 ÉÎ 
E 

p 2
On peut remarquer que l’espace autoreproduisant de il1(&#x26;E 112

est égal au complété du produit tensoriel hilbertien des espaces auto-

reproduisants de 111 et li 2 Grâce au théorème (3.1), si 

il1 112 est une mesure de Radon sur E ~) E 2 Iresp. sur

E (E 1 ~DE2 si et seulement si pour i=l et 2, 11i est
une probabilité de Radon sur E. [resp. sur 

i i i

Remarque (4.2) : : Soit T = [ 0 , ’ j ; soit X: un mouvement

brownien sur T à valeurs dans un Banach séparable, c-à-d. :

(1) X(O) = 0
(2) si 0= t  t1 ...  t les variables 
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sont indépendantes ; et

(3) il existe‘une variable aléatoire gaussienne centrée Z à valeurs
2

dans E telle que, pour tout (t,s) de T 2

Si 1(Z) = TJL et si W est la mesure de Wiener sur (3(T), alors est

une mesure de Radon sur (3(T) E=(3(T;E) ; de plus si L est une fonc-

tion aléatoire linéaire associée à W ~ ’~, alors les fonctions aléatoi-

res réelles

sur T x E’ sont isonomes. Donc W(91 F- p est la mesure de Wiener sur É5(T,E)
associée au mouvement brownien X.

Problème : Peut-on , dans le théorème (4.1), remplacer la norme 6 par

d’autres normes raisonnables a sur E 1(9 E 2(une norme a sur E1 Q9 E2 est
dite raisonnable si ~ a  n). Autrement dit, étant donné une suite

(x.). dans E1 et une suite (y.). dans E2 telles que les séries E x. giIl Il 
i 

1 1
1

et z y. g, convergent presque sûrement, quelles sont les normes raison-

j 
. J J

nables a sur E1 (9 E2pour lesquelles E x. Q9 y. g.. converge p. s. dans
1 2 , i j ij1 , J

E 1 E 2 
i,j

1 a 2 °

Ce problème a un sens car, grâce à la partie 1 du lemme (3.1),
A. B

i 1 ® i 2 applique continuement H 1 0 H 2 dans E 1 Q9n E 2 et donc dans
E E .2 °

Carmona et nous-même avons obtenu une réponse partielle à

ce problème :

Théorème (4.2) [2] : Dans le théorème (4.1)

(1) on ne peut remplacer en général e par n ;

(2) si E est un espace L, on peut remplacer 6 par n ;
- 1 .---- ... --- --- -

(3) si E est un espace avec m a-finie et 1 s; p  00, on
- 1 - -

peut remplacer e par la norme a sur E Q§ E induite par celle de

(4) si E1 est un Banach de cotype 2, on peut remplacer 6 par la

norme d 2 (.,Ei;E,) définie par : 
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Preuve : (4) est une conséquence simple de (3) avec p= 2, puisque :

(i) si E1 est de cotype 2, i1: : Hl -. E1 admet la factorisation sui-

vante :

avec (j’"1,ae2) espace de Wiener abstrait

. Preuve_de_(3) : : Tout d’abord, pour toute suite (fi)i d’éléments
------------- i 1

de et toute suite (yi)i d’éléments de E , on a :
i 1 2

ont un nombre fini d’éléments non nuls on a :

soit ( ~;3~ ) . On en déduit alors (3) comme dans la preuve du théorème ( 4.1 ) .

. Reste à montrer ( 1) : Pour cela on prend

et
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avec (e.) base canonique de . Alors E x. g. converge presque sûrement
i 

- 

, i l

dans 2 mais 
1

Pour vérifier (1’) montrons tout d’abord qu’il existe un réel y &#x3E;0
tel que

£,20 TI £,2 étant de cotype 2 ~ 11~ , il existe un réel &#x3E; 0 tel que

pour tout opérateur 2-sommant u de Donc pour

tout entier n 2:: 1,

avec un opérateur identité de

Montrons que Considérons la suite des
o

fonctions de Rademacher r sur [0,1] et l’opérateur unitaire U de 2"
n n

défini par

défini par

Alors, d’aprés les propriétés de TI2(un)’ on a :

(*)
La démonstration nous a été communiquée par G. Pisier.
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Mais

et donc

D’autre part

car, pour presque tout de [0,1J x ’0, 1]

avec V 
wlwt 

opérateur unitaire de 1 n 2 et donc

Ainsi

Maintenant on a :
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