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§ 1. INTRODUCTION.

Les séries de Fourier aléatoires sont utilisées souvent en

analyse harmonique ; elles permettent d’exhiber des exemples non tri-

viaux de séries trigonométriques (voir [11J). Les diverses séries de

Fourier aléatoires (avec coefficients de Rademacher, de Steinhaus, ou

bien gaussiens) ont été étudiées et comparées par Billard, qui a com-

plété des résultats de Paley, Zygmund, Salem et Kahane. (Les travaux

de Billard sont présentés dans [10J.) Ce n’est que récemment qu’un
progrès décisif a été fait par Fernique [5] qui a donné une condition

nécessaire et suffisante pour qu’une série de Fourier aléatoire gaus-

sienne soit presque sûrement continue. (On sait que cette condition

est suffisante depuis Dudley [3].)
En fait, Fernique a caractérisé les processus gaussiens sta-

tionnaires (dont les séries de Fourier aléatoires sont un cas particu-

lier) qui admettent une version à trajectoires presque sûrement conti-

nues.

Des articles récents ( cf. [16] , ’191 ) -basés princi-

palement sur le résultat de Fernique- montrent que l’espace des séries

de Fourier aléatoires gaussiennes p.s. continues (pour une définition

précise, voirci-descous) possède des propriétés remarquables.; en par-

ticulier (cf. [16]) une série de Fourier aléatoire gaussienne est p.s.
continue si (et seulement si) la série de Fourier aléatoire de Rade-

macher associée est elle-même p.s. continue.

Dans cet exposé, nous énonçons sans démonstration, le théo-

rème de Fernique (voir § 3) et nous démontrerons ensuite quelques uns

des résultats plus récents.

§ 2. NOTATIONS.

Dans tout l’exposé, nous conserverons les notations suivantes :

on note G un groupe abélien compact et ~~ le groupe discret dual de G.

On supposera pour simplifier que F est dénombrable (ou, ce qui revient

au même, que G est métrisable). En fait, cela n’est pas vraiment une
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restriction, car la plupart des questions considérées ci-dessous se

ramènent immédiatement au cas où F est dénombrable.

On notera m la mesure de Haar de G normalisée de sorte que

m(G) = 1 ; soit a la tribu borélienne de G. Si on note simple-

ment LP(G) l’espace LP(G,t1;m) et on note 1B Il p sa norme naturelle. On

note C(G) l’espace de fonctions continues sur G et on note encore Il 
la norme usuelle de C(G).

Soit f dans L1(G), la transformée de Fourier de f, notée f,
est définie par :

Tout élément de L2(G) admet un développement de Fourier

qui converge vers f dans L2(G).

§ 3. LE THEOREME DE DUDLEY-FERNIQUE.

Nous en venons à l’objet de cet exposé : soit (gy)yEf une
famille de variables aléatoires (en abrégé v.a.) gaussiennes, centrées,

indépendantes, normalisées de sorte que lE Igy12= 1. 
2Y 

, , , 2
Nous noterons C (G) l’espace formé des éléments f de L (G)

tels que reste borné quand A décrit l’ensemble des

parties finies de F. On munit cet espace de la norme :

Il est clair que l’on a défini ainsi un espace de Banach.

Soient A c B deux parties finies de f. Il est clair que :

Par conséquent, si f est un polynôme trigonométrique sur G (c’est-à-dire
/B

si f() 0 hors d’un ensemble fini) alors on a simplement :

Soit f dans L2(G) ; posons :
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Noter que 5 est une fonction continue sur G.

D’après le résultat fondamental de Dudley-Fernique, la condition

est nécessaire (cf. [5J) et suffisante (cf. [3])
v

pour que f soit dans C (G).
p.s

En fait, on peut reformuler ce théorème sous forme d’une

inégalité simple :

Iné alité de Fernique : Il existe deux constantes numériques a,

telles que, pour tout f dans C p.s (G) on a : :

(ôù on a noté 0 l’élément unité de ~’).

Avant de justifier cette formulation, faisons quelques remar-

ques :

Remarque 3 1 : Soient f, ~, m comme précédemment.

a) Posons :

où est une copie indépendante de la famille «

y y ’Y Y ~

(Xt)t G est un processus gaussien réel et vérifie :t tEG -

Ql Signalons que pour chaque t dans G :

donc
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2

L’hypothèse n’ était donc pas restrictive dans la définition

de C (G) .
p. s

De plus, on a :

c) Posons d(s,t) = 5(t - s) pour s, t dans G. Il est clair que d est un

écart sur G. Définissons, pour e&#x3E;0, le nombre comme le nombre

minimal de d-boules ouvertes de d-rayon e suffisant pour recouvrir G.

Comme d est invariant par translation on voit facilement que

de sorte que équivaut à la condition (dite "condition
v

d’entropie") :

d) Signalons que, d’après (3.4), on a m(e)= 1 pour e assez grand, donc

Log 201372013-=0 pour e assez grand, c’est donc seulement le comportement à
m ( rr,-) 

= 

-

l’origine de l’intégrale dE qui est important.

cl. Posons (suivant [8]) Y- uC- LO,11

Notons du la mesure de Lebesgue normalisée sur [0,1]. La fonction

l : [01 11 -IR+est la réarrangée décroissante de a : G - R . On vérifie faci-
+ 

_ 

+

lement que la distribution de c relative à ([0,1],du) est identique à

celle de u relative à (G,dm). Posons

Il est clair que

donc :
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Posons du . Puisque c et u ont même distribution,

on a :

d’ oû

Pour faciliter la tâche du lecteur, nous donnons maintenant

les calculs (tout-à-fait élémentaires) qui font le lien entre (3.1) et

les résultats énoncés explicitement par Fernique.

Indications au su,jet de ( 3.11.

Signalons tout d’abord que les expressions intervenant dans

(3.1) dépendent de manière homogène de f. Pour démontrer (3.1), on peut

supposer que f(y)1 0 pour au plus un nombre fini de y dans F. Les résul

tats de Fernique sont formulés pour des processus gaussiens, nous les

appliquons au processus (Xt)t E G défini par (3.2).

On voit facilement que [[f]] et Esup JX 1 sont tous deux supérieurs
tEG 

t

On a donc :

De plus, pour des raisons de symétrie, on a

Les deux dernières inégalités montrent qu’il suffit de démontrer (3.1)



XVII-XVIII.6

Le côté droit de (3.~) est une reformulation du résultat 
« 

de Dudley.

Nous le démontrerons au paragraphe suivant (cf. Remarque 4.3).

Pour le côté gauche, donnons quelques précisions : dans [5J (théo-

rème 7.2.2) Fernique démontre la minoration suivante :

où [.] dénote la partie entière et Kb(n) est le nombre maximal de

d-boules ouvertes disjointes de rayon ô4-n centrées dans la boule ou-

verte ayant pour rayon S4 
n+l 

et pour centre l’élément unité de G.

Par un raisonnement élémentaire (cf. [5], 8.1.4) on voit que

et (en doublant 5) ; d’où, en faisant le

produit de ces inégalités :.

d’où, en posant , d’après la minoration de Fernique :

mais

Posons ô = sup o. On peut écri re : (noter que a~ - 0 )

Supposons on a alors d’après (3.6) E sup Xt s: 2 et d’après
(3.4) : on a donc :
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Par homogénéité, on obtient ainsi le côté gauche de (3.1) avec

2.3 Log 2.

Le corollaire suivant est important ; c’est une reformulation

d’un résultat de Billard (cf. [10J p. 49), il est très lié au résultat

classique de Belyaev [1].

Corollaire 3.1 : Pour tout f dans C s(G), les sommes partielles
-- p,g
E f(y)y convergent vers f dans C (G) quand A tend vers F suivant

P . S
’

l’ordonné filtrant des parties finies de 1. La série ¿ f(y)y est donc

. 

r 
, 

r 
,.

sommable dans C p. s (G). On peut aussi l’énoncer : l’espace des polynômes

trigonométriques (i.e. les combinaisons linéaires finies de caractères)

est dense dans C (G).
p.s

Démonstration : Soient f d’ans C p. s (G) et ~&#x3E;0. Posons (exceptionnel-
lement)

pour x dans G

pour E &#x3E; 0 .

Soit A une partie finie de r telle que

on pose

On a trivialement c h :!g Crfdonc , et mh(e:) = 0 si On déduit

donc de (3.1) : :

on obtient ainsi le résultat annoncé puisque le second membre de (3.9)

tend vers 0 avec T].

Remarque 3.2 : i) Signalons le résultat suivant : soit f, h dans

C p. s ( G ) . Posons V t , x E G , f t (x) = f ( t + x ) . Supposons 
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On a alors

Compte-tenu de (3.6) , ce résultat est une conséquence immédiate d’un

principe de comparaison des processus gaussiens (cf. [_5] Cor.2.1.3).

ii) Suivant la même idée que S. Chevet dans [2], on

peut observer que si f et h sont dans C p.s (G) n C(G), alors le produit

ponctuel fh est aussi dans C p.s (G) n C(G) et l’on a :

où A est une constante numérique.

L’espace C 
p.s 

(G) n C(G) est donc une algèbre de Banach pour le produit

ponctuel.

L’inégalité (3.10) résulte de la remarque précédente et du calcul

suivant : + s, t E G,

~ 4. RESULTATS PRELIMINAIRES.

Le résultat suivant est extrait d’un article de Preston [20 J
où le lecteur trouvera des informations plus détaillées ; pour simpli-

fier, nous ne présentons ci-dessous que la partie de [20] que nous uti-

liserons effectivement dans la suite. La méthode de Preston a pour

origine des idées de Garsia.

Théorème 4.1 : Soit d une métrique continue sur G. Soit f: une

fonction continue et soit ~P : ~t une fonction convexe croissante.
+ +

On suppose que l’intégrale

est finie, et aussi que :
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ou l’on a posé :

Soit r &#x3E; 0, posons
’ 

dm. On a alors l’inégalité suivante

La démonstration part d’un lemme simple :

Lemme 4.1 : Soient A, B des parties mesurables de G. Posons

où l’on a posé 1 x E A, y E B~ ,

Démonstration : Puisque Y est croissante, on a :

Puisque

la convexité de montre que :

ce qui implique immédiatement (4.2).

Démonstration du théorèr.1e 4.1 : Il est clair que f r .-.f(O) quand r- 0

puisque l’on suppose f continue On peut donc écrire pour tout r &#x3E; 0 :

0 
La méthode s’applique aussi sans supposer que f est continue, pour

plus de détails voir Preston [20]-
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Remarque 4.1 : Dans la situation du théorème 4.1, soit R assez grand

pour que BR=G; on a alors : donc :

Supposons de plus que d est une métrique invariante par les translations

de G, de sorte que les hypothèses du théorème 4.1 restent vérifiées par
n’importe quelle translatée de la fonction f ; appliquant (4.3) aux

translatées de f, on trouve :

Remarque 4.2 : Soit f dans L2(G). Dans la situation considérée au § 3,

l’écart

n’est pas nécessairement une métrique sur G. Néanmoins on peut aisément

se ramener au cas où d(s,t) = 0 ~ s= t. En effet, soit 1 1 le sous-groupe

de 1 engendré par l’ensemble 1 f,(-Y) / 0 J - 1 s’identifie au dual
du groupe compact G1 =G/(x~G,d(0,x)=0.{. Il est clair que f s’identifie

à un élément de L2(G1) ; le lecteur vérifiera aisément que, pour le cal-

cul de [L~I! ? il revient au même de se placer dans G ou dans G1. Bien

entendu, l’écart d définit une métrique sur G~ . On est ainsi ramené

au cas séparé.

Remarque 4.3 : Nous pouvons maintenant démontrer le côté droit de

l’inégalité (3.1) à partir du théorème 4.1. En effet, soit f un poly-

nôme trigonométrique (i . e . i(y) = 0 sauf pour un nombre fini de y dans 1).

Soient 0, d, m(E) comme au paragraphe 3. D’après la remarque 4.2, on
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peut supposer que d est une métrique sur G. On pose

yol 
’

pour t dans G. 
est un p rocessus sur l’espace de probabilité,

noté (0,]P) , sur lequel est défini (g ) El’ .y ’Y E
Posons ’-P(x) = x6 R . D’après les propriétés d’intégrabilité
classiques des variables gaussiennes, on a :

où K est une constante numérique.

Posons, pour w dans 0 :

En intégrant (4.6), on obtient :

Posons

D’après (4.4), on a :

Par conséquent

Mais on a :

soit,d’après (4.7) et (3.5) A?~/2 .
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On déduit donc finalement de (4.8) :

et on a ainsi établi le côté droit de ( 3.1 ) avec 

~ 5~. LE DUAL DE C ( G ) .
2013201320132013201320132013201320132013201320132013 p.s 

Commençons par des notations supplémentaires.

Notations : Soi t P : une fonction pai re, convexe, croissante

sur R et nulle à l’ origine. La fonction W défini t’un espace d’ Orlicz

-noté L~(G)- formé des fonctions mesurables f : lesquelles il

existe c &#x3E; o tel ue Cet espace est muni de la norme
c

qui en fait un espace de Banach.

Pour plus de détails sur les espaces d’Orlicz, voir [12].
Dans la suite, la fonction t définie par

jouera un rôle important. Posons : t(x)= lxi(Log(e+ Ixl » 1/2 .
Il est classique (cf. L12]) que l’espace L~(G) s’identifie (avec la

~ -

dualité usuelle) au dual de l’espace L~(G) et la norme du dual de L~(G)
est équivalente à la norme de L’(G). (Dans une situation similaire,

des calculs explicites sont donnés dans L5], ch. 5.) Il existe donc des

constantes à1 ’ t,2 telles f6L’(G)

Soit l’espace des opérateurs linéaires bornés de L2(G)

dans L~(G) qui commutent avec les translations. Soit T: 

un tel opérateur ; on vérifie classiquement l’existence de scalaires
/B.

notés (les "coefficients" de T) tels que .
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En résumé, les éléments T de M2 t sont caractérisés par le fait que,

pour tout f dans L (G), la série Z T(y) f(y)y est la série de Fourier

d’une fonction de L~(G). 
yEl’

Pour tout T dans M2,t’ , on pose :

Muni de cette norme, M2 est évidemment un espace de Banach.
On note K2 le sous-espace de M2 formé des éléments de qui dé-

finissent un opérateur compact de L2(G) dans L’(G). On voit facilement

aue K2 est la fermeture dans M2 ,l, de l’ensemble des opérateurs de’ 2, 2,t A

rang fini de M2 (c’est-à-dire, l’ ensemb le des T tels que T(y)=0
sauf pour un nombre f ini de y dans 1°) .

Le théorème qui suit permet de mettre M2 et C (G) en dua-" " 

2,Bj/ p.s
li té.

Théorème 5.1 : : Soient f dans C (G) et T dans M2 . On a :

où Co est une constante numérique.

Démonstration : Par un argument de perturbation, on peut supposer

que

de sorte que la formule (4.5) définit une métrique d sur G (on peut

aussi appliquer la remarque 4.2).

On va appliquer le théorème 4.1 à la fonction

où A est une partie finie de l~.

On pose V sE G, FS(x) = F(x + s) . Soit w de module 1 dans E
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D’où

En intégrant (5.3) en s et t et en utilisant l’invariance par transla-

tion de d et m, on trouve :

Appliquant le théorème 4.1 (et la remarque 4.1), on en déduit :

On voit facilement que D’autre part,

d’après (3.4),
On peut donc conclure : supposons

(5.4) et (3.1) :

, on déduit de

Par homogénéité, on a ainsi obtenu le résultat annoncé.

L’inégalité du théorème 5.1 permet de mettre M0 ,l, et C P. s (G) en dualité :

A tout élément T de M2,~ est associée une forme linéaire continue notée
abusivement T sur C p. s(G) par la formule

On va voir que toute forme linéaire continue sur C p. s(G) est de cette

forme.

L’espace MC’) ,1, s’identifie à l’espace des "multiplicateurs"
2 t 

’f 
..

de L (G) dans LG). Par des calculs classiques sur les produits tenso-

riels, que nous ne reproduirons pas ici, on peut construire de manière
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naturelle un prédual de sera noté A2 1
Pour plus de détails sur les assertions qui suivent, le lecteur peut se

reporter à ch. 5 § 5.6 où le cas des multiplicateurs de LP(G) dans

Lq(G) est traité en détail ; l’extension aux espaces d’Orlicz est pure-

ment formelle.

Soit A 2 , - r l’espace formé des fonctions f de L2(G) qui admettent une re-
2, 1

présentation de la forme

avec

On pose il où l’infimum porte sur l’ensemble

des représentations de f de la forme (5.5).

Si T est dans M et f dans A , on voit facilement que
2, 2 , r

soit, d’après ( 5.1 ) :

Les espaces A2,t et M2 sont donc mis en dualité par la forme bilinéaire

Nous admettrons sans démonstration (voir [13] déjà cité) que M2 s’iden-
tifie au dual de dans cette dualité. Nous laissons au lecteur le

2,-
soin de vérifier que :

Ces différents points étant précisés, on peut maintenant énoncer le

Théorème 5.2 : Les espaces C 
P 

(G) et A2 sont identiques et l’on a :
2013201320132013201320132013201320132013 p.s 2,

où K~ et K2 sont des constantes numériques.
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Pour le côté droit de (5.7), nous aurons besoin de deux lemmes ; le

premier est ëlémentaire :

Démonstra ti on : Posons ;L x, t E G, Rxk(t) = k(x - t ) . Il est clair que
La fonction x- R xk est continue de G dans L ’1’ (G), donc

1 est continue sur G et, de plus :

d’ ou, d’après 1

Le second lemme est très voisin d’un résultat classique de

Paley-Zygmund (cf. [10] p. 44).

Lemme 5.2 : Pour tout polynôme trigonométrique h, on a :

où K’ est une constante numérique.

Démontration : D’après les propriétés d’intégrabilité des variables

gaussiennes, il existe une constante numérique K telle tE G

dm(t). En intégrant (5.8), on

trouve 

. On a par dPîinition :

On peut vérifier
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Par conséquent :

Démonstration du théorème 5.2 : Il suffit évidemment de démontrer

(5.7) dans le cas où f est un polynôme trigonométrique. D’après le théo-

rème (5.1), ! on a

mais d’après la version duale de (5.6), on a aussi :

soit finalement :

ce qui établit le côté gauche de (5.7).

Pour démontrer le côté droit, il suffit clairement d’établir l’inéga-

lité : :

pour k dans L (G) et h polynôme trigonométrique.
D’après les lemmes 5.1 et 5.2, on a :

ce qui établit (5.9) et termine la démonstration.

Corollaire 5.1 : Dans ]a dualité décrite précédemment on a l’identi-

fication C (G)’ = avec équivalence des normes correspondantes.
p.s 2, 

Ce corollaire résulte immédiatement de (5.6) et (5.7).
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Remarque 5.1 : On peut aussi vérifier l’identifïcation :

C (G) = Ki avec équivalence des normes correspondantes.p.s 2,Bt/ 
"

§ 6. APPLICATIONS AUX ENSEMBLES DE SIDON.

Ce paragraphe fait suite aux exposés VII et XIV du présent

volume, où le lecteur trouvera la définition et certaines propriétés

des ensembles de Sidon.

Notation : Si ~(G) est un espace de fonctions sur G (par exemple C(G),

L2(G), ’ C p. s (G), etc.) on note ;fA(G) le sous-espace de ~(G) formé des

éléments f de ~(G) tels que

Rappelons tout d’ abord un résultat classique dû à Rudin L24~ : :

Théorème 6.1 : : Tout ensemble de Sidon possède la propriété sui-

vante :

Il existe une constante K telle que

Démonstration : Soit 1 i(ETN) un ensemble de Sidon de constan-
i

te C. Le théorème 2.1 de l’exposé VII (de ce même séminaire) montre

en particulier :

pour tout f à spectre dans ~~ 1 ,...,~ n ~.
D’après les inégalités K de l’exposé VII -c’est-à-dire d’après les iné-

galités de Khintchine- on a

et cette dernière inégalité reste évidemment vérifiée pour tout f dans

L2(G). cqfd.
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Remarque 6.1 : Par des calculs élémentaires (développement en série

de explxl2 et formule de Stirling) on peut montrer qu’il existe des

constantes a, b telles que :

La propriété (6.1) équivaut donc à :

La réciproque du théorème 6.1 est restée un problème ouvert

depuis l’article de Rudin ~ 22,~ ; on la connaissait dans le cas particu-

lier de groupes de la forme 
T 

avec p premier, car dans ce cas

elle résulte d’un théorème de L14]. Cette réciproque a été démontrée

récemment dans [19] par une combinaison d’un théorème de Rider [21]
et de l’inégalité de Fernique. La démonstration est particulièrement
simple avec le matériel présenté au § 5 :

Théorème 6.2 : Tout ensemble A possédant la propriété (6.1) est un

ensemble de Sidon.

Démonstration : Soit P la projection orthogonale de L2(G) sur L2(G).
A

On a d’après (6.1) et (6.2)

Par conséquent :
on a : :

D’après le théorème (5.1)

D’après la proposition 1 de l’exposé XIV (basée sur Rider r2l]), on

conclut bien que A est de Sidon.

Remarque 6.2 : Notons K(A) la borne inférieure des nombres K tels

que A vérifie (6.1), et H(A) la plus petite constante B telle que

V f 1 - c(G), Z 1 f 1 - La démonstration précédente montre
p - SA 

YEA 
precé

’ 
y6A

que :
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(ou le coefficient a Co est une constante numérique). Réciproquement,
on peut montrer (laissé au lecteur) qu’il existe une constante numé-

rique D telle que

Les paramètres K(A) et H(A) sont donc essentiellement équivalents.
Soit S(A) la constante "de Sidonicité" de A, c’est-à-dire la borne

inférieure des C telle que A est de Sidon de constante C.

Il est bon de souligner que, contrairement à H(A), la constante S(A)

n’est pas en général proportionnelle à K(A). En effet, soit

11 ::: [1, ... , n} c?¿; les constantes S(A ) et K(À ) ne sont pas équiva-
n n n

lentes quand : en effet, on peut vérifier qu’il existe 6&#x3E; 0 tel

que : ô ¡;:I2L n-- ::; B/20132013~2013 mais ~~~ ’ ~ Log n 
* 

n 6~ Log n n 
~"

On obtient par la même méthode des renseignements sur les

ensembles p-Sidon (cf. définition 6.1) qui sont étudiés dans L4] et

L9]. Les résultats ci-dessous sont toutefois incomplets , faute d’une

généralisation convenable du théorème de Rider [21] ; on ignore

d’ailleurs, pour p &#x3E; 1 , si la réunion de deux ensembles p-Sidon est

encore p-Sidon.

Définition 6.1 : Soit p dans [1,2[ et Acr. On dit que 11 est p-Sidon

s’il existe une constante C telle que -V :

Pour p= 1, on retrouve la notion usuelle d’ensemble de Sidon.

D’après la proposition 1 et la remarque 2 de l’exposé XIV

du même séminaire, les ensembles de Sidon Acr sont caractérisés par

l’inclusion Il est donc naturel d’examiner la classe
P.SH il

des ensembles A qui vérifient l’inclusion inverse :

Définition 6.2 : : Un ensemble est dit stationnaire si

C A (G)dC qui équivaut (par le théorème du graphe fermé) à :

Il existe une constante B telle que :
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Nous verrons au paragraphe suivant (cf. Remarque 7.3) une

autre formulation de la propriété précédente qui explique le choix

de l’adjectif "stationnaire".

On peut généraliser en partie le théorème 6.2 : :

Théorème 6.3 : Soit On suppose qu’il existe une constante h &#x3E;_ 1

et k réel 1 tels que :

On a alors :

où et à est une constante numérique.

Démonstration : Soit (av)vfA des scalaires tels que

soit, d’après (6.3) «

On en déduit, d’après (6.2) :

d’où, d’après (5.2) : :



XVII-XVIII.22

on obtient finalement (6.4) (avec C ) puisque (a ) est un point
. , r? ,0 y y H

arbitraire dans la boule unité 

Corollaire 6.1 : Si un ensemble Àci vérifie (6.3) et si A est station-
2k

naire, alors Il est p-Sidon avec p= k+1
Démonstration : Evidente.

Il serait intéressant de développer la théorie des ensembles

stationnaires et de les comparer aux différentes classes d’ensembles

"fins" considérés en analyse harmonique ; la proposition suivante montre

en effet que les ensembles stationnaires sont plutôt "minces" :

Proposition 6.1 : Un sous-ensemble stationnaire de Z ne peut pas

contenir de progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Démonstration : Considérons une progression arithmétique

EN = . + m,1, + 2m;..,£ + NmJ de N termes. D’après une construction c lassi -

que due à Rudin et Shapiro (cf. Lll] p. 134), il existe un choix de

1::; js;N, tel que :
J

Notons f la fonction définie sur le tore par : ~ 

Le lecteur vérifiera que

où b &#x3E; 0 est une constante indépendante de N. Par conséquent, si 

vérifie (6.4) et si E N c A on doit avoir 6 ’ d’ où

ce qui est bien la propriété annoncée.

Les ensembles de Sidon sont évidemment des exemples d’ensembles

stati onnai res, mais i 1 y en a d’ autres :

Proposition 6.2 : Soit lBcf un ensemble de Sidon. Pour tout entier
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N » 1, l’ensemble A N est un sous-ensemble stationnaire du groupe produit
.

Soulignons que, si N&#x3E;2 et si à est infini, alors A n’est
pas un ensemble de Sidon. On voit facilement que l’on peut identifier

- M . , -

C au produit tensoriel par conséquent, si

A est de Sidon, C ( GN )s’identifie à Î1(A) S- 1 î 1I1 est de Si don, AN s’ i denti f i e e - .. g6(A) - Compte-tenu
de cette identification, la proposition 6.2 résulte immédiatement des

deux lemmes suivants ; pour simplifier, nous ne démontrons que le cas

N = 2.

Lemme 6.1 : : Soit j un entier avec 1  j _ N. Pour tout ~, dans A, on

pose :

On a alors, si A est de Sidon :

où M est une constante ne dépendant que de N.

Démonstration : Posons S= [-l,+1}A, notons E (s) la coordonnée d’in-

dice À d’un point s de S et Q la probabilité uniforme sur S. Si A est

de Sidon de constante C, on a immédiatement :

et a fortiori

soit, d’après les inégalités de Khintchine (cf. exposé VII),
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Ce qui démontre le résultat annoncé pour N = 2 et j = 2 ; le cas j = 1

s’obtient en inversant les rôles de ~ et À’. . Pour N &#x3E; 2, la démonstra-

tion est tout-à-fait similaire.

Lemme fi. 2 : Soient Adi un ensemble de Sidon, N~ 1 et f dans

f appartient à si et seulement si

(où Bi est comme au Lemme 6. 1).

Modu lo l’identification de 1

li

ce lemme se démontre en suivant une idée due à Simone Chevet [2J ; pour

plus de détails le lecteur peut se référer à l’exposé XIX de ce séminaire

Remarque : En se reportant éventuellement à l’exposé VII, le lecteur

vérifiera que l’ensemble A N considéré à la proposition 6.2 vérifie les

hypothèses du théorème 6.3 avec k=N ; par conséquent (cf. corollaire

6.1 ) 11N est un ensemble £- Sidon.N+l 
N 

t 
2N

On peut voir par ailleurs que I1N n’ est pas p-Sidon si sauf sip p q p p p + 1

A est un ensemble fini. ,

On retrouve ainsi les résultats de L4] et [9J : pour tout p de la

forme , il existe un ensemble p-Sidon qui n’est pas q-Sidonk+ 1

si q  p. Ce n’est que tout récemment que R. Blei a généralisé ce résul-

tat pour p quelconque dans l’intervalle 1 p  2 (cf. R. Blei, Fraction-

al cartesian products of sets).

§ 7. COMPARAISON DES SERIES DE FOURIER ALEATOIRES.

Les résultats de cette section paraitront dans un article

"16] en collaboration avec M. Marcus.

On va voir que la norme III III (qui est équivalente à la

norme initiale de C p. s(G) d’après le théorème 5.2) possède des proprié-
tés remarquables.

Le premier résultat est très proche de celui de [15] (cf. aussi L6j).
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Proposition ?.1 : : Soit une famille quelconque de v.a. définie
y y E

sur un espace de probabilité auxiliaire (’ ,(’ ,1P’ ) . Notons lE’ l’espé-
, *

rance relative à lP’ .

On a alors, pour tout polynôme trigonométrique f :

Démonstration : Soit une représentation de f telle que
1

n peut supposer que h n est un polynôme trigonométrique.

Posons

et :

donc :

Par conséquent :

et (7.1) en résulte immédiatement.

Corollaire 7.1 : :

On a alors :

Démonstration : Il suffit d’appliquer (7.1) pour des variables
Y

de la forme :

-.-.....

0 
Pour la distinguer du signe IE représentant l’espérance relative à

l’espace (Q,G,1P) sur lequel est définie la famille (g ) r .y y
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on B ,...,A sont des parties mesurables disjointes de 2’ de probabi-

1 i t tive.

Compte-tenu du théorème 5.2, un argument général (cf. L17]
thoorcme J) permet de déduire le

Corel lai re 7.2 : Soit (gn) une suite de variables aléatoires gaussien-- n

nos indépendantes de variance 1, on a :

Par conséquent, l’espace C p. s(G) est de cotype 2.

Pour plus de détails sur les espaces de cotype 2, voir ’ L 18].

Démonstration : Noter l’ i denti té évidente

Soit f comme au corollaire précédent. On a :

soit, d’après (7.4) :

et (7.3) apparait donc comme une conséquence de (7.2).

Remarque 7.1 : Les résultats de [15] sur le théorème limite central

sont intimement liés au fait que l’espace C p. s(G) est de cotype 2 ;

(pour plus de détails, voir [7J, theorem 5).

Rappelons quelques remarques élémentaires :

Remarque 7.2 : : Soit une famille symétrique de v. a. , c’est-

à-di re telle que, pour tout choix de signes e =:t 1, la famille
Y

(0 
y F, ) .1 y Er’ a la même distribution que (s ) E-r’.a ia m?" distribution 

yy
Posons s Y signe ( y ). Il est clair que est une
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famille de v.a. indépendantes prenant les valeurs +1 et -1 avec

probabi li té 1/2. De plus, si.S est la tribu engendrée par (s ) El" on
vérifie facilement que :

Par conséquent, pour toute v.a. intégrable Z à valeurs dans un espace

de Banach quelconque, on a :

Dans le cas particulier considéré ici, on a donc, pour tout polynôme

trigonométrique f :

Posons E = signe (g ) et appliquons (7.5), on trouve :
Y y

On déduit alors de (7.6), (7.1) et (5.7) :

et si est une famille symétrique, on peut écrire simplement :
y ~E

Nous pouvons maintenant démontrer le principal résultat de :

Théorème 7.1 [16J : Il existe une constante L telle que pour tout poly-
nôme trigonométrique f :

(où est une famille de v.a. indépendantes égales à -1 et +1
y

avec probabilité 1/2).
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Démonstration : Posons Soit c assez grand pour que

Posons . Par un argument de symétrie,

on voit facilement que :

D’autre part, puisque une famille symétrique, on peut
y yE

appliquer (7.7) et on en tire :

soit, d’après (7.9) :

On peut donc écrire :

d’où finalement (7.8) avec L ! 2c.

Corollaire 7.3 : : Soit (~ ) El’ 
une famille symétrique de v.a. telle

2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 ~ y
que :

et soit f dans L(G).
.

Dans ces conditions, la série £ § f(y) y est convergente dans
si et seulement si la série E £ 1(y) y est elle-même

convergente dans L 1 (dIP;C(G)). 
y

La démonstration résulte de (7.7) et (7.8) d’une part, et

de (7.5) d’autre part.

Remarque ?.3 : En fait on peut remplacer dans l’énoncé précédent

la convergence dans L (dIP’;C(G)) par la convergence presque sûre dans

C(G) cf. L16].



XVII-XVIII.29

Remarque 7.4 : Le théorème 7.1 montre que les ensembles Acl que

l’on a appelés stationnaires (cf. définition 6.2) sont caractérisés

par la propriété suivante :
o

Soit f dans L(G), s’il existe un choix de signes e = 1 tel que la

série z E 
Y 

f(y) y est la série de Fourier d’une fonction continue

sur G, alors en fait presque tout choix de signes E = ~ 1 a la même
y

propriété.

Remarque 7.4 : La remarque précédente et l’étude des exemples de

la proposition 6.2 conduisent au résultat suivant :

Soit N un entier z 1. Notons la base canonique de ae1 et con-

si dérons des scalaires (a.. ) indexés par IN . Les propriétés
J1... 3~ç

suivantes sont équivalentes :

i) il existe un choix de signes tel que la suite

ii ) pour presque tout choix de signes e.. _ ± 1 la suite S n
est convergente 

. -

. k k-1 
r.-) 

N-k
ou l’on a pose B j = :lN 

k-1 
x j - x 1N 

N-k 
.

Ce résultat est étroitement lié à certaines estimations de [23] que

l’on peut retrouver en dualisant l’énoncé ci-dessus.

§ 8. REMARQUES FINALES.

Définition 8.1 : Soit (y n)nE IN une suite de v.a. scalaires sur un

espace de probabilité (~,a,lP). Nous dirons que une suite

"pseudo-gaussienne" s’il existe une constante K telle que

Définition 8.2 : Soit T un ensemble. Un processus dans

2 c
sera dit pseudo-gaussien s’ il existe une constante K telle

que :
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En liaison avec les méthodes de cet exposé, le problème
suivant semble ouvert :

Problème 8.1 : Existe-t-il une constante C vérifiant la propriété
suivante : pour toute suite pseudo-gaussienne vérifiant (8.1)

n n

et pour toute suite (xl,...,xn,...) dans un espace de Banach quelcon-

que X, on a :

(Rappelons que (g ) est une suite de v.a. gaussiennes indépendantes
n

orthonormales.)

Dans le cas particulier où X_ C(G) (G groupe abélien compact)
et où xi est de la forme xi = ai -avec et l’inégalité

est vraie pour une certaine constante C. En effet cela résulte

d’une part de la minoration de Fernique (i.e. le côté gauche de (3.1))

et d’autre part de la démonstration donnée à la remarque 4.3 (cette

démonstration basée sur l’inégalité (4.6) s’adapte facilement au cas

n

où y t 4&#x3E;. ai i(t) avec quasi-gaussienne).
1 

1 

Le lecteur notera que c’est cette inégalité -dans le cas

particulier x. = a.. y. - qui joue le rôle fondamental dans tout cet
III

exposé. La condition d’entropie apparait uniquement comme un moyen
pour établir (4r), elle est nécessaire pour la continuité d’un processus

gaussien stationnaire mais elle est suffisante pour une classe de pro-

cessus plus générale que celle des processus gaussiens : les processus

pseudo-gaussiens. Le fait que le théorème de Dudley (i.e. la suffisance

de la condition d’entropie) s’applique aux processus pseudo-gaussiens
est connu des spécialistes depuis longtemps, mais semble être resté

implicite. La notion de variable "sous-gaussienne " ( cf . ~ 8~ ) ne paraît
pas suffire aux besoins du présent exposé.

Pour finir, signalons les très nombreux liens existant

entre les questions précédentes et la théorie des applications radoni-

fiantes (cf. Séminaire L. Schwartz 1969/70, Ecole Polytechnique, Paris).
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Par exemple, la remarque 4.1 peut s’interpréter comme une factorisation

de Pietsch d’un opérateur Y-sommant : l’injection de l’espace des fonc-

tions d-lipschitziennes dans l’espace des fonctions continues.

Enfin, le problème 8.1 est équivalent à la question suivante :

si un opérateur linéaire borné u 2_ X radonifie la probabilité cylin-

drique de Gauss, est-il pour W(t) = exp ltl2
Le problème 8.1 est aussi lié au problème de l’existence de mesures ma-

jorantes au sens de Fernique (cf. [5J ch. 6) ; pour plus de détails sur

la méthode des mesures majorantes appliquée aux processus "pseudo-

gaussiens" le lecteur peut se référer à la thèse de 3ème cycle de

C. Nanopoulos et P. Nobelis : "Etude de la régularité des fonctions

aléatoires et de leurs propriétés limites" (Strasbourg 1977).
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