
Séminaire d’analyse fonctionnelle
École Polytechnique

D. MOUCHTARI
Sur l’existence d’une topologie du type de Sazonov
sur un espace de Banach
Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1975-1976), exp. no 17, p. 1-11
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1975-1976____A13_0>

© Séminaire Maurey-Schwartz
(École Polytechnique), 1975-1976, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SAF_1975-1976____A13_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


S E M I N A I R E MAUREY-SCHWARTZ 1 9 7 5 - 1 9 7 6j

SUR L’EXISTENCE D’UNE TOPOLOGIE DU TYPE

DE SAZONOV SUR UN ESPACE DE BANACH

par D. MOUCHTARI

(Kazan)

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHÉMATIQUES
PLATEAU DE PALAISEAU - 91120 PALAISEAU

Téléphone : 941.81.60 - Poste NI

Télex : ECOLEX 6915 96 F

Exposé No XVII 16 Mars 1976





XVII.1

§ 1. INTRODUCTION

Soient E un e.l.c., E’ son dual, ~ une fonction linéaire aléatoire,
c’ est-à-dire une application continue linéaire : Soit p la

mesure cylindrique sur 6(E’,E) définie par ~. Si ii est a-additive, nous dé-

signerons par P 
Él 

son prolongement à la a-algèbre engendrée par les ensembles

cylindriques. Soit pour tout x E E

Définition 1 : Une topologie 1 sur E est dite de type Sazonov si, pour

toute fonction linéaire aléatoire ~ sur E, la condition "~ est continue par

rapport est équivalente à la 6-additivité *

L’objet de cet exposé est de savoir s’il existe une topologie de

type Sazonov sur E ainsi que l’étude des propriétés de cette topologie.

~ 2. EXISTENCE DE LA TOPOLOGIE DE TYPE SAZONOV

Théorème 1 : Soit E un Banach séparable admettant la propriété d’approxima-
tion métrique. On suppose qu’il existe un plongement isomorphique Y de E’

dans L . Alors il existe sur E une topologie de type Sazonov 1.

Faisons quelques remarques préliminaires : a les propriétés

(la) Pour chaque E &#x3E; 0, il existe ô&#x3E;0 tel que

( 16) Pour chaque c &#x3E; 0 , il existe ô&#x3E;0 tel que

Soit T n une suite d’opérateurs de rang fini telle que lim T n x = x
pour chaque x É E, sup ))T ))  C  =.

n

posons W = =T’ . Maintenant nous pouvons formuler le lemme suivant.
n n n n
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Lemme 1 : Supposons que les conditions du théorème soient remplies. Alors

u 
Él 

est o-additive si et seulement si pour chaque E &#x3E; 0 il existe K=K(c) &#x3E;0

tel que pour chaque n

Démonstration : Notons que la suite fT2j a les mêmes propriétés que (T J,
- - n n

En outre, en désignant par T’ le transposé de T :
n n

En effet, le second membre est égal à

1. Soit il c-additive. Fixons £ &#x3E; 0 . Soit S tel que :

Alors, d’après (3)

Maintenant, choisissons ô dans (1b) tel que

Posons K = K(e) = S/Õ. Alors, (2) est vérifié : :
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2. Supposons que (2) soit vérifié. Soit ô correspondant à e= T tel que (la)

soit réalisé. Supposons que Fi Él 
ne soit pas a-additive. Alors, l’image de la

boule unité par P n’est pas latticiellement bornée. Donc, pour un E ô il

E, ¡l’Pi Il  1 tels que

où K==K(e) est définie au moyen de (2). Comme ~ est continue, pour tout

n &#x3E; n on a :
o

Alors,

(4) et (3) nous donnent

Ce qui est contradictoire.

Démonstration du théorème 1 : Soit Soit la

topologie dont une base est constituée des ensembles de la forme U(~,E), où

e&#x3E;0 et où 4l est une fonction linéaire aléatoire telle que li soit a-additive.
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1. Si Fi- est est T-continue par définition de 7.
4l

. Supposons est T-continue. Démontrons que (2) a lieu pour pour
chaque c&#x3E; 0. Soit ~ une fonction linéaire aléatoire telle que 

(’ t Fi est c-a(î(litive. Soit K = K(e b/2) la constante obtenue par i ’ inégaiité
(2) appliquée à ~. Posons :

Alors, pour tout n, entraine
, donc

Cela entratne
.1 1

, nous avons

Théoréme 2 : Supposons que dans un espace de Banach E il existe une topolo-

gie 1 de type Sazonov. Alors, l’espace E’ est plongeable dans avec

pE donc, a fortiori E’ est plongeable dans un L°.

Démonstration : Supposons le contraire. D’après un critère de Lindenstrauss
et Peyezynski (cf. par ex. [1]) , pour chaque entier N il existe deux suites

finies xi(N) (1£n ) et y 1 (N) (j _ m ) telles que pour chaque xE E on ait :
1 N i N

l’espace probablisé défini par

Posons
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. Alors., toutes les p étant concen-
1 YJ

’ 
N 

1’1 n 

N
r ’ sur les p oints ly ’. (1V II dont la norme est é .1.2N niestt ees sur les points :L2 dont la norme est égale’à , , Fi - y n’estJ J - 

*

pas a-additive. En effet, on aurait dans le cas contraire :

et on aurait l’inégalité

pour chaque N.

Maintenant démontrons que 1 est y-continue. Pour cela nous introduisons les

applications

Nous avons

Alors

T admet la factorisation :

Ici les suites doublement indexées sont rangées suivant l’ordre lexicogra-

phique. La partie gauche de (6) montre que To est une .multiplication par

un élément de £. Par définition, S est un opérateur continu. Soit maintenant

un plongement de dans un espace de
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variables aléatoires p-stables, 7T. La fonction linéaire aléatoire

ÎT0 : C,0-- Y, p L 0 définit une mesure de Radon p sur cru, 1,C ) ([2]) donc,
o o 

’ 
o

o

l’image par $ de la boule unité de E est latticiellement bornée et n $ 
est

0-additive. Maise X ne dépend que de IITxl1 donc, (d’après (8))y ~ est continue

par rapport à la topologie définie par les ensembles E:&#x3E;O *Comme

par définition, est T-continue, Y est 7-continue. CQFD

§ 3. LA FORME DES TOPOLOGIES DE TYPE SAZONOV

Théorème 3 : Soit E un Banach séparable tel que dans E il existe une topo-

logie T de type Sazonov dont un système fondamental À3 de voisinages de 0 ne

contient que des convexes du type p E [ly2] (au sens de E4§ 3). Alors E’

est de type p. 

’

Démonstration : Supposons que pour e E (0, 1/4) et pour un K&#x3E;0 il existe

tels que

où f sont les variables indépendantes p-stables. Alors, on peut démontrer
1

l’existence d’une suite telle que 
.

chaque fois que E 35/’36. Démontrons ce point.
1

3 B
Soit E l’espace engendré par les fx!J. Comme E est un espace de dimension
0 1 0

finie, E 
o 

est de type p. Soit K0 la borne supérieure des K qui satisfont à
une relation du type (9) avec les x! formant un ensemble fini de E . Soit

1 
en ensemble dans E pour lequel (9) a lieu avec K&#x3E; -18-K0 . Supposons

que (10) n’ait pas lieu pour Alors, pour un nous avons :
1 i

(9) et (11) nous donnent que pour on a :
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Supposons que la partie gauche de (12) est inférieure à 6. Si la partie gau-

che est supérieure ou égale à E, on peut arriver aux mêmes conclusions d’une

manière plus simple. En utilisant une inégalité due à de Acosta ([3], Lemma
3.1 (a)) nous avons vu que

Maintenant, remplaçons l’ensemble fy!J par un autre y où
1 iy J

C&#x3E; 361/p. Il résulte de la définition de ’ e t d e (13) que cet e nse m ble satis-
fait â une relation du type (9) avec K (E) &#x3E; K . Cela est contraire â nos

o

suppositions.

Supposons que E’ n’est pas du type p. Alors, on a vu, que pour un

EE (0el/4) il existe une suite fx’(N),...,xl (N)J’. d’ensembles finis dans1 nB N 1

E’ telle que

chaque fois que

Supposons les 4l~ indépendantes et * concentrée sur les

points dont la norme est égale à 1/2 . Cela entraine que
Fi est a-additive, donc ~ est 1 continue. Alors, il existe C&#x3E;0 et un 

de type p tel que pour chaque xE V

Comme les 4l N sont symétri ques, pour chaque N et x E V

D’après le théorème de Nikishin et Maurey [4] pour chaque N il existe
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(où j désigne la jauge de V).

Maintenant, nous posons pour chaque n

où toutes les Y N sont indépendantes.
A1 ors, pour q  p :

et

C’est-à-dire que  : E --+ L0elle aussi est 7-continue. Mais (14) nous donne

(si p Y est a-additive)

et x’ : e/4 pour chaque N,ce qui est contraire à la 6-additivité

y donc à la 7-continuité de ’l’.

Corollaire 1 : Soit E un Banach séparable tel que dans E il existe une

topologie de type Sazonov dont les voisinages de 0 du type p &#x3E; 1 forment

une base. Alors E’ est plongeable dans 

Le corollaire résulte immédiatement des théorèmes 3 et 2 et du

fait [4] que chaque Banach de type p plongeable dans L° est plongeable dans

LP.

Corollaire 2 : Soit E un Banach séparable tel que dans E il existe une

topologie 7 de type Sazonov définie par une famille de produits scalaires.

Alors E est un Hilbert.



XVII.9

Théorème 4 : Soit E un Banach séparable sur lequel il existe une topologie

de type Sazonov 1 et tel que E’ soit de type p &#x3E; 1. Alors sur E il existe une

topologie de type Sazonov 7 1 qui est la plus faible rendant continue une

famille (T. ) , : d’opérateurs linéaires.
i ’B3 i 1

Avant de démontrer le théorème nous citons deux théorèmes qui pré-
sentent un changement modique du théorème dû à Hoffman-Jylrgensen [5].

Définition : Soient (E,E’) deux espaces de dualité. Une probabilité de

Radon P sur E est dite pré-p-stable si la mesure cylindrique p définie par
la fonction caractéristique y : E’ y(xl) = est de Radon.

Théoréme 5 : Soit E un Banach séparable. E est de type p si et seulement

si chaque probabilité de Radon dans E telle que 1 
E 

est pré-p-stable
E

Théorème 6 : Soit E un Banach séparable. E’ est de type p si et seulement

si chaque probabilité de Radon dans a(E’,E) telle que 
Et 

est

pré-p-stable. 
E’

(La démonstration est tout à fait analogue à celle de Hoffmann-

Jprgensen.)

Démonstration du théorème 4 : Soit 11 la topologie définie par toutes les
où ~(x) est p-stable pour chaque x, et Fi est a-additive.

Démontrons que 7 1 est une topologie de type Sazonov. Comme chaque ~ de la

définition de 11 est j-continue, 1 est plus faible que ?* et chaque fonction
aléatoire linéaire y qui est 7 i-continue définit une mesure a-additive.

Inversement supposons la mesure ~~ définie par T a-additive. Soit

R) = 1- e/2, et posons D’après
’y I-c/2 y .

théorème 6 P’ est pré-p-stable. Soit P la probabilité p-stable correspondan-
te à P’ . Alors pour b &#x3E; 0, et K &#x3E; 0, P ~x’ : ~ x, x’ &#x3E; I &#x3E; K~  8 entratne

f 
E 

Ixy.&#x3E;Ip dP’  c/2, et d’après l’inégalité de Tchebychev cela entratne
E

P’(x’: &#x3E; 1  c/2 et 1 &#x3E; 1  Cela signifie que y

est 7 continue.
, , ,

Pour terminer la démonstration., il faut Èemarquer qu’un’ soùs-espace
de Lo formé de variables p-stables se plonge dans un espace LP. On en déduit

est la topologie la plus faible rendant continue une’certaine famille



XVII.10

T. : d’ opérateurs linéaires. 
’

i

Ce résultat était suscité par les conversations avec B. Maurey qui m’a indi-

qué l’existence d’une topologie-localement convexe du type Sazonov pour les

espaces E = ,~p, PE 

~ 3. _ CAS D’UN FRECHET

Les résultats ci-dessus peuvent être généralisés au cas d’un espace
Fréchet séparable E.

Théorème 1’ : Soit 1.1 n une suite de normes définissant la topologie de E.
Supposons que

1) les espaces Et n 
admettent la propriété d’approximation métrique,

’ . 

n

2) (E 1.1 
n 

)’ est plongeable dans L°.

Alors dans E il existe une topologie de Sazonov.

Théorème 2’ : Soit E un Fréchet tel que dans E il existe une topologie de

type Sazonov. Alors la topologie de E peut être définie par une suite de

normes 1. ln telles que tous les espaces (Et t)’ sont plongeables dans LO.

Théorème 3’ : Supposons que dans E existe une topologie de type Sazonov

définie par les convexes symétriques de type pE [1,2]. Alors la topologie de

E peut être définie par une suite de normes 1. 
n 

telles que les (Et -sont
plongeables dans LP.

Théorème 4’ : Supposons que dans E il existe une topologie de type Sazonov.

Si la topologie de E peut être définie par une suite de normes telles

que (El. 1 )’ soit de type p, alors il existe une topologie de Sazonov dans E

définie par une famille de convexes de type p.

Remar ue : Les résultats de cet article généralisent quelques uns de mes

résultats.[6], [7].
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