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XVIi.1

§& 1. INTRODUCTION

Soient E un e.l.c., E' son dual, & une fonction linéaire aléatoire,
c'est-a-dire une application continue linéaire $ : E-‘LO(Q,Q,P). Soit Mo la
mesure cylindrique sur ¢(E',E) définie par §. Si Mg est c-additive, nous dé-
signerons par P@ son prolongement a la c-algébre engendrée par les ensembles

cylindriques. Soit pour tout x¢E

B —|<x,x'>|
X@(X) = IE' e Ay

Définition 1 : Une topologie T sur E est dite de type Sazonov si, pour

toute fonction linéaire aléatoire & sur E, la condition "$ est continue par

rapport a 7" est équivalente a la c-additivité de o

L'objet de cet exposé est de savoir s'il existe une topologie de

type Sazonov sur E ainsi que 1'étude des propriétés de cette topologie.

§ 2. EXISTENCE DE LA TOPOLOGIE DE TYPE SAZONOV

Théoréme 1 : Soit E un Banach séparable admettant la propriété d'approxima-
tion métrique. On suppose qu'il existe un plongement isomorphique V¥ de E'

dans L°. Alors il existe sur E une topologie de type Sazonov T.

Faisons quelques remarques préliminaires : VY a les propriétés
(1a) Pour chaque £€> 0, il existe 6> 0 tel que
XY(X') > 1-% implique |x'|[|<e , (1)

(1b) Pour chaque £€> 0, il existe 6> 0 tel que
q ’ q
Ix"]| < & implique XY(X')> 1-¢ .

Soit Tn une suite d'opérateurs de rang fini telle que lim Tnx= X

pour chaqué x€ E, sup HTDH< C<e,
n

Posons @n::QTn, Yn::YTA. Maintenant nous pouvons formuler le lemme suivant.
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Lemme 1 : Supposons que les conditions du théoréme soient remplies. Alors
Fa

tel que pour chaque n

est o-additive si et seulement si pour chaque €> 0 il existe K=K(g) >0

x. (x/K)ap, > 1-¢ . (2)
‘rE q>n Yn

Démonstration : Notons que la suite {Ti} a les m&mes propriétés que {Tn},

sup [|T121||< C2. En outre, en désignant par Tr'1 le transposé de Tn
n
2
pén{x' : HTI'lx'H>A} = p@{x' : HTI'1 x'||>A} . (3)
En effet, le second membre est égal a

PQ{X' : Hilll’i)l |<Tr'lx',Tnx>| >A} =

= p_ {x': sup |<T'x',x>| > A}
U I

1. Soit “@ c-additive. Fixons €3> 0. Soit S tel que
2
Pé{x' d x| >s/C7) < g/2
Alors, d'apreés (3)
2
Py {x': HTr'lx'H>S} = P@{x' : HTI'1 x'||>8} <
n
P {x': |x'||>8/c®} < e/2
s Py d x> <
Maintenant, choisissons § dans (1b) tel que
”x' H< 5 entratne x\y(x') >s1-¢/2

Posons K=K(g) =S/8. Alors, (2) est vérifié

[ xs (x/K)de =[xy (x'/K)dP, >

E n n E' n n

¢

>‘J" X (x'/K)ap > (1—2:/2)2 > 1-¢€
{x': HTI'IX' ll<s} 'n n
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2. Supposons que (2) soit vérifié. Soit & correspondant a €=17 tel que (la)
soit réalisé. Supposons que H@ ne soit pas c-additive. Alors, 1l'image de la
boule unité par P n'est pas latticiellement bornée. Donc, pour un €< § il

existe ¢ ,...,¢ €E, H@iH< 1 tels que

P{w: sup |é(@.)(w)|> 2Kt} > 2¢/86
i<s N

ou K=K(e) est définie au moyen de (2). Comme ¢ est continue, pour tout

n>n on a
o

Plw: IQ(Tiqi-@i)(w)]>»K7} < g/és , iss
Alors,
p@{x': |<Ti@i,x'>| > Kt} > g/0 (4)
(4) et (3) nous donnent

Pcp {x':

Tix'||>Kt} = o {x': HTr'lzx'H>Kr} >

2
> H@{x’: sgp |<Tn@i,x'>|>»KT} > g/6

Po {x':x, (x'/K) < 1- 8} > €/8
n Yn

5 Bn: e/6. Alors

Soit B c {x'€E': Xy (xz/K)< 1-6} tel que P
n n n

1-¢ < j‘E xén(x/K)den (d'aprés (2)) =

= (x'/K)dP, =
IE, X\yn x 3 IB +f <

<(E/(1-8)+(1-¢€/8) =1-¢ .

Ce qui est contradictoire.

Démonstration du théoréme 1 : Soit U(¢,e) = {x€cE: Xé(x)> 1-¢€}. Soit T la
topologie dont une base est constituée des ensembles de la forme U(g,e), ou

€>0 et ou & est une fonction linéaire aléatoire telle que Fs soit o-additive,
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1. Si p5 est o-additive, & est T-continue par définition de T.

2. Supposons que ¢ est T-continue. Démontrons que (2) a lieu pour § pour
chaque €> 0. Soit ¢ unce fonction linéaire aléatoire telle que U(%,8)cU(3,e/2)
ot By est o-additive. Soit K=K(e§/2) la constante obtenue par 1'inégalité

(2) appliquée & 3. Posons
G, = {er:TnxeKU(@,é)} .

Alors, pour tout n, xﬁ'gn entraline Xg (x/K) < 1-8, donc
: n

¥ J J
n Qn E—Qn

G, (1-86) .
n

1-06¢g/2 <J‘ Xg (x/K)ap, =0 4+ 1 <
E n

b4

= P i Qn-+(1-PY

Cela entratne PY G, > 1-¢/2. Comme x¢€ Gy, entratne Tnx€ KU(%,e/2) et

n
X3 (x/K) > 1 - ¢/2, nous avons
n
xz (x/K)ap, > P, ¢ (1-¢€/2) > 1-¢ . CQFD
IE én Yn Yn n
Théoréme 2 : Supposons que dans un espace de Banach E il existe une topolo-

gie T de type Sazonov. Alors, l'espace E' est plongeable dans Lp(Q,Q,P) avec
pe (0,1), donc, a fortiori E' est plongeable dans un L°,

Démonstration : Supposons le contraire. D'aprés un critére de Lindenstrauss
p p

et Pefczynski (cf. par ex. [1]) , pour chaque entier N il existe deux suites

finies xi(N) (i < nN) et yé(N) (j:smN) telles que pour chaque x€ E on ait

n m
s l<x,x} (s |P s 5 |<x,yr0)s|P (5)
i=1 ' j=1 J
HN m
/2" = 5 I MP < 5 pro|Pr2® . (6)
i=1 j=1

Soit QN:= —mN,mNF 1'espace probablisé défini par :
m

N
Ay, = Tmgomyd = {03, Py({iD = |y 0P/ 2 ) lyy @O . ()

. . p
Posons : ¥ : E-L (ON’PN)/
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. N , ,
WN(X)(J) = sgn j.2 <x,y le(N)>/'Hy IJI(N)H .

Soit {Q,P} =11 {QN,PN}, Y=3 vy E-.LP{Q,P}. Alors, toutes les p étant concen-
N N .°N
. ’, Y N
trées sur les points tzNyé(N)/“yé(N)", dont la norme est égale'a 2‘,4py n'est

pas c-additive. En effet, on aurait dans le cas contraire

P Ix' s [x'[|> 2" > 1/2 P x> Ny - 1/2

pour chaque N.

Maintenant démontrons que ¥ est T-continue. Pour cela nous introduisons les

applications T E- 4P (N)
N n
N
P p P
_ ' — — ~
TyX = (<x’xi(N)>)isn ; T =3 Ty =Eag 4 (N) =12 .
N N
Nous avons
"N ne /N
e ONP = £ Jex,yts[PL 2P/ oyt (0P <
N j=1 J j=1 J

m n

N p
< 3 |<x,y5(N)>|p< by |<x,xi(N)>| =

j=1 i=1
1Y
= HTNXH .
Alors
ex|” = = frgx|l® 2 2 [l GO = eGP (8)
T admet la factorisation : T =T S:E—>sC 25 4P, ou

(o] (o]
, T (a,(N) = (2M/2
(o] 1

sw= (<x,x! (N> / [Ix! (0)]12V/2) ca, (N),
1 1 1

]
N,i Xi(N)H)N,i .
Ici les suites doublement indexées sont rangées suivant 1'ordre lexicogra-
phique. La partie gauche de (6) montre que T est une multiplication par
un élément de 4P, Par définition, S est .un opérateur continu. Soit maintenant

3 :Ep-gLO(Q,a,P) un plongement de 4P dans un espace de
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variables aléatoires p-stables, &=3T. La fonction linéaire aléatoire

ETO: Co-+£p..Lo définit une mesure de Radon Bgp Sur c(ﬂi,Co) ([27) donc,
o

l'image par & de la boule unité de E est latticiellement bornée et “@ est

c-additive. Mais, Xg D€ dépend que de ||Tx|| donc, (@'aprés (8)), Y est continue

par rapport a la topologie définie par les ensembles U(@,e)€>0. Comme &,
par définition, est T-continue, Y est T-continue. CQFD

§ 3. LA FORME DES TOPOLOGIES DE TYPE SAZONOV

Théoréme 3 : Soit E un Banach séparable tel que dans E il existe une topo-

logie 7 de type Sazonov dont un systéme fondamental B de voisinages de O ne
contient que des convexes du type pec [1,2] (au sens de [4], § 3). Alors E'
est de type p. .

Démonstration : Supposons que pour €€ (0,1/4) et pour un K> 0 il existe

xi,...,xée E' tels que
ZHxi“ =1, P{t: |z f?(t)x{”>-K} =€ , (9)

ot f? sont les variables indépendantes p-stables. Alors, on peut démontrer
1'existence d'une suite yi,...,yée E' telle que
n

g villP =1, Pt | = 2y >K/a) > /3 (10)
i=1 i€y

chaque fois que ¥ Hy{“p> 35/36. Démontrons ce point.
i€y
Soit Eol'espace engendré par les {xi}. Comme E0 est un espace de dimension

finie, EO est de type p. Soit KO la borne supérieure des K qui satisfont a
une relation du type (9) avec les xi formant un ensemble fini de E . Soit

Qyi}g_l) en ensemble dans E pour lequel (9) a lieu avec K:»%g K_. Supposons

que (10) n'ait pas lieu pour {yi}g_l. Alors, pour un J< [1,n] nous avons

2 |viIP > 35/36, P{| = £y} >K/4) < /3 (11)
i:S i€

(9) et (11) nous donnent que pour §'=[1,n]-g5 on a

Pl = fH(Wy|>6/0Kk) > 26 . (12)
icy'
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Supposons que la partie gauche de (12) est inférieure a €. Si la partie gau-
che est supérieure ou égale & €, on peut arriver aux m&mes conclusions d'une
maniére plus simple. En utilisant une inégalité due a de Acosta ([3], Lemma

3.1 (a)) nous avons vu que

P{t : [ 3 f?(t)yi”>-13—6 K} >
1€y (13)
3 P 3
s =P T fF(B)y!]l>= K} > ¢ .
2 PULE O

Maintenant, remplagons 1'ensemble {yi} par un autre {Cyi} , ol

icy'
C> 361/p. I1 résulte de la définition de §' et de (13) que cet ensemble satis-

fait a4 une relation du type (9) avec K(s):>Ko. Cela est contraire a nos

suppositions.

Supposons que E' n'est pas du type p. Alors, on a vu, que pour un

e€ (0,1/4) il existe une suite {xi(N),...,xé (N)};_1 d'ensembles finis dans
B =
E' telle que
"N
k@ P =1, Ptz fhe)x)||> 2
i=1 i€

Ny e (14)

chaque fois que ¥ Hxi(N)“p>-35/36. Soit {QN,PN} 1'espace probabilisé,
i€y
Qg = [1,n U [-ny 7, PN(i) = ||Ix" lil(N)Hp/z. Soit @ : E-.LO(QN,PN),

. . . oN
— ' 1
QN(x)(l)..sgn].<x,x Iil(N)>/’Hx Iil(N)\.2 .
Supposons les @N indépendantes et soit & = zéN - By est concentrée sur les
N

points x{(N)/Hxi(N)H.é’\I dont la norme est égale & 1/2N. Cela entratne que
s
de type p tel que pour chaque x¢V

est c-additive, donc ¢ est T continue. Alors, il existe C>0 et un V€3

P{le(x)|>C} < 1/36.8.4 .

Comme les @N sont symétriques, pour chaque N et xe¢ V

P{l@N(x)|>c} < 1/36.8.2 .

D'aprés le théoréme de Nikishin et Maurey [4] pour chaque N il existe

Sy SOy tel que P{g)>1-1/36.2 et
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v |<x,x£(N)>lp/2NP=‘J" IQN(X)]de
13y 3N

(ot Jy désigne la jauge de V).

N < (jv(x))p

Maintenant, nous posons pour chaque n

YN(X) = 3 f?(t)<X,x'li|(N)>//22N,
ieSN
N
\y=sz/2

ol toutes les Yy sont indépendantes.

Alors, pour gq< p

(IlYN(x)|qu)p/q < Const f |§N(x)|p dPy <
3N
< Const (jv(x))p ;

et
(le(x)|q)1/q < Const jv(x)

C'est-d-dire que ¥: E-~L° elle aussi est T-continue. Mais (14) nous donne

(si By est c-additive)

By {x' x> 22N}> 1/2 P{t: E:::::::: f?(t)x{(N)H> 24N}> /2 |,

N iegyU0,%)

et pw{x': |x"||> 2N}>-e/4 pour chaque N,ce qui est contraire d la cg-additivité

delpw, donc a la T-continuité de V.

Corollaire 1 : Soit E un Banach séparable tel que dans E il existe une

topologie T de type Sazonov dont les voisinages de O du type p>1 forment

une base. Alors E' est plongeable dans Lp(Q,a,P).
Le corollaire résulte immédiatement des théorémes 3 et 2 et du
fait [4] que chaque Banach de type p plongeable dans Lo est plongeable dans

P,

Corollaire 2 : Soit E un Banach séparable tel que dans E il existe une

topologie 7 de type Sazonov définie par une famille de produits scalaires.

Alors E est un Hilbert.



XVII.9

Théoréme 4 : Soit E un Banach séparable sur lequel il existe une topologie
de type Sazonov T et tel que E' soit de type p> 1. Alors sur E il existe une
topologie de type Sazonov Tl qui est la plus faible rendant continue une
famille (Ti)iES : E-aLp(Qi,Pi) d'opérateurs linéaires.

Avant de démontrer le théoréme nous citons deux théorémes qui pré-

sentent un changement modique du théoréme dft & Hoffman-Jgrgensen [5].

Définition : Soient (E,E') deux espaces de dualité. Une probabilité de
Radon P sur E est dite pré-p-stable si la mesure cylindrique p définie par

la fonction caractéristique ¢ : E' -G, @(x')::exp(~f|<x,x'>|de) est de Radon.

Théoréme 5 : Soit E un Banach séparable. E est de type p si et seulement

si chaque probabilité de Radon dans E telle que I Hx”de<tm est pré-p-stable.
E
Théoréme 6 : Soit E un Banach séparable. E' est de type p si et seulement
si chaque probabilité de Radon dans o(E',E) telle que I Hx'”de<:m est
E'

pré-p-stable.

(La démonstration est tout a fait analogue a cellede Hoffmann-

Jgrgensen. )

Démonstration du théoréme 4 : Soit Ty la topologie définie par toutes les

U(2,e), ou &(x) est p-stable pour chaque x, x€ E, et Mo est o-additive.

Démontrons que 71 est une topologie de type Sazonov. Comme chaque % de la

définition de Ty est T-continue, J, est plus faible que T et chaque fonction

1
aléatoire linéaire y qui est Tl—continue définit une mesure “Y c-additive.
Inversement supposons la mesure Py définie par y o-additive. Soit

1 N
PY(Hx‘l‘SIQ)z 1-¢/2, et posons P'(C)::I:E7§ PY(CF]{X'. “x'“s;R}){ D'apres
théoréme 6 P' est pré-p-stable. Soit P la probabilité p-stable correspondan-

te a P'. Alors pour 6>0, et K>0, P{x"': '<x,x'>|>~K}< 6 entratne

f |<x,.>lp dP' < £/2, et d'aprés 1'inégalité de Tchebychev cela entratne

P'{x': l<x,x's|>1}<e/2 et Plw: lv(x)(w)] > 1} < €}. Cela signifie que v
est yl—continue.

Pour terminer ia démonstration, il faut remarquer qu'un sous-espace
de L° formé de variables p-stables se plonge dans un espace LP. On en déduit

que‘:r1 est la topologie la plus faible rendant continue une certaine famille
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T, : E-.Lp(Qi,Pi) d'opérateurs linéaires.
Ce résultat était suscité par les conversations avec B. Maurey qui m'a indi-

qué 1l'existence d'une topologie-localement convexe du type Sazonov pour les

espaces E::Ep, peE J2,=[ .

§ 3. CAS D'UN FRECHET

Les résultats ci-dessus peuvent &tre généralisés au cas d'un espace

Fréchet séparable E.

Théoréme 1' : Soit "ln une suite de normes définissant la topologie de E.

Supposons que

1) les espaces EI I admettent la propriété d'approximation métrique,
-y )
2) (El l )'" est plongeable dans L .
“'n
Alors dans E il existe une topologie de Sazonov,

Théoréme 2' : Soit E un Fréchet tel que dans E il existe une topologie de

type Sazonov. Alors la topologie de E peut &tre définie par une suite de

normes l'ln telles que tous les espaces (El l)' sont plongeables dans L°.

Théoréme 3' : Supposons que dans E existe une topologie de type Sazonov

définie par les convexes Symétriques de type pe [1,2]. Alors la topologie de
E peut &tre définie par une suite de normes I'In telles que les (El I)'-sont

plongeables dans LP,

Théoréme 4' : Supposons que dans E il existe une topologie de type Sazonov.

Si la topologie de E peut &tre définie par une suite de normes I;ln telles
que (EI l )' soit de type p, alors il existe une topologie de Sazonov dans E

définie pgr une famille de convexes de type p.

Remarque : Les résultats de cet article généralisent quelques uns de mes

résultats.[6], [7].
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