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VIII.1

Dans cet exposé, on se propose d’étudier les rapports entre

les notions d’ultrapuissance et de u-extension(définies dans l’exposé

précédent) et certaines opérations intervenant naturellement dans la

géométrie des espaces de Banach, le passage au dual et le passage d’un

espace E a un sous-espace complémenté de E~

1. SUPER-REFLEXIVITE ET DUALITE DES ULTRAPUISSANCES.

Soit E un espace de Banach ; LL un ultrafiltre sur un ensemble 1 ;

il existe un plongement isométrique j : El ---&#x3E; (E1 
est l’élément de (E /2D’ lim fB(x.). On identifiera
II. 

i îe i 1.1 1 1
Et et j(E’ on peut se demander quand (E /2L)I. Le

théorème suivant répond à cette question.

Théorèrne 1 : Soit E un espace de Banach ; les conditions suivantes sont

équivalentes
(i) E est super-réflexifo

(i i) Pour tout ultrafiltre 1t sur un ensemble 1 quelconque, y

(E 1 
(iii) Tl existe un ultrafiltre non ;Erincipal ’21, sur IN tel que

(E (E’ f 0 

On rappelle (cfo [1]) que E est dit super-réflexi f si tout

espace finiment représentable dans E est réflexïf, D’après la proposition 1

de l’exposé précédent, E est superc-réflexif si et seulement si toute

ultrapuissance de E est réflexive. 
’

Preuve du théorème : i-) ii) : Si E ~/7l©, §§ (E~/2ll ’ , alors, il existe

une forme linéaires sur (E 1)’ qui est nulle sure’ et de norme 1.

Puisque est réflexif, il existe un élément x de tel que si

f E f(x). Soit (X. 1 1 un représentant de x. ° Pour chaque i,

on choisit une forme linéaire f. de El, telle que Ilf îIl = 1 et f.(x,)~- lixi il o
Soit f l’élément de défini par on a : 

contradiction.
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ii) - iii) est clair.

iii) - i) : On introduit d’abord la propriété (P)

suivante

La démonstration se décompose alors en deux lemmes.

Lemme i : : Si un espace de Banach E a la propriété (P), alors pour tout

ultrafiltre non trivial cu. sur U , (E~/tL)’.

Lemme 3 : Si E n’est pas super-réflexif, E a la propriété (P).

Preuve du lemme 2 : Pour chaque entier n, on considère les éléments
n n n n 

d, l 
. 

,t’ ( ) 
1

n ; ; donnés par la propriété (P) avec -- n

On désigne par [1 nl l’ensemble des entiers m, 
on note IN le quotient du produit TT Il,n] par la relation d’équivalence

n

6 - ôt si in : ô(n) ~ ô’(n)} E Il-.

]N est totalement ordonné par la relation si in : ô(n)ô’(n)} 
; ,

On notera n un élément de ]N défini par une fonction ô presque partout

égale à n. A tout élément ô de IN * , on peut associer un élément z ôde
en posant N(Il résulte des conventions 

De même, on définit gô’ élément de 

La famille des sous-ensembles X àde IN définis par X ~ = {ô’:ô~6~6’/ly~6’/n~.}~ ( 2013
a la propriété de l’intersection finie ; soit $Ù un ultrafiltre sur IN’
qui étend cette famille. On va voir que la forme linéaire g de (E 1

n’est pas un élément de E’ lli/2k .
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On a . 1 pour et, donc, 1, en effet, puisque

en effet, pour

, en effet, pour

Dans le but de trouver une contradiction, on suppose que g E E’ 

soit "

On a lim h (zn) = 0 (pour m fixé) ~ donc si X = in I h ,

11 n m m n m 2 ’

alors X e % .
m

On pose Ym = xi n...n X - il m] ; 1 alors Xm est une suite décroissante
d’éléments de ’1b d’intersection vide. * On définit ô(n) comme étant le

plus petit entier p tel que On a alors :

Donc

Or, ô n’est égal à aucun entier m, sinon on aurait , donc,

6, contradiction

Preuve du lemme 3 : Si E n’est pas super-réflexif, il existe un espace F

non réflexif finiment représentable dans E ; dans ces conditions, il

existe 0, 061 et des suites y de 1&#x26;’e F’ respectivement

telles que :

(Pour la démonstration de ce résultat, voir [1], exposé XIV).

Soit donné, donné ; soit A le sous-espace de F engendré par

les éléments y 1’’’. Yn ; y un 1+ £-isomorphisme de A sur un sous-espace
de E.
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1 
= y(y1 ) y ... y zn = p(Yn)’ ( v ~ ~ -1

les formes linéaires sur par j  
,. ,_aque j, on choisit une forme linéaire g. sur E qui étend f.

J J
- a même norme que f.. On a alors :

J

c’est-à-dire qu’on a la propriété (P).

2. LE DUAL D’UNE ULTRAPUISSANCE.

Dans le cas où E n’est pas super-réflexif, l’inclusion

(E~/2ll’ a des propriétés comparables à celles de l’inclusion

E 

Théorème 4 : Soit E un espace de Banach, 1b un ultrafiltre sur un en-

semble 1 ; il existe un ultrafiltre c/sur un ensemble J et une applica-
tion linéaire (p : (E~/~L)’ ~ tels que :

1. est une isométrie de sur un sous-espace de

fortement complémenté. 
’ ’

2. est l’ isométrie canonique de El dans 

Le théorème 4 est la conséquence du lemme suivant analogue du

principe de "réflexivité locale".

Lemme 5 : Pour tout c ~ U, pour tout espace de dimension finie -A C: °

et pour toute suite d’éléments x1’ ...,xn de il existe une appli-

cation linéaire T : telle que
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- T A n El 1/ est l’identité.

- T est un 1 + e-isomorphisme de A sur une image.
- 1 T ( f ) (x.) - f(x.)) 1  f E A e

_______J______J_______________________

Preuve du théorème à partir du lemme : Soit J l’ensemble des couples

(A, S) où A est un espace de dimension finie A C (E i/U-) 1 et S un ensemble

fini d’éléments de o J est ordonné par double inclusion. Soit 1Y

un ultrafiltre sur 1 qui étend la famille des (A~S)
où (A, S) = : (A,S)}. Pour chaque (A,S), on choisit

T’ , . donné par le lemme avec c = 
1 

o

(-4,S) " e dim A 
0

On pose * T(A, "3) (x) = 0 si 
y est une isométrie de (E~/%1 ’ dans (El’/2L) 1’29- qui est l’identité
sur 0

On définit n : : (El 1/2L E~/°n&#x3E; ’ en posant si g est 

Il est clair que = f. Donc ye 3T est une projection de norme 1

de sur y ( (Ei/U ) 1 ) - o

Preuve du lemme : Un raisonnement analogue à celui fait dans la deuxième

partie de la preuve de la proposition 2 de l’exposé précédent montre

qu’on peut se borner à démontrer le résultat suivant :

- Si p sont des éléments de des élé-

ments de (E /T) ; ; Xl’ éléments et 
1jni i Kj l2013jj2013n

des réels, et si on pose :
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alors pour tout e &#x3E; 0 ’ il existe des éléments h , 1 .a.,h n de (E’ l /~~) tels

que

En fait, on peut même affaiblir la conclusion en :

n

En effet, l’inégalité lifk + S 
a ki h. Il Yk - e: est la conséquence

1=1 J 
n 

J
3 -= 1 

n

d’une inégalité (plus forte) (f + S a kj hi) (yk y -e 1

J=l J J 

et cette inégalité sera obtenue si on applique la forme affaiblie du

résultat à f ,...,f ; e:’ &#x3E; 0 assez

petit.

On suppose que k est donné par (f 1 que x est donné par (x i _.k 1 s 

On va montrer que l’ensemble des i tels qu’on puisse trouver h1 hi1 n

dans E’ tels que

appartient à a , ce qui établira l’existence de (h.= r) .1 n 3 i 1

Si on ne peut trouver réalisant les inégalités ci-dessus ; a
1 n

fortiori, on ne peut réaliser les inégalités suivantes
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Dans l’espace on considère les points :

représente la j coordonnée ;

représente la j coordonnée ;

L’espace Ex ]R est un espace de Banach (muni, par exemple de la norme

L’ultrapuissance (Ex IR) est canoniquement isométrique à 

Dans cet espace, on définit les points z , zt y -&#x3E;1 comme 
.. 

. 

J s j s K

z’.. -11 en omettant l’indice supérieur i. 
is is k

js’ js’

Si on ne peut réaliser les inégalités (*) , alors, a fortiori, on ne peut

séparer du vecteur nul, par un hyperplan fermé, l’enveloppe des points

v (x) llxll  1 des points situés à une distance  ô d’un
k 

i fi i
au moins des points z js 1 ? -1 1 et lk(X) IIXII - 1 

J S J S 
’

Il en résulte que 0 appartient à, l’enveloppe convexe A définie ci-dessus;
cette enveloppe est en effet un ouvert. Dans l’espace y on

désigne par A l’ensemble des points dont un représentant au moins est

de la forme (x.)., e I pour Il n’est pas difficile de voir que A est

dans l’enveloppe convexe des points situés à une distance ~6 de l’un des

points v (x) ou de l’un des points z , , y zl , -1.
k js js

Soit g la forme linéaire qur qui à associe
n 

E g . (x .) + À.. Par hypothèse, on a :
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(en supposant 

Il en résulte que pour y E A, on a :

Or contradiction.

Le théorème 4 permet par exemple de mettre en évidence la propriété
duale de celle de finie-représentabilité.

Définition 6 : On dit qu’un espace F est un quotient local de E si F

est isométrique au quotient d’une ultrapuissance de E par un sous-

espace fermé.

Théorème 7 : : -Si F est un quot i ent local de E, F’ est finiment représen-
table dans E’.

-Si F est finiment représentable dans E F’ est un quotient
local de E’ . G

Les deux assertions du théorème découlent directement du théo-

rème 40

3. SOUS-ESPACES COMPLEMENTES ET u-EXTENSIONS FAIBLES.

Soit E un sous-espace complémenté de F ; il existe une condition

suffisante très simple pour que F soit une u-extension faible de E.



VIII.9

Théorème 8 : Soit E un sous-espace complémenté de F ; i si F est finiment

représentable dans E alors F est une u-extensîon faia)le de E.

Avant de donner la preuve de ce théorème, y on va en tirer quel-

ques conséquences. et Soit ’E, une cl.asse d’espaces de Banach (comme dans

l’exposé précédent) ; si,de plus, ~ est stable par isomorphisme, les

deux propriétés suivantes sont équivalentes pour un espace de Banach E:
- E a une u-extension dans "e, (c’ est-à,-dire 
- E a une u-extension faible dans ~ . 

En effet, une u-extension faible est isomorphe à une u-extension.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 9 : Soit classe d’espaces de Banach stable par

ultra uïssance et isomorphisme ; E un esp ce de Banach ; EE ’° si et

seulement si il existe F, F ~ ‘~~ tel que

- F est finiment représentable dans E,
- En est isométrique à un sous-espace complémentés de F.

Preuve : si y E a une u-extension H, d’après la propo-
sition 2 de l’exposé précédent, E" est isométrique à un sous-espace

complémenté de H" ; or H" est isométrique à un sous-espace complémenté
d’une ultrapuissance de H, soit HI/7b= F.
D’autre part, F est finiment représentable dans H, donc dans E.

On a montré l’une des deux implications de la proposition 9 ; l’impli-

cation inverse résulte du théorème 8.

Corollaire 10 : Soit ~ une classe d’espaces de Banach stable par

u ltrapuissance et isomor hisme ; ~ est stable ar passage au bidual.

En effet, En est isométrique à un sous-espace complémenté

d’une ultrapuissance de E.

Remarques : 1 - La proposition 9 n’apporte aucune information nouvelle

dans le cas des espaces Ip ; en revanche, elle donne une caractérisation

nouvelle semble-t-il des espaces à structure locale inconditi.onnelle.
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2 - Le corollaire 10 a été prouvé par Lindenstrauss-

Rosenthal 3 dans le cas est la classe des espaces Sp et par
Figiel-Johnson-Tzafriri [2] dans le cas où ~~ est la classe des espaces

à structure locale inconditionnelle.

On va maintenant donner la preuve du théorème 8. Soit Q la

projection de F sur E. On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 11 : Soit A un sous-espace de dimension finie de I~- Q(F) ; pour

tout n et pour tout 8 ~ 0, il existe une suite de sous-espaces de E,

1+8-isomorj2hes à A et tels que si sont les sphères
unités n de respectivement, on a 

n 

( 1-8) ; 1 °*° ’ n 1 
"

On va démontrer par récurrence sur n qu’il existe une ultra-

puissance de E, E i qui a une suite de sous-espaces Bl’ ...,Bn isomé-
triques à A et dont les sphères unités sont à des distances mutuelles

~ . C’est ce qu’affirme l’ 1 hypothèse pour n = 1 puisque F se pl onge
isométriquement dans une ultrapuissance de E.

Soient Bl’ .oo , B isométriques à A, B C EJ /?:r et tels
1 

1 n 1 - 

1
que les sphères unités des B. soient à des distances mutuelles 11QIl- , t

T , .

L’espace E / est un sous-espace complémenté de de plus, si

Ci est la projection de sur EJ/?J-(obtenue par "ultra,puissance"
de Q), on a = Il existe un sous-espace B du noyau de Q
isométrique à A (obtenu par ultrapuissance de A)~

Enfin, si x E si Q(y) = 0, on a :

Par suite, si y E , x E E J /13- et llyll = 1 i x ’1 = 1, on a B y-x II 2: 

Donc, les sphères unités de B e et B sont bien à une distance
-1 

s 

1 n+ 
1

. D’autre part, B,,...,B n’ B sont des sous-espaces de 1 n n+

qui est finiment représentable dans E et donc se plonge dans une ultra-

puissance de E.
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Lemme 12 : 1 Soit A un sous-espace de dimension finie de 1- Q (F), K un

sous-ensemble compact de E ; pour tout r- &#x3E; 0, il existe un sous-espace B

de E 1+c-isomorphe à A et tel que si S est la sphère unité de B,

d( K , S) Il (1 - e) .&#x3E; 2 (1 - c) .

Preuve : On recouvre K par un ensemble fini de boules de diamètre

~ IQI( ®1 , , en appliquant le lemme 11, on trouve des sous-

espaces A. de E, 1+ 7-isomorphes à A et dont les sphères unités S. sont
à des distances mutuelles &#x3E;IIQII-L ( 1 - ) . On choisit une famille de n+l

. 

2 111^’- .

sous-espaces. Si, pour chaque i, d(Si,K)  alors il existe

xi E Si, 1 y. E K tels quei i 1

Deux des n+1 points y. appartiennent à la même boule C .
i k

Donc, il existe i, j tels que

contradiction.

On peut maintenant terminer la preuve du théorème.

Soit i~’ un sous-espace de F de dimension finie. Soit A l’espace 1- Q (W),
et soit K l’ensemble des éléments de QW de norme 2. D’après le lemme 12

on peut trouver un sous-espace B de E, 1+£-isomorphes à A et dont la

sphère unité S est telle que d(S,K) --- (1- e). Soit T un 1+ &#x26;-

isomorphisme de A sur B. On pose pour wE W

T est l’identité sur WU E. On a :
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D’autre part, si w est donné et si y=r(w-Q(w))y il vient :

Dans tous les cas

Or

D’où

On a ainsi montré que F est une À-u--extension de E pour 1) ·

-------------0----OE@-
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