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VII.1

Le but de cet exposé est de définir et d'étudier certains
plongements isométriques d'un espace de Banach E dans un espace F, qui
a les mémes '"propriétés locales'" que E. Le fait que plusieurs choix
soient possibles résulte du caractere imprécis de la notion de '"propriété

locale'", mis en lumiere par 1'exemple suivant

Exemple : On est tenté de résumer le principe de '"réflexivité locale'
de Lindenstrauss-Rosenthal [4] en disant que E et E" sont identiques

du point de vue local. Considérons la propriété suivante

¥x€B Jy€&€B J z€B (x:‘%et lly-zll=2-¢) ouo0<e<1.
Cette propriété s'interprete dans un espace de Banach E dont la boule
unité est B. Elle n'est pas satisfaite dans lm:dont la boule unité a
un point extrémal ; en revanche, elle est satisfaite par c, ° soit x

dans la boule unité de . x.:(xl,".,xn,".) ; on choisit X de fagon

et, on pose

que |xnl = ;i-

<
I
—_~
»
(IR
»

On a donc un exemple d'une propriété qui mérite le qualificatif de
"locale', mais qui sort du cadre envisagé par le théoreme de "réflexi-

vité locale'.

On rappelle d'abord la définition de 1l'opération d'ultrapro-
duit (cf. [27) ; soient (Ei)ié [ un ensemble d'espaces de Banach, U un

ultrafiltre sur l'ensemble I. On pose
’rTo = (xi)iE ;¢ ¥ xiE E, et 32 {i :lei” <ate Ut .

Une semi-norme sur ‘lo est définie par 1im|lxi” . Soit N le sous-espace

des éléments de semi-norme zéro. On appelle ultraproduit des (Ei)iE I
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par l'ultrafiltre ‘QL, et on note |1 Ei /Us, le quotient T\;/ N.

ic€rx
On démontre que [T Ei/?L est complet [1]. Dans le cas ou tous les Ei
i€l
, . A , o1 ,
sont égaux a un méme espace E, I EG_/QL est noté E7/Q, et appelé
i€l

ultrapuissance de E. L'isométrie canonique de E dans EI/QL est une ap-

plication qui associe a x 1'élément de EI/QL représenté par la fonction

constante égale a x.

La construction qu'on vient de décrire est voisine d'une
construction utilisée en logique. Cet exposé devrait &tre abordable
sans aucune familiarité avec les techniques de logique. On utilisera
cependant le résultat suivant qui est la conséquence d'un théoreme

profond de théorie des modéles dii a Keisler et Shelah [7].

Théoreme O : Soit E un espace de Banach ;QLun ultrafiltre sur I ;

Q?’un ultrafiltre sur J ; il existe un ensemble K et un ultrafiltre'U@
I K
sur K tels que les espaces (E7/U) /W et (7 /% /20 soient isomé-

triques.

On utilisera aussi le résultat suivant, conséquence du théo-
réme classique de Lowenheim-Skolem en théorie des modeles et du théo-

réeme de Keisler-Shelah.

Théoreme O' : Soit E un espace de Banach, F un sous-espace séparable

de E ; il existe un sous-espace H, F € H C E, séparable et tel que E

et H aient des ultrapuissances isométriques. De plus, si E est un treillis

de Banach, on peut supposer que H est un sous-treillis de E.

1. ULTRAPUISSANCES ET FINIE-REPRESENTABILITE.

Proposition 1 : Soient E et F des espaces de Banach ; F se plonge

isométriquement dans une ultrapuissance de E si et seulement si F

est finiment représentable dans E.
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(On rappelle que F est finiment représentable (f.r.) dans E si pour
tout € >0 et tout sous-espace de dimension finie A C F, il existe un

sous-espace B € E tel que d(A,B)=1+e).

Proposition 2 : Soient E,F deux espaces de Banach, E C F ; les con-

ditions suivantes sont équivalentes

i) Pour tout e >0 et pour tout sous-espace de dimension finie

ACF, il existe une application linéaire TA : A > E telle
que :

- TAI‘A N E est 1'identité.

- TA est un l+e~-isomorphisme de A sur son image.

ii) Il existe une ultrapuissance EI/QL et une isométrie j de F

dans EI/ZL telles que le diagramme suivant soit commutatif

> EY/

X

(ou i représente l'injection canonique de E dans EI/QL).

Lorsque l'une ou l'autre des conditions i) ou ii) est satisfaite, on dit

que F est une u-extension de K.

Preuve : On se borrera a donner la preuve de la proposition 2. On re-
marque d'abord que,si dim(E) <o,chacune des conditions i ou ii) est é-

quivalente a F=E. On suppose donc din(E) infinie.

On démontre d'abord i) - ii). Soit I 1l'ensemble des espaces
de dimension finie de F; ordonné par inclusion. Pour tout élément A
de I, on pose 4. {B: B2 A}. La famille des ensembles ﬁ\; A€TI ala
propriété d'intersection finie et donc peut-étre étendue en un ultra-

filtre 26. Pour chaque A de I, on peut choisir une application T, qui

A
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est telle que
- T,MANE est 1'identité.
- TA est un 1+8A—isomorphisme de A sur son image EA'

On suppose 0< eA<—(-1-i—1— (remarquer que lim ¢, = 0).

mA AT

I1 existe des isométries V,p, telles que le diagramme suivant commute

hd ~ 1T
ECF E /U,
< >'AEI A
1 9
el/qy,

¥ est définie par Y(x) = (TA(X))AE 1 ou TA(x) représente 0 si xZ A.
¢ est définie a partir des inclusions i, :+ E, » E par

9llx,) e ) = G0,y

Il est clair que ¢ est une isométrie ; soit x un élément de F ; on peut

choisir un espace A C F, de dimension 2 n ; on a alors si BEﬁ\et XEA
-1 - 1
b i = ool = (ady i
1,-1 1
et donc : (1+;) x|l = llvoll = (1+’5) Ix 1l ;
comme n est arbitraire, on a prouvé que ¥ est une isométrie.

Soit enfin x un élément de E ; Yop(x) est 1'élément de EI/'U, défini
par (TA(x))AE 1 et TA(x) = X sur un ensemble de l'ultrafiltre U .

On démontre maintenant ii) - i). Il est clair qu'il suffit
de montrer cette implication dans le cas ou F= EI/’LL . Soit donc B un

sous-espace de dimension finie de EI/’U, . Soit b,, ..,b, une base formée

1 1

S
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d'éléments de norme 1 de EN B ; on compléte cette base en une base :

bi’""bl 3 CgyeeesCoe Soit M un nombre réel positif qui est tel que pour

toute suite de réels (7\1{)151{$1 et toute suite (pj)lﬁan’ on a :
oyl B lul I 3 u
DM Y + & ju,] =M Z A, b+ & pu,c.ll.
izt K gz 3 j=1 K k44733

. L . 1+6+M6(1+8)
Soit 6 un nombre positif strictement tel que T 5 M6(1:8) = 1+e.

Comme la sphere unité de B est compacte, on peut trouver une suite
yl’""yp qui est b6-dense ; on peut supposer que les éléments de la base

apparaissent dans la suite (ys)

1=s<p’
! s s s
On suppose y_ = &£ B b + Z ¥, c. .
s k=1 k 'k j=1 i3

On cherche alors des éléments Xy ey X de E tels que les inégalités

suivantes soient vraies :

1
S
() 1-6 = ”kfl Bk bk +

Hm™Ms
<
n

]

A
-

+
O

Supposons qu'on puisse trouver de tels éléments, on pose alors
’ p

3
—~
™M
P
=2
+

™M=
Rl

o
-~
]
™
>
(=2
+

n M3
©

T est une application linéaire de B dans E qui laisse invariants les
éléments de E N B.

1

n
Soit y = Z A, b _+ I p. c. un élément de B de norme 1 ; on peut
k=1 & K 4o P

choisir Yo tel que l‘y-—ysn < 6 ; alors :

1 n
S -]
e -1yl < (2 A - Bel + 331 luy- v§h (e o)

< M lly-y ll (1v8) = M8 (148,
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donc
ey )1l - wo(1 4+ 8) = eIl = eIl + Ma(1+ 8

mais :
1-8 < HT(yS)” <14+6

d'ou finalement

1-6-M6(1+8) = HT(y)” < 1+86+M8(1+8).
Si ||y“ est quelconque, on obtient

(1-6-M6(1+6)) llyll = Nl = (1+8+M8(2+8)) |lyll.

1+ &+ M6(1+68)
1-6-M8(1+6)

Comme < 1+g, on a prouvé que T est un l+e-isomorphisme.

Reste a trouver les éléments x e s X on suppose que c

g1 X 177

cn sont
. 2 s 1 n .
respectivement représentés par (ci)iE [ (ci)iE [ ona

. 1
s J _ s

™MB

1
tim || = S b, +
W k=1 5 K o1

n™MB
2
n
o]

par suite les inégalités (%) sont satisfaites en prenant x1=c2,".,xn=c?

pour i décrivant un ensemble de l'ultrafiltre.

Proposition 3 : Soient E, F deux espaces de Banach, E C F ; on suppose

que F est une u-extension de E ; alors, il existe une application =n

F - E" telle que

- =l =1

- nPE est 1'injection canonique de E dans E'".

Preuve : Il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou F::EI/QL ;

soit x € EI/ZL , donné par (xi)iE [» on pose

7(x) . £ = 1lim f(xi)

/8
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Corollaire 4 : Soient E, F deux espaces de Banach E C F ; on suppose

que F est une u-extension de E, alors E'" est isométrique a un sous-espace

fortement complémenté de F'.

(Par sous-espace fortement complémenté, on entend un sous-espace

sur lequel existe une projection de norme 1).

Preuve : en transposant deux fois le diagramme

E C F
. i

N
EH

ou j est l'injection canonique de E dans E", on obtient

E" ? '> F"
7!"
J"
E"H
A . ’ .
ou ¢ est une isometrie ;

soit k 1'isométrie de E' dans E"' définie par kf(x) = x(f) (x€E") ;

k' est une projection de E"" sur j"(E") et ||k']l = 1, d'ou le résultat.

La proposition suivante est une extension naturelle de 1la

proposition 2

Proposition 5 : Soient E, F deux espaces de Banach, ECF ; A=1 ;

les conditions suivantes sont équivalentes

i) Pour tout € >0 et pour tout sous-espace de dimension finie

A CF, il existe une application linéaire T A 5> E telle

que - TA'*A N E est 1'identité,

A :

- TA est un A+e-isomorphisme de A sur son image.
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ii) Il existe une ultrapuissance EI/QL et un isomorphisme j

de F dans EI/QL de norme au plus A, tels que le diagramme

suivant soit commutatif

Lorsque 1l'une ou l'autre des conditions 1) ou ii) est satis-
faite, on dit que F est une A-u-extension de E ; si F est une A-u-ex-
tension de E pour au moins un A, on dit que F est une u-extension faible

de E.

2. EXTENSIONS LOCALES DE CLASSES D'ESPACES DE BANACH.

Soit & une classe d'espaces de Banach qu'on suppose stable
par ultrapuissance. On note
- %é la classe des Banach E tels que E a une ultrapuissance
dans & (a une isométrie prés).

- ¥ la classe des Banach E tels que E a une u-extension

dans Tg .

Proposition 6 : 1.

¢ gpp soil SR
| s el

4, 12 et Y& sont stables par ultrapuissance.

5. Si € est stable par isomorphisme, il en est

—

Pa4
de méme de € et e .

Preuve : La démonstration des résultats 1,2,5 ne présente pas de diffi-
culte.

En ce qui concerne le résultat 3, il suffit d'établir que (EI/QL)JAt?
est une ultrapuissance de E, en fait, c'est EIXJ/QLXQ9OQ Ux & est

défini par

a € WwxV lj:lis<i,j>€al €W} eV .
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Preuve du résultat 4

1) Pour %5 : soit EI/ﬂﬁ & , on considére EJ/Q9-; d'apres
le théoreme 0, les espaces E, = (EI/QL)K/Uj et E, = (EJ/%?)K/?t)sont
isométriques pour un choix convenable de K, .
Or, E) A pulsque ‘6; est stable par ultrapuissance, donc E €%,

c'est- a—dlre E /‘73 € \é

2) Pour Y? on suppose E€ Y@ ; soit F une u-extension de E
qui est dans ﬁg ; E /QL est un sous-espace de FI/ZL .
En fait, FI/1L est une u-extension de EI/Qb . Soit, en effet, A C FI/Qb ,
I
~-,a_une base de AN E /U et ay, 1,...,bp
,u.,bp sont représentés respec-

dim (A) < o ; soit a, a s b

une base de A. Les éléments a ,u.,an,b

1 1

tivement par
n Y
(a- ) GIy"', (ai)iEI’ (b ) GI’ 0o o (b ) GI
Soit Ai le sous-espace de F engendré par les éléments d'indice i ;

puisque F est une u-extension de E, il existe TA : Ai - E t.q.
i

M En A, est 1'identité

- TA est un l+e-isomorphisme de Ai sur son image.
i
On pose n n ;
z =
T (.2 Kj ay + By bk) (TA:(Z Kj ay + z My by )) i €1
j=1 k=1 i
_ J -
Tlay) = (T, (2P = (al ier T 2y

1

donc Tf‘EI/QL N A est 1'identité. D'autre part, puisque

Iz, ol = N, Il
il vient Nt = kﬁ? ||T “ Il ,

et, de méme lreoll = Lim H'r;lll‘1 i<l
U i
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par suite, T est un l+e-isomorphisme de A sur son image.

3. REFLEXIVITE LOCALE.

On va établir que si une classe € est stable par ultrapuis-
sance et, par complémentation forte, elle est stable par passage au

bidual ; c'est la conséquence du théoreme suivant

Théoreme 7 : Soit E un espace de Banach ; il existe un ultrafiltre

sur un ensemble I et une application linéaire ¢ : E" - EI/QL tels

que
1 - ¢ est une isométrie de E" sur un sous-espace de EI/ZL
fortement complémenté.
2 - ?f E est 1'injection canonique de E dans EI/%L.
Preuve : On suppose bien sr dim(E) = oo,

Une forme renforcée du principe de "réflexivité locale (voir (57,
théoreme II.5.1) est la suivante : pour tout € > 0, pour tout sous-espace
de dimension finie A C E" et, pour toute suite de formes linéaires
fi’"°’fn de E', il existe une application linéaire T : A - E telle que

- TMANE est 1'identité.

- T est un l+e-isomorphisme de A sur son image.

- fj(T(x)) = X(fj) , j=1,w.,n ; x€A.

Soit I 1'ensemble des couples (A,S) ou A est un sous-espace
de dimension finie de E" et S un ensemble fini d'éléments de E'. T est
ordonné par double inclusion (A € A', S € S'). Il existe un ultrafiltre b
qui étend la famille des (A/,E) ou (K,8) = f{(A',8") : A" 2 A et s' 2 S}
Pour chaque (A,S), on choisit T(A,S) : A > E obtenu par application

du principe de reflexivite avec & = T

On définit une injection isométrique ¢ de E" dans EI/lb , en posant

ou T(A’S)(x) vaut 0 si x# A.
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I1 est clair que TPNE est 1'injection canonique de E dans EI/QL .
De plus, si x€A et f€S, on a

Donc %ﬁ? f(T(A,S)(X)) = x(f)

Par suite, l'application & : EI/QL - E" définie dans la preuve de la
proposition 3 satisfait n(p(x)) = x, donc n est une projection de EI/QL

sur @(E").

e ~/
4. EXEMPLES DE CLASSES @ ET ‘& .

On rappelle les définitions suivantes (cf. [37, [61).

Définitions 8 : Soit E un espace de Banach ;

- E est un espace P 511 existe A tel que pour tout sous-

espace de dimension finie A € E, il existe un sous-espace B, A C B qui

soit A-isomorphe a un espace 12“

- E est un espace a structure locale inconditionnelle (s.1.i.)

s'il existe A tel que pour tout sous-espace de dimension finie A C E,

il existe un sous-espace B, A C B, qui admet une base dont la constante

d'inconditionnalité est =< A,

Proposition 9 : 1. Si @ est la classe des espaces isomorphes a
un LP (1<p<=), @ est la classe des £P.
2. Si B est la classe des espaces isomorphes a

un C(K), ¥ est la classe des £ .

3. Si B est la classe des espaces isomorphes a

—

un treillis de Banach, ¥ est la classe des s.l.i.

Preuve de 1 : Soit E un espace sP ; on suppose que I est l'ensemble des

sous~espaces de dimension finie de E, ordonné par inclusion. Soit Us un

A
ultrafiltre sur I qui étend la famille d'ensembles A = %A' : A E_A}.
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Pour chaque A€ I, on choisit un sous-espace BA qui contient A et un A-
isomorphisme GA de BA sur lﬁ (n=dim BA). On voit facilement qu'il existe
des injections isométriques ¢, ¥ qui rendent le diagramme suivant com-

mutatif

e 2 s TI B/%

Ac T

0
el

Donc, II BA/1L est une u-extension de E. De plus, par ultraproduit,
AcT

les applications (eA)AE.I définissent un A-isomorphisme de cet espace

——

sur T1 1P, /U qui est un LY. Donc, P c €.
A€ T dim(A) -

L'inclusion inverse résuite du fait que tout espace 1P est un £P (avec

A=1+e, € >0 quelconque).

Preuve de 2 : La preuve est la méme -mutatis mutandis- pour les fw.
Preuve de 3 : En ce qui concerne les s.l.i., on peut se reporter a [6].
Théoreme 10 : Tout espace £P (1 <p<) a une ultrapuissance isomorphe
4 un LP.

Donc, §i 6 est la classe des espaces isomorphes a un 1P

(1<p<», B= G- P,

Le théoreme 10 prouve qu'il n'y a guere d'espoir d'isoler,
par des propriétés locales - et, en particulier, par des formules -,
les espaces £P des espaces isomorphes a des P, En effet, il affirme

que tout £P a une ultrapuissance qui est un LP (4 isomorphisme prés).

Preuve : On sait que tout espace P (1<p<>) admet un sous-espace
complémenté isomorphe a 1P. ([5], proposition IX,5.5).
D'autre part, on a vu dans la preuve de la proposition 9 que tout espace

£ E, a une extension isomorphe a un espace F = [ | lg. A/ZL,
A O
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Puisque F est réflexif, E également et, donc, d'apres la proposition 3,

E est complémenté dans tout u-extension; par suite, E est isomorphe a

p

- dim A

plété dans 1P done 11| lg, .A/ib est un sous-espace complémenté
A€T tm

de (1P)I/2L . on a donc la situation suivante

un sous-espace complémenté de F. Chaque espace 1 est lui-méme com-

- 1P est isomorphe a un sous-espace complémenté de E,

- E est isomorphe a un sous-espace complémenté de (1p)I/QL .

D'aprés le théoreme O, il existe un ultrafiltre WO sur un ensemble K
. I . . . . .
tel que (1p)K/QAD et ((1P)7/4, )K/QO soient isométriques.
K
Soit H ltespace (1P)%/U) . On a

- H est isomorphe a un sous-espace complémenté de EK/QQ

K . \ , ,
- E°/U0 est isomorphe a un sous-espace complémenté de H.

On utilise alors la variante suivante de la classique méthode de décom-

position de Pelczynski

- Si deux espaces G, H sont tels que
. G est isomorphe a un sous-espace complémenté de H.
H est isomorphe a un sous-espace complémenté de G.
1P(H) est isomorphe a un sous-espace complémenté de H,

alors G et H sont isomorphes.
(La preuve de ce résultat est obtenue en remarquant que 1P(E) est iso-
morphe a un sous-espace complémenté de H, et 1P(H) 3 un sous-espace
complémenté de E. Des isomorphismes

H ~ 1°(E) @ s

E ~ 1P er
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Oon déduit HeE ~ 1P)@esetE ~ 1PB)@s~H

et HebkE ~ 1PWeTedn ~ 1PMer~E )

K . N
Pour montrer donc que E /%W et H sont isomorphes - ce gui acheve 1la
démonstration - il suffit d'établir le lemme suivant
. p.\K P . .
Lemme 11 : Si H = (17)"/UJ , alors 1 (H) est isomorphe a un sous-espace

compl émenté de H.

Preuve : Puisque lp(lp) est en fait lp, on peut écrire H comme (1P(1P))K//100

Chaque élément de 1P(1P) est une suite (xn) d'éléments de 1P, un

nc N
élément de H est donc donné par un ensemble d'éléments de 1P (xk) ;

1/p
nE N, k€ K ; la norme étant calculée en posant ||x” = lim (2 leﬁup) .
n
Si on pose nn(x) (xllf)k6 K> on obtient un élément de (lp)K/ZO (soit H).
De plus
ol = um 1351
on a donc N N .
2 = P = 1in oz [P = [Ix]|P,
n n
n=1 n=1
. 1/p ‘
a ot (= fl= Goil®y = ix]]

n

On a donc une projection de norme 1 de H::(lp(lp))K/QQ sur 1p((1p)K/HD :]}%H)Q

. 1 A .
En ce qui concerne les espaces £, la méme méthode permet

d'obtenir seulement le résultat suivant.

Théoréme 11 : Tout espace isomorphe a un sous-espace complémenté d'un

1 . . . 1
espace L a une ultrapuissance isomorphe a un L°.

oC
Pour les espaces £ , on a
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Théoreme 12 : Tout espace isomorphe a un sous-espace complémenté d'un

espace C(K) a une ultrapuissance isomorphe a un C(K).

Avant de donner la preuve de ce théoreme, on doit rappeler

le résultat suivant di a Pelczynski : ( 5], théoréme IT1.4.36)

- Si K est un espace métrique compact et si C(K) est isomorphe
a un sous-espace d'un espace de Banach séparable Y, alors

C(K) est isomorphe a un sous-espace complémenté de Y.

Ce résultat a pour conséquence dang le cas non séparable

- S1 K est un espace compact et si C(K) ~st isomorphe a un
sous~espace d'un espace de Banach Y, alors il existe uune
ultrapuissance X de C{K) et une ultrapuissance YO de Y

tels que X0 soit isomorphe a un sous-espace complémenté
de Y .
o

Preuve de cette assertion : Soit Z un sous-espace de ((K), qui contient

1'unité de C(K) est un sous-treillis séparable de C(K) et est tel que

Z et C(K) aient des ultrapuissances isométriques. L'existence d'un tel Z
résulte du théoreme 0'. Z est un M-espace avec unité et donc un espace
C(Kl) ou K1 est un compact métrisable. Soit maintenant v un 1scemorphisme
de C(K) dans Y. Soit Y1 un sous-espace séparable de Y gqui contient 1'image
par y de C(Kl) et qui est tel que Y1 et Y aient des ultrapuissances 1s0-
métriques. D'apres le résultat de Pelczynski, C(Kl) est i1somorphe a un
sous-espace complémenté de Yit Si C(Kl)l/lb et C(K)J/Qﬁ sont isoméiriques,
C(K)J/Q9 est isomorphe a un sous-espace complementé de Yll/ié . D'autre
part, puiégue Ylt %? ou % est la classe des ultrapuissances de Y,

er/it ¢ & (proposition 6.4). Si (er/lh)L/Uj et (YM/3$> sont isomé-
triques, alors (C(K)I/ZQ)L/QQ est isomorphe & un sous-espace complémenté
de Y'/x . c.q.f.d.

Preuve du théoreme 12 : On suppose E complémenté dans C(K) ; alors K

a un sous-espace isomorphe a ¢ ([5], proposition IT.4.33).



VII.1E

D'apres le résultat qu'on vient dfétablir, il existe des ultrapuissances
c I/QL et EJ/QY telles que Col/lh\ est isomorphe a un sous-espace
cgmplémenté de EJ/Q? . EJ/TQ est complémenté dans C(K)J/Q9‘ . L'espace
C(K)J/%? est un espace de fonctions continues sur un compact, soit C(Q).
C(Q) qui est un espace £ se plonge dans une ultrapuissance de cO
Par suite, il existe une ultrapuissance C(Q)L/QO qui est isomorphe
a un sous-espace complémenté d'une ultrapuissance de .- L'espace E
B, = (87/2)0/0

- est iscomorphe a un sous-espatce complémenté d'une ultra-

1’

puissance de €,

- a un sous-espace complémenté isomorphe a une ultrapuis-

sance de co.

Comme dans la preuve du théoreme 10, on en déduit que E, ( et donc E ) a

1
une ultrapuissance isomorphe a une ultrapuissance de c,*
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