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1
§.5 DUALITE LP(Q,A;E)-1Y(Q,2;E') ET PROPRIETE DE RADON-NIKODYM POUR UN
DUAL E'

Y . ’ .
Théoreme (5,1) : Soit 1<p < +®, et &' € LP (Q,K;E'),%aul, = 1. %
définit une forme linéaire continue ug . sur Lp(Q,K;E), méme si A n'est
pas concassable, par f - J<Q,f>dl ; sa norme est HuQ.H = HQW\ ,
Y @,nE)
Pour 1 < p < +®, & = ug - est une bijection linéaire isométrique de

EEO,K;E') sur (LP(Q,A;E))' (pour p > 1, il n'est pas nécessaire que A

soit concassable).

En résumé brutal :

1]
Pour 1 € p < +*, le dual de LP(Q,2;E) est LY (Q,2;E").

Démonstration
!
1) Pour f° € Lp(Q,K;E), @'ezuﬁ (Q,A;E'), la forme bilinéaire
(8°,£) = [<8,£>dh € € a été définie au lemme (2.2bis) ; donc & définit

bien une forme linéaire continue U . sur Lp(Q,K;E), de norme

HuQ.H < e ., ; A n'a pas besoin d'étre concassable.
LY (@Q,A;E")
2) Montrons maintenant que, si & € £p'(Q,K;E'), Huq.H = H@'H ,
LP@,2;E")
qui est aussi H@'H . par la remarque (2.6). 2.
LY (Q,2;E")

Supposons d'abord & étagée. Il existe une fonction a =2 0, étagée avec les

mémes étages que & telle que | 1, et Il@la(ih = ||&]|

P, P (Q.3;E")
Ensuite il existe f € £P(Q,A;E), encore étagée avec les mémes étages,
telles que Ifl = a, et <§,f> = I@la(l-—e). Alors Hf’“ =1, et
L?(@Q,2;E)
HuQ.H =z |[<¢,e>an| =2 (1-2) [lelear =27 (1-¢), d'ou le

1
L (Q.a:E")
résultat, € étant arbitraire. Si ensuite & est quelconque, elle est
!
limite d'une suite de fonctions Qn étagées, dans LP (Q,A;E') ; alors

9
H@‘-—QAH tend vers O, donc aussi Hué. - Ug. |, et de 1'égalité

!
P (@Q,n;E")
pour les Qn on la déduit pour @. Ici encore, A n'a pas besoin d'étre con-

cassable.
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3) Supposons maintenant A probabilité, et soit u une forme linéaire
continue sur LP(Q,A;E), 1 <p< +w. Soit e €E ; alors £ —~ u(fe) est
une forme linéaire continue sur Lp(Q,K), donc est un élément v(e)

de 1P (), avec |u(te)]| < |lull lltell = lull 1]l lel,
LP(q,\;E P (0,2)

donc ||v(e)” ' < |lull le] ; et v : e = v(e) est alors une
P (Q,\)

application linéaire continue de E dans Lp'(Q,X), avec ||v” < ||u” .

(Ceci ne subsiste pas pour p= +» ; toutefois si u-= u@., @G,gi(ﬂ,X;E'),
c'est encore vrai, car v(e) = < 3,e >" € Ll(Q,X), et on a encore

la méme inégalité l‘v” < ||u” ).

Elle définit donc une probabilité cylindrique A sur ¢(E',E), de type p',
||A”;; < llu” ? Ceci se démontre d'un seul coup (a la fois Prokhorov

et 1l'ordre), en montrant que, si G est un sous-espace quelconque

de dimension finie de E, d'injection j : G C5E,G' = E'/Go son dual,
avec la projection canonique tj : E' » G' la probabilité de Radon tj(A)

sur G' vérifie toujours |‘tj(A)Hp, < llu” .

[En effet, si BE'(R) et BG'(R) sont les boules de rayon R de E' et G'
t. .
respectivement, J(BE,(R)) = BG'(R) ; alors, de ||tJ(A)”p, < ||u” ,

1 1]

on déduit (tjA)(BG,(R)) < |lull® /RP ; donc, pour e donné, le
1

t, : . P
compact BE,(R) = K de ¢(E',E) vérifiera ( J(A))(tJ(K)) < g si Jlgﬂ—— < g,
c'est la condition de Prokhorov et A sera de Radon sur o(E',E).

t.

Ensuite, pour tout E€E', lE\E, = sup l J(§)|G, (sup pour tous les (j,G)),

et le passage a la limite pour un ordonné filtrant croissant de fonctions

semi-continues inférieurement = O sur o(E',E) donne

1

. 1/p
- p
lall = Tel® ante)

) 1/p'

= sup (f ltj(g)lp an(g))

(3j,6) °

. 1/p'

= sup (P [0IP" a0 ()

(j,a) ~

t.

= sup Y5l , < [ ull 1.

(3,6) P

* Nous allons montrer que A est de Radon sur ¢(E',E), d'ordre p', avec

el o= Tl
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or LP(Q,A;G) est un sous-espace de LP(Q,K;E), et la restriction
de u a ce sous-espace est uj; a partir de uj, on définit une applica-
tion linéaire continue de G dans Lp'(Q,X), qui est vj; elle définit
une probabilité cylindrique sur 6(G',G) = G', qui est justement tj(/\).

Mais, comme G est de dimension finie, v j est de la forme g- < @G,g:>dx,

0 GLp'(Q,K;G'). Et alors, le point 2) montre quelluj”:ll@

G Gv”va ’

(Q,A;G")
t. . p
mais ce dernier membre est exactement ||'J(A)“p, , pulsque QG' rea-

lise tj(A). On a donc bien Iltj(A)”p, < Iiu” , d'ou le résultat rela-

tif a 4. Mais alors, le théoreme (4.1) dit que A est réalisée par

3" €1R' (B, avee [l = el )y = llull, done w=u,.

ngQ,K;E') ¢
et llu” = lI@'H ' (si p= +o, et si u-= ué., ujs= ut . , alors
LY (q,A;E") s
@é' = tj@' ; on trouve donc encore que Il@'” 1 < Ilu” , donc :llul.

L, (Q,AE")

Le théoréme est donc completement démontré pour A probabilité, donc

aussi pour A finie.

4) Supposons maintenant A quelconque non nécessairement concassable ;

1< p< +o pour u quelconque, ou p= +» si on sait que u=u Pour toute

5
1
partie A de (), A-intégrable, on trouve éAGELi(Q,K;E'), portée par A,

représentant la restriction de u aux fonctions de Lp(Q,K;E) portées

p' S”u”‘
Ly (Q,A;E")

Soit eA > 0 le module minimum des fonctions de la classe @A. Alors,

par A. Si A C B, @é induit @A sur A. Mais toujoursll@A”

si A C B, eé induit GA sur A, et IleAH , < llull . comme p' =+
? (o)
puisque p# 1, cela entraine l'existence d'une partie Q' de (), réunion
dénombrable de boréliens disjoints de A-mesures finies, puis d'une 6°
|
portée par Q', et d'une &' € Lﬂ (Q,A;E') portée par Q', telle que u=u

avec |la"ll _, < llull @one = [lull .
L (Q,2;E")

%"’
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Le méme résultat subsiste pour p=1, p'=+», si A est concassable,
en raisonnant sur chaque morceau (déja la dualité, dans le cas sca-

laire, (Ll)' - LY, suppose A concassable).

Nous allons maintenant voir diverses propriétés équivalentes

a la propriété RNP pour E' ; les énoncés seront plus simples que pour E.

Tout d'abord, la propriété RNP pour E' se définit, comme pour

1
tout Banach, par £(L (Q,A);E') = LT(Q,A;E') ; mais ici

£(L1(Q,X);E') = £(E;L7(Q,\) = L:(Q,K;E') (corollaire (2.3)), de sorte
que E' vérifie RNP si et sealement si s(B;L7(0Q,0)) = LT(Q,AE'), ou

si et seulement si L:(Q,K;E') = LY(Q,A;E").

On va d'abord donner un énoncé simplifié de (3.2) lorsque le Banach E

est remplacé par un dual E' de Banach.

Théoreme 5.2 : Si E' a la propriété RNP, toute classe @°EEL;(Q,K;E‘)

admet un représentant 3% € xO(Q,K;E'), qui réalise le module minimum 6°

de 3 . Ou encore, l'application canonique L°(Q,A;E') - Lz(Q,K;E') est

une bijection.

Inversement, si la propriété ci-dessus est vraie pour toute 3 € Li(Q,k;E'),

E' vérifie RNP.

En résumé brutal : E' A LA PROPRIETE RNP, SI ET SEULEMENT SI

L°(Q,;E') = La(Q,A5E") .

Démonstration : Le cas +o (pour la réciproque) est la définition.

Soit & € Li(Q,K;E‘), 8 son module minimum du théoreme 2.5. Alors

e »< 8 ,e > /0 est une application linéaire continue de E dans L7 (Q,2),
de norme < 1. D'apres le cas +» traité, si E' vérifie RNP, il 1lui
correspond w€5£w(Q,K;E'), \wl < 1, telle que < 3,8 > = < V, >0 =<3,E>

si @ = V0O, d'od le résultat.

Corollaire 5.3 : Si E' vérifie RNP, LY(Q,2;E') = L?\L(Q,K;E') pour tout q,
0<sq < +». Inversement, si c'est vrai pour un q et A probabilité, E'

vérifie RNP.
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Démonstration : Supposons que E' vérifie RNP. Si é'EEL%(Q,K;E'), il
existe © E(XO(Q,K;E'), i5| = 6, module minimum de la classe &  ; donc
130, el
£(Q, EY) L, (Q,A;E")

Inversement, supposons ceci vrai pour un g, et pour A proba-~

bilité. Alors, c'est vrai pour q =+, donc E' vérifie RNP.

Corollaire 5.4 : E' vérifie RNP, si et seulement si le dual de Lp(Q,X; E)

t
ost LP (DA E'), 1Sp< oo,

Démonstration : On applique 5.1 et 5.3.

On va maintenant donner un énoncé du théoreme 4.2 ou E est

remplacé par E'.

Théoreme 5.5 : 1) Si E' a la propriété RNP, toute probabilité de

Radon sur o(E',E) provient d'une probabilité de Radon sur E'. Inver-

sement, si ceci est vrai pour les probabilités de Radon de type +o,

Et verifie RNP.

2) Si E' vérifie RNP, et si A est une probabilité

cylindrique sur E', de type (7,0) (i.e. si e" converge vers O dans

(E",E'), e"(A) converge étroitement vers 6), ayant une image de Radon

[\0 sur 6(E',E), alors A est déja de Radon sur E'.

Inversement, si, pour un p fini =0, toute probabilité cylindrique de

type +» et de type (7,p) sur E' est de Radon, E' vérifie RNP.

Démonstration : Soit Ac de Radon sur o(E',E), réalisée par une fonction

aléatoire linéaire v : E ~ LO(Q,X), A probabilité. Elle est alors réa-
lisée, par le théoreme 4.1, par une @'EEL;(Q,X;E') ; si E' vérifie RNP,
@”(ELO(Q,K;E‘) par le théoreme 5.2, et alors A% = 8(\) est de Radon
sur EY ; son image Ag dans o(E',E) est Ag, ce qui démontre la partie

directe de 1).
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Soit maintenant A probabilité cylindrique sur E', de type (71,0),
ayant une image de Radon AG sur ¢(E',E). Si E' vérifie RNP, la partie
directe de 1) dit que A0 est 1'image d'une probabilité de Radon A° de E'.
Alors A et A® ont méme image dans 6(E',E) ; elles sont toutes les deux
de type (71,0) ou encore scalairement concentrées sur les parties fai-
blement compactes convexes, A par hypothese, A° parce qu'elle est de
Radon, donc elles sont égales (e" = e"(A) et e" - e"(A®) sont toutes
deux continues de 7(E",E') dans 1l'espace PP(L) des probabilités sur T
muni de la topologie étroite, et elles coincident sur E dense dans 7(E",E'),
donc partout) (1). Donc A est de Radon, ce qui démontre la partie directe

de 2).

Montrons maintenant la partie réciproque de 2). Supposons que
toute probabilité cylindrique A sur E', de type +x et de type (7,p), p
fini =0, soit de Radon. Soit u une application linéaire continue de
L1(Q,K) dans E', A probabilité. Alors tu est linéaire continue de
7(E",E') dans T(Lw,Ll), donc a fortiori dans T(Lp,Lp') = LP(Q,K) pour
p fini =1, donc a fortiori dans Lp(Q,K) pour p fini 20. Alors A est
de Radon sur E', d'ordre +o puisque de type +», donc A est rédisée par
une 3 €L7(Q,A;E'), avec < §,e'" >" = tu(e") donc j 3fd\ = u(f) pour
£ el (Q,\;E'), et E' vérifie RNP.

Démontrons enfin la propriété réciproque de 1). Supposons
que toute probabilité de type += sur ¢(E',E) provienne d'une proba-
bilité de Radon sur E'. Soit A une probabilité cylindrique de type +w
sur E', et de type (7,0) ; nous allons montrer qu'elle est de Radon,
donc, d'apres la réciproque de 2), E' vérifiera RNP, ce qui démontrera
la réciproque de 1). Or 1'image AG de A dans o(E',E) est de type +w,
donc provient d'une probabilité de Radon A® sur E'. A est de type (7,0),

(1)

Voir L. Schwartz : "Radon measures on arbitrary topological spaces
and cylindrical measures', Oxford University Press, 1973, Part II,
chap. II, 8 2, prop. 6, page 200 ; et Séminaire Ecole Polytechnique
1969-1970, prop. (XI.4;1) page (XI.6).
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mais aussi A° de Radon ; elles ont méme image dans c(E',E), donc sont

égales, donc A est de Radon, cqfd.

§ 6. LA PROPRIETE DE RADON-NIKODYM ET LES MESURES A VALEURS BANACHIQUES.

C'est ce genre de propriétés qui est a 1'origine du mot Radon-
Nikodym, mais Dunford-Pettis aurait été meilleur. Pour des mesures
scalaires, Radon-Nikodym dit que, si p=0 est dominée par A =0 (toute
partie A-négligeable est p-négligeable), et si A et p ont un concassage
commun (ce qui est toujours le cas pour deux mesures oc-finies ou deux
mesures de Radon), on peut écrire p= 3\, 3 =0 A-mesurable partout finie ;
la propriété RNP n'a rien a voir avec cela. Le théoreme de Dunford-
Pettis (déja montré par ces deux auteurs dans certains cas vectoriels)
dit que, si pggk,‘Q A-mesurable et 0<3=1. Bien sir, dans le cas
scalaire, c'est un cas particulier de Radon-Nikodym ; mais c'est seu-
lement ce cas particulier qui est extensible aux Banach, et qui sera

lié a la propriété que nous avons appelée RNP.

Définition 6.1 : On appellera mesure sur ((,03) a valeurs dans un

Banach E une application p: & - E, dénombrablement additive : si

(Bn)n €N
p(B) = % p(Bn) (suite sommable).
n

est une suite d'éléments disjoints de @, de réunion B, alors

Nous ne comparerons g qua des mesures A >0 finies ; sans quoi il serait
nécessaire d'introduire '"le prolongement de Lebesgue de p'" (Bartle,
Dunford, J. Schwartz, E. Thomas), ce qui nous meénerait trop loin.

Donc, dans tout ce paragraphe, p sera une mesure banachique sur (Q,®),

A une mesure =0 finie.

Définition 6.2 : On dit que p est majorée par A, et on écrit p £ 2,
si, pour tout BEG, lp(B)] < A(B).

Théoreme 6.3 : Jkﬂﬂ!i_2€<£:*

A par p.(B) = [ & d\» (intégrale *-scalaire) €E. On la note = B\,
Hs RaL Mg Hs

(Q,A;E") de norme =1 définit une mesure

et si p et A ont un concassage commun, p= A,
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Deux fonctions 3 et §&' définissent la méme mesure si et seulement si

(Q,A;E"), de norme <1,

elles sont %*-scalairement A-pp égales. Donc @'GZL:%

définit une mesure p@,<KK. Inversement, pour toute mesure p<LA, il

existe @“GEL:*(Q,K;E") unique telle que p= d\.

En résumé brutal
L'ESPACE DES MESURES MAJOREES PAR A EST EN CORRESPONDANCE

BIJECTIVE AVEC LA BOULE UNITE DE L, (Q,A;E").

Démonstration : Une mesure p<L&L)A définit une application linéaire

) = ? Ci ,J-(Bi)y

de 1'espace des fonctions étagées dans E, par p(y c; 1B
i

et, on a lp(s c; 1p Y|« ¢ ‘Cil K(Bi), c'est-a-dire |p(f)| s a(l£]).
i i i
Donc, elle se prolonge en une application linéaire continue u de Ll(Q,K)

dans E, de norme <l1. Inversement, une telle application u définit une

mesure p par p(B) = u(lB), et |pd)| < |lull ||1BH y ) = AM(B) ; c'est
L (Q,A

bien une mesure, autrement dit elle est bien dénombrablement additive,

car, si B=U B , les B disjoints, 15 = £ 1, dans Ll(ﬁ,x), donc
n n n

p(B) =% p(Bn). Le théoreme résulte alors du corollaire 2.4.
n

Remarque : Le cas d'un dual est un peu plus simple, et se ramene

a 2.2 : l'espace des mesures a valeurs dans E', majorées par A, est

en correspondance bijective avec la boule unité de L; (Q,\;E") = £(L1(Q,K);E').

Théoreme 6.3 : E a la propriété RNP, si et seulement si toute mesure p

majorée par A s'écrit p= &\, ou @'fiLm(Q,K;E), de norme <1.

Démonstration : C'est la définition 3.1 bis.

I1 est intéressant de pousser un peu plus loin 1'étude des mesures de

la forme &A.

Définition 6.4 : 1) On dit que p est dominée par A si tout borélien

A-négligeable esr p-négligeable. On écrit p‘é A
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2) On dit que p est de base A si elle s'écrit p= 32,
setla,nm).

Remarques 6.5 : 1) Une mesure p n'admet pas toujours de majorante A

finie =0. Si elle en admet, elle admet une plus petite majorante finie =0.
En effet, supposons que p,éskl et u-<<K2. La mesure Inf(li,Xz) est défi-
nie par (Inf(hi,Xz))(B)::Inf(ll(B1)+K2(B2)), pour toutes les partitions

B. U B2 = B ; alors, p-<<1nf(l1,h2)° D'autre part, soit (Ki)

1 un

i€l
ordonné filtrant décroissant de mesures finies =0 ; alors la mesure
A = Inf A, est définie par (Inf A.)(B) = Inf (A,(B)) ; donc, si p est
ier ' ier ! ier '

majorée par toutes les Kj, elle est majorée par leur borne inférieure A.
L'ensemble des mesures = 0 finies majorant A, s'il n'est pas vide,admet
donc un plus petit élément.

2) Une mesure p n'admet pas en génral une dominante A
finie =0. Il reste vrai que, si p est dominée par Xl et 12, elle est do-

minée par Inf(hl,l2)« En effet, il existe en fait une partition B=B,6 U B2

telle que Inf(kl,Kg)(B) = K1(81)4-h2(B2) ; si alors B est Inf(li,Kz)i
négligeable. p(B)::p(Bl)-+p(B2) = 0.

Mais il n'est plus vrai que si p est dominée par des Ki, i€l, elle
soit dominée par leur borne inférieure. Donc, il n'existe pas de plus
petite dominante 20. C'est déja trivialement faux pour p=0 : elle est

dominée par toutes les ep, ©€>0, et pas par O.

3) Une mesure p n'est pas nécessairement de base =0,
i.e. il n'existe pas A finie 20 telle que p= 3A. Méme une mesure p dominée
par A n'est pas nécessairement de base A. Les seuls Banach pour lesquels

cette propriété soit vraie sont ceux qui ont une dimension finie.

4) p est dominée par A si et seulement si elle est
scalairement dominée par A, ou scalairement de base A. Car, si A(B) =0,
p(B) = 0 équivaut a < p,§ >(B) = O pour tout EEE'.

i . .
wx(QASE), admet des majo-

rantes =0 ; sa plus petite majorante finie 20 est OA, ou 6 est le module

Théoreme 6.6 : 1) Une mesure p =3\, & €L

minimum de la classe 3  (théoreme 2.5).
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2) Si p est majorée par A et de base =0, elle s'é-

crit p= 8, & ELOO(Q,K;E), de norme <1.

3) Si p est dominée par A et de base =0, elle est

de base M.

4) E a la propriété RNP si et seulement si toute

mesure a valeurs dans E, majorée par une mesure finie =0, est de base =0.

5) E a la propriété RNP, si et seulement si toute
mesure a valeurs dans E, dominée par A et majorée par une mesure =0,
est de base A. (C'est la définition adoptée usuellement dans la litté-
rature, et c'est la seule qui justifie le nom de Radon-Nikodym. Mais,

ce n'est pas la propriété la plus utile ‘ )

Démonstration : 1) Soit 8¢ &, de module l—‘ﬂ = 0 ; p est aussi OA.

Bien entendu, 6\ est une majorante. Soit % la plus petite majorante =0.
Alors v < 6\, donc v = r 6A , r OA- mesurable 20 sur (, O<r <1 ; on peut
prendre r=0 la ou 6=0, donc r estA-mesurable. Pour tout E€E', el <1,
la mesure < p,§& > = < %,E > est majorée par v =r 6\, donc ‘< 3, E >] <r 6,

A-DPp. Alors,lSl‘JP l < E,§ >‘, qui est 6°, est < r 6, A-pp. Donc r=1,A-pp,
gl <1

et wv= 6BA.

2) Soit p majorée par A, et de base ¢=0. Donc pu= Vo,
\peLl(Q,G,E). D'aprés 1), la plus petite majorante =0 de p est |V¥|o,

donc \\J/losx. Alors l\l/lo = rA, r A-mesurable, O<r<1.

alors p=vo = 1o l¥lo = [y 0 = @, ser’(nm), ol <1.

3) Soit p dominée par A, et de base 620 : p= Vo,
\IJELl(Q,G;E). Alors p est dominée par A et par o, donc par Inf(A,o0) = ro,

N e

r borélienne, O0<r<1. Alors p=VY6 = = ro (1l'ensemble borélien A {r=0}

est Inf(A,c)-négligeable donc toutes ses parties boréliennes sont de
p-mesure nulle ; alors toutes les < p,§ > = < ¥,€ >0 donnent une mesure
nulle a toute partie borélienne de A, donc < V,E > = O sur A, G-pp ;

étant c-mesurable, Y= 0 o-pp sur A ; et y_9o._ 0 c-pp sur {r=0}).
v =0 p
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Mais Inf(A,0) = sA, s borélienne A-mesurable, O<s<1.
Donc p = % Inf(X,0) = % = 3,% A-mesurable.
Et I.L;L s dA j I I d(Inf(A,0)) = f l%l r do = I [wl do < +o.

Donc p= &A, @ELl(Q,K;E).

4) Supposons que E vérifie RNP. Si alors p <A, on
a p= %A, 5 €L°(Q,A\;E), |&| <1, d'aprés 6.3 ; donc elle est de base A = O.
Réciproquement, supposons que toute mesure majorée soit de base =0.
Soit p L A. Elle est de base 20, et alors s'écrit, d'aprés le 2), u= @A,
QelfYQ,x;E), i@ig]J Donc E vérifie RNP d'apres 6.3.

5) Supposons que E vérifie RNP. Soit p une mesure
majorée, dominée par A. D'apres 4), p majorée est de base =0 ; dominée
par A, elle est de base A par 3). Inversement, supposons que toute me-
sure majorée, dominée par A, soit de base A ; alors toute mesure majorée

est de base =0, E vérifie RNP par 4).

$ 7. LA PROPRIETE DE RADON-NIKODYM ET LES MARTINGALES BANACHIQUES.

Soit (Q,3,A) un espace de probabilité, ((th')ténz un ensemble
+

de sous-tribus de la tribu A-mesurable, croissant et continu a droite,
indexé par IR+u Soit ©° la tribu engendrée par la réunion des ‘zft

Si X est uni fonction A-intégrable sur (, a valeurs dans un Banach E,
&

les Xt = X~ , espérance conditionnelle de X sur th, A, forment une mar-

tingale, et on sait qu'elle admet une version réguliere, i.e A-ps (ps
veut dire presque sfirement) réglée et continue a droite. En outre, Xt
converge A-ps et dans Ll(Q,l;E) vers Xw:.xem, et les Xi sont uniformé-
ment intégrables. Le probleme qu'on veut étudier est celui d'une martin-

gale réguliere (Xt)t e g’ Sans donnée d'une X ni d'une X, et de géné-

raliser aux martingales banachiques certaines propriétés des martingales

) . . . t .
scalaires. Dans le cas scalaire, on sait que, si I |X | d\ est borne
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pour t € IR+, Xt a une limite X* A-ps pour t =+, et X* est 'ﬁm—mesurable
et A-intégrable ; mais, en général, Xt ne tend pas vers X” dans Ll(Q,K),
et (Xt,’Et), (x ,"@w) ne forment pas une martingale ; il en est ainsi

si et seulement si les (Xt) sont uniformément A-intégrables.

Théoréme 7.1 : 8i [ Ixtldx est borné pour t€ R, il existe X“€ £H 0, A EM),

telle que X‘t converge, pour t - +», ¥-gcalairement A-ps. vers x°.

Si, en outre, les lXtI sonf uniformément A-intégrables, alors, pour
tout E€E', (< Xt,§> ,'Et), (<Xm,§> ,’83;:) est une martingale (%; est
la complétée de & pour L), et les <Xt ,E> convergent vers <X ,&>
dans L (Q,\) ; en outre, x“ e J' (Q,A; EM).

~ 336

Démonstration : 1) Les |th forment une sous-martingale réguliere =0,

et la condition de 1'énoncé entraine que lXt| converge A-ps. vers une

limite S~ 2 0 A-intégrable. Soit € dans E' ; alors les <Xt,§> forment
une martingale, et Ur ‘<Xt,§>l d\ est borné pour t € R , donc <Xt,§>
converge A-ps. vers une limite X5 A-intégrable ; et |<X ,ES| < |Xt| l§|,
donc |x*| <s%l€|. ponc, (X /ST)° est une application linéaire con-
tinue de norme <1 de E' dans L (Q A). I1 existe donc, d'apres Dunford-
Pettis, théoreme 2.2, V€ x*(Q,x ; E") telle que <V,E> = x°§°/ S A-ps.,
donc <X ,E> = xz A-ps., si X* = vs"; et |X7| £ 8%, donc X"€ ,SZ}%(Q,K;E”),
Au lieu de considérer A comme mesure sur 5, on on pourrait la considérer
comme mesure sur’@co a laquelle appartiennent tous les X ‘X | , donc
on peut choisir Y€ ¢ (Q ’@ ;A 3 E"), donc ) QI (Q,‘C’, ,K;E") ; toutes

les fonctions <X ,§> sont"@ -mesurables, ou '@ est la complétée de

pour A.

2) Si les lth sont uniformément 1ntegrables, alors
aussi les |<Xt €>| pour E€E', donc (<Xt,§> ’et) (<X ,E>, @ >) est
une martingale, et <Xt , &> converge vers <X ,§> dans L (Q,n).

Bien entendu, en appliquant le théoreme 2.5, on peut choisir x~ ayant
le module minimum de sa classe, alors IXOO‘ est A-mesurable donc A-inteé-

grable.

Montrons alors que x” € 5:-)(-‘9(0’7‘ ; E"), c'est-a-dire que, pour

toute f borélienne bornée, I X" f d\ (intégrable *-scalaire) €E.
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,@oo

[e<) . e} ) o
Comme X est *-scalairement ?fx—mesurable, c'estaussi I X f da,
(o0}
donc on peut supposer que f est € -mesurable. On a alors, pour les inté-
grales *-scalaires

t ot
| x%r-x' C) anl - | f X“(£-£C ) anl

| (x®-x®r danl

< M 1x7 lf-fﬁtl a .

t
) g =3 . , .
Mais, f converge A-ps. vers f en restant bornée (si on prend une

t
version réguliere de la martingale des fQS ), donc, d'apres Lebesgue,

j X7 £ da est a distance nulle de E dans E'" (car f x* f dr €E),
donc est dans E, c.q.f.d.

(1)
Théoréme 7.2 : (Chatterji). Si E a la propriété RNP, alors la fonction X

du théoreme 7.1 peut &tve choisie A-intégrable a valeurs dans E et -
mesurable, et Xt converge vers x” A-ps. Si, en outre, les lth sont
uniformément intégrables, (xt,wﬁt), (Xm,Tim), forment une martingale,
et X° converge vers x” dans LE(Q.X; E).

Démonstration : 1) La méthode n'utilise absolument par le résultat du

théoreme 7.1, et, on va retrouver x” par une tout autre méthode. Soit
" le clan réuniocn des’Cﬁ, t€ R ; I est stable par complémentation,
et par réunions et intersections finies, mais pas par réunions et in-
tersections dénombrables ; la tribu engendrée par T est 8°. @ n'inter-
viendra plus, nous considérerons A comme définie sur €”. Soit BET ;

1 t
alors B¢€ @ © pour un certain t  ; donc 4,‘; xt an = “LX ® dx pour t zt ,

on peut donc parler de p(B) = 1im [ Xt dA. On a construit ainsi sur T

t -+ %

une "mesure simplement additive'" p a valeurs dans E ; méme dans le cas
scalaire, elle n'est pas en général une vraie mesure, dénombrablement

3 0 14 2 3 (S 5
additive ; elle n'est en outre pas définie sur ® , mais seulement sur T.

Soit maintenant M(B) = Sup ¥ |p(Bn)!, le Sup étant pris sur toutes les

suites, finies ou non,

(1)

S.D. Chatterji : '"Martingale convergence and the Radon-Nikodym theorem

in Banach spaces', Math. Scand. 22 (1968), page 21-41.
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(B ) EN’ de parties disjointes de B ; on peut se borner aux sommes
n’'n
finies, puisque toute ¥ ‘p(BN)l est le Sup de ses sommes finies. Tout
n
d'abord, M(B) < += ; en effet, si tous les Bn (en nombretsupposé fini

comme on vient de le dire) sont dans & ° ) p(Bn) = [ X ® ax, donc

n

t
s lu@)| < [ |x °| ar < sup jlxtl ar < +o.
n n Q t E:R+

Ensuite M est une '"mesure finie = O simplement additive" sur I, et
c'est évidemment la plus petite qui majore p.
Nous allons maintenant remplacer () par un compact, spectre d'une algebre

de Banach. Considérons 1l'espace C_(Q)) des limites uniformes de fonctions

r
* )
I'-étagées sur Q. C'est une C -algebre de Banach commutative. Il a un

A . . A

spectre compact Q, et CF(Q) est isomorphe a l'algebre C(()) des fonctions
LS

continues sur (). Dans cette correspondance, une partiec A€ définit

A
1A(ECF(Q), élément égal a son carré, donc 1

A .
= 1A, ou A est une partie
A A A A ~
ouverte-fermée de () ; inversement, si A est ouverte fermée dans (Q,

1ﬁ est une fonction continue égale a son carré, donc de la forme
?A,lAGECF(Q) ; alors A est limite uniforme de fonctions '-étagées, d'ou
1'on déduit aussitdét que AE€T ; on a donc une correspondance bijective
entre ' et le clan ? des parties ouvertes-fermées de‘a. 6 est complete-
ment discontinu, les fonctions continues étagées sont denses dans c(ﬁ)
puisque les fonctions I'-étagées sont denses dans C (.

— r
Mais maintenant M et A définissent des fonctions simplement additives
N\ A N
> 0 sur [, que nous noterons M et A. Elles s'étendent en formes linéaires
continues = O sur l'espace des fonctions continues étagées, par

A AN A AN A A A
M(3 e, 1/1;1) = T, M@AD, IM(z c, 131)\ < Slilp Icil 71. M(A) = sli;plci\ M(Q)< +oo.

Donc elles se prolongent encore en formes linéaires continues = O sur

A . . N
C(Q), c'est-a-dire en mesures de Radon = 0 sur (), que nous noterons
A A , L. A A A . ﬁ
encore M et A. Nous aurons alors une decomposition M::M1+ M2, ou M, est

A A, . NEA .
de base A, et M2 étrangere a A ; elles sont portées par deux ensembles

, , . A AN A A ~ A A
boréliens complémentaires de Q, Q, et Q,, Q, portant A et M, Q. A-négli-
A A A 1 2 1 1 2
geable portant M2 ; Mi = 1aiM.

Considérons maintenant'ao Elle définit une application li-

néaire continue, de 1l'espace des fonctions continues étagées, dans E,
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A AN A NN A LA
par p(z c, 13) =2 ¢y w(A,), avec Ip(g c, 13.)l < Ici| M(Ai) < Sgplci‘M(Q),
i i i i i i i
s . . EAS
donc encore une application lineaire continue ﬁ : C(Q) — E, une mesure

de Radon sur ¢ a valeurs dans E.

Les inégalités ci-dessus se prolongent a c(® par passage a la limite

et donnent Iﬁ(@)l < ﬁ(l@l) : ﬁ est majorée par'ﬁ. On en déduit aussitot
que p est prolongeable, au sens d'Erik Thomas, aux fonctions boréliennes

(1)

bornées sur (), avec touJours;JiéM

On peut donc considérer les mesures de Radon prolongeables, a

AN\
valeurs dans E, ﬁ = 1n ﬁ, ﬁ = 1A'ﬁ, définies par'ﬁ,(@) = ﬁ(Q, ﬂlﬁ).
1 Ql 2 Q2 i i

Alors “1 est portée par Ql’ majorée par M1 donc dominée par’% (tout
ensemble K negllgeable est M1~neg11geable donc H*—negl1geable) et ﬁé
est portée par 02 X—negllgeable, et majorée par M2.
Maintenant revenons en arriere a () et au clan . On trouve,
en plus de M et p, également Ml’ M2, Hys My, comme "mesures simplement
additives" sur le clan [, par exemple avec p (B)—-p (B) pour B €T.
Mais il existe une condition nécessaire et sufflsante pour qu'une me-
sure finie simplement additive » >0 sur ' soit prolongeable en une
vraie mesure finie > O sur la tribu gl engendrée par ' : c'est que,
si (Bn)n €N
vide, v(Bn) tende vers 0. Or, M1 posséde cette propriété ; car A(B )tendurs(}

est une suite décroissante de parties de I', d'intersection

A A A
doncX(Bg aussi et comme M1 est de base K M (B ) tend vers O, donc aussi

Ml(Bn). Donc M1 est prolongeable en une mesure (dénombrablement additive)

(o] , . .
finie = 0 sur % , encore notée Ml' Et, il est aussi connu qu'une mesure

banachique simplement additive p, sur ', majorée par une mesure finie
Mlzzo prolongeable é?gm, est aussi prolongeable en une mesure banachique
dénombrablement additive surqgm, encore notée By et les prolongements
a7 vérifient encore By <§M

Mais la propriété relative aux suites (B ) peut étre étendue par

nec NN

une plus forte : si (B ) ENest une sulte quelconque de parties boré-
Pl

A A A
liennes de (), telle que K(Bn) tende vers O, alors Ml(Bn) tend vers O,

A\ N
parce que M, est de base A,

Erik Thomas : "L'intégration par rapport a une mesure de Radon vec-

torielle'", Annales de 1'Institut Fourier, tome XX, fasc.2, 1970,p.106-114.
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Donc, si (Bn)nEEIJeSt une suite quelconque de parties du clan [, telle que
A(B ) tend vers 0, M,

(Bn) tend vers 0. On voit alors que ceci s'étenda des
n 9

B iT?J; donc, si B € est A-nigligeable, elleest M
n

1—négligeab1e: Mlest de mse A,
Ky est dominée par A. Faisons maintenant intervenir la propriété RNP

de E : Hq est majorée par Mlmet dgminie par A ; par le théoreme 6.6, 5;

g est de base A. Donc p1::X A, X €2 (Q,A; E), et o: peut la choisir
Eiw—mesurable. Nous allons précisément montrer que X converge vers x%

A-ps. pour t — +o,

t
On peut poser xt - vt Zt, avec Y' = (Xm5qg ;(Yt)tezR et
t +
(Zt)t ¢ g Sont des martingales. Pour toute BET, BE T ° pour un t,
' t o 2t -
convenable, %Y aax = L(x ) ar = M x° ax.
B

Donc la mesure simplement additive attachée a la martingale des Yt
P t oo .

comme p l'était a celle des X est ka, c'est-a-dire o et la majorante

> 0 correspondante est M1 ; elles sont prolongeables en vraies mesures

sur T, Donc, la mesure simplement additive attachée a (Zt)t ER est
+

Hos majorée par M2 ; elles sont seulement simplement additives sur T.
Comme Yt converge A-ps. vers X pour t - +o, il faut montrer que Zt con-

verge A-ps. vers O,
A ~ £q s 2
On notera que Ql, 02, sont des boreliens de'b, non des ouverts fermés,

A A
donc, ne sont pas les A d'ensembles Q,, (O, €. Mais, (, étant A-négli-
A
<

1’ %2 2

A A~
geable, il existe un ouvert (O d'(Q, contenant 02, de A-mesure

A , A 2 A I~ o ,
Ho est encore portée par (', et Qi :(: Qé est M2—negligeableo Ensuite,

£

N, N . . ,
Q) étant completement discontinu, les ouverts fermes forment une base
de sa topologie ; comme les mesures de Radon passent a la limite pour

, . . . . IA ,
les ordonnés filtrants croissants d'ouverts, il existe A2 ouvert ferme
A AN N A
contenu dans ()}, donc K(A2) < g, tel que, si A1 :(;Az, on ait
BB =R (0\&) < e, done M (A) <e. Mais alors 4
M2 02 o) = Myl \A,) =< &, onc oAy <e. ais alors
pondent a deux ensembles complémentaires A

A

1 A2 corres-
12 Ay €T, avec ?\(Az) <e, et
M2(A1):§e, donc \“Z(Al)‘ <e.

Les ‘Zt\ forment une sous-martingale = 0, et

Sup f \Zt\ dA < Sup I lth dA + Sup X | (x®® | an < +o 5 les ‘Zt|
‘tE:R+ tGﬁR+ tE:R+

* donc pl—négligeable.
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convergent donc A-ps. vers une limite Too A-intégrable, et nous devons

montrer que T =0 A-ps. Par Fatou

L rma=] +[] < su [ |28 ax + [ T ax .

A1 A2 t € R+ A1 A2

t
Mais A1€ I' est dans une § 0, to convenable ; pour tE:to, Mo coincide
sur'Z?t avec Ztk, donc M2->-|Zt| A (théoreme 6.6,1), donc f IZt|d)\SM2(A1)Sg
Al
oC oG
pour t=2t , donc ‘L‘.) T d)\.58+f T dA.
© A
2
Faisons tendre € vers O ; comme K(Az) tend vers O, f T d\ tend vers o,
A
2

OO [ee]
donc I T dA = 0, donc T =0 A-ps.
Q

2) Si les xt sont uniformément intégrables, la convergence
presque siire des Xt vers X entraine leur convergence dans LI(Q,K; E).
On peut alors prendre des espérances conditionnelles, et il est évident
t t o0 00 . . .
que (X',?€"), (X ,€"), forment une martingale. On doit toutefois remar-
quer qu'on peut donner ici une démonstration évidente indépendante de

la méthode ci-dessus. Le théoréme 7.1 nous a donné une fonction X € Li&Q,X;E").

Alors le théoréme 3.2 nous dira, si E a la propriété RNP, que X € Ll(Q,X;E).
. t t 00 @ . .

Et, puisque (X', €, (% , T ), forment une martingale *-scalaire, on a

exactement(xt) - , d'ou le résultat, c.q.f.d.

Remarque 7.2 bis : Appelons RNPo la propriété suivante : Si Qo = [0,1]

munie de sa tribu borélienne, Ko = mesure de Lebesgue, alors £(L1(QO,KO);E),

qui_est L:*(Qo,xo,E), est L (Q_,\_;E).

La démonstration de 7.2, 2, montre que X € L;*(Qo,xo;E). Mais |X7|<s” =

= lim lXt|, donc X définit une application linéaire continue de
t oo

L1(QO,SKKO) dans E", donc elle envoie Ll(QO,Smio) dans E ; donc, des que
Lo 00, oo [ oo .

%mverifle RNP , X /S € L**(QO,KO; E) = L (QO,KO; E) et, par suite,

X €L (Oo,ho; E). Nous aurons besoin de ce résultat au corollaire 7.4,

pour montrer au corollaire 7.7 que RNPo = RNP.

¢ . . t .
si une martingale (X )t<5R+ est construite sur (QO,KO), alors...



V-VI.18

Nous allons maintenant considérer des martingales a ensembles d'indices
quelconques. Soit I un ordonné filtrant, (?fi)ie 1 ur ensemble de sous
tribus de la tribu A-mesurable de (2,0), B'c €J pour iSEj,‘ng;la tribu
engendrée par la réunion des ?fi. On sait que méme dans le cas scalaire
uniformément intégrable et méme pour I dénombrable, aucun théoreme de

convergence presgue siire ne subsiste lorsque I n'est que partiellement ,

grdonné. Mais, si X est A-intégrable scalaire ou banachique, et si Xi = qul,
;o1 "o 1

alors X converge vers X dans L. On appellera martingale relative

a1, (8l

. . i .. .
; € 72 une famlllg de fonctions (X )iE I’ A-inteégrables, Xi

, . ol .
E'-mesurable, avec (XJ)qg = X' pour i<j.

Alors

Lemme 7.3 : Soit E un Banach tel que toute martingale uniformément

intégrable a valeurs dans E, 4 ensemble I=N, a tribus @  finies, avec

Qo = [0,19, Xo = mesure de Lebesgue, ait une limite dans Ll(Qo,XO; E).

Alors toute martingale uniformément intégrable a valeurs dans E converge

dans Ll(Q,K; E) .

Démonstration : 1) Supposons d'abord I=N, les an finies, mais

(Q,2) arbitraire. Chaque B" est définie par une partition finie QE,
k€K fini, de Q. On peut trouver unme partition (QO)E de [0,1], telle

n n n n . n

que Ko((Qo)k) = X(Qki. Sur Qk’ X" prend une certaine valeur ekéfE ;
"k n n+
suite croissante des & ; cela veut dire que &

nous prendrons XE: sur (QO)E. Les X" forment une martingale pour la

1 est définie par

une sous-partition de celle qui définit ", et que f X2 K(QE) e
on
k

n
K

Alors, on choisira les (QO)E de proche en proche de maniere que W22+1

soit aussi définie par une sous-partition de celle qui définit 752,
donc T§2+%3?22 . Alors, d'apreés 1'hypothese, les X2 auront une limite
dans Ll(QO,XO; E), donc formeront une suite de Cauchy ; mais
f (x™-x" an = f (Xz-—Xg) dAg,donc les X" formeront aussi une suite
O Q

0

de Cauchy dans Ll(Q,K; E), donc auront une limite.
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2) Gardons maintenant I = N, mais ne supposons plus
les tribus V" finies. Pour chaque n, " est la tribu engendrée par la
réunion & sssous-tribus finies. Donc X" est la limite dans Ll(Q,K; E)
de ses espérances conditionnelles sur leg sous-tribus finies de an

Donc il existe e 2", finie, telle que [ |(x™) -x" ax <1,
n

On pourra,de proche en prochg, supposer la suite des ;&n croissante,
A0+ 5 30 plors les (XY ont une limite dans Ll(Q,?\; E) par 1),

. n
donc aussi les X .

3) Soient enfin 0Q,A,I quelconques. Si le résultat
n'était pas vrai, les x' ne formeraient pas un filtre de Cauchy dans
Ll(Q,x; E). Donc, il existerait un €>0, et une suite i < il< 12.,,

o

telle que, pour tout n, f 'Xi —Xi | dA > €.
n+1 n

Alors les (Xi ) formeraient une martingale uniformément intégrable
n n€NlN

. . . 1
a ensemble I=IN, sans limite dans L™ (Q,A ; E), ce qui est absurde.

Remarque 7.3 bis : (QO,XO) = ([0,1], Lebesgue) peut &tre remplacé par

n'importe quel (Ql,Kl) diffus.

Corollaire 7.4 : Si E vérifie RNP ou plus généralement RNP (définition
0] e e

a la remarque 7.2 big, toute martingale uniformément intégrable converge
dans Ll(Q,x; E).

Démonstration : On applique le théoréme 7.2. Nous allons maintenant

démontrer la réciproque de 7.2 et 7.4 sous la forme 1la plus forte pos-

Théoreéme 7.5 : Soit E un Banach tel que toute martingale a valeurs dans E

b

uniformément intégrable, indexée par IT= N, avec des Q" finies, et
2

(00,13:([0,1j, Lebesgue) converge dans Ll(Q,x; E). Alors E vérifie RNP.

Démonstration : D'aprés le lemme 7.3, toute martingale uniformément

intégrable a valeurs dans E converge dans Ll(Q,x; E).

Soit u une application linéaire continue de Ll(Q,X) dans E. Soit Qg une
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sous-tribu finie de la tribu © définie par une partition (Q

€

3 §)k€5K finie
f > u(£f¥) de L (Q,\) dans E

oC
est évidemment définie par une 3 c L (Q,\; E), € ~mesurable.

de Q. L'application linéaire continue u

e 1 €
En effet, ue (f) = £ —T——j £dru(l,) = [ ¢% ¢ an, avec
k€K A Qk) Qk Qk
€ 1 ‘
% = Z o u(l. ) 1 ; |@ | < ||u” , car, sur Q. , elle vaut
kex MY YT o k
, . 1
u(1_)/A(Q, ), majoré en module par 7= ‘|u” "1 ” = ‘lu” .
o, Kk Al % L,

Si f€<L1(Q,X) est 8 -mesurable, fqg: f, donc qu(f) = u(f), donc
u(f) = I @qgf dA. Donc, si ‘%gCZQL, et, si f est ‘fg—mesurable,

I @QLf dA = I @qgf dA = u(f) ; donc, @qg est 1'espirance conditionnelle
de @QL sur € : les qu
donné filtrant des sous-tribus finies de C, dont la réunion engendre

BT - 6. Dun coté, 6 converge vers f dans Ll(Q,K), donc qu(f) vers

forment une martingale bornée, indexée par 1l'or-

u(f) dans E. D'un autre cdté, d'apres 1l'hypothése, @qg doit converger
vers une limite & dans Ll(Q,K; E). Comme la boule unité de L (Q,\ ; E)
est fermée dans Ll(Q,X; E) (car, de toute suite convergente dans L1,

on peut extraire une sous-suite convergeant A-pp.), on a encore |§l$§1.

Si f est bornée, comme éqg converge vers % dans Ll(Q,x; E),

[efan=1lin[eof an = lin uB () = ulf).
e

Alors u et f - f & £ d\ sont deux applications linéaires continues de
[ee}

Ll(Q,X) dans E, elles coincident sur L (Q,A) donc partout. Et E vérifie

RNP.

Corollaire 7.6 : Si E vérifie RNP, tous ses sous-Banach aussi-.

Inversement, si tous les sous-Banach séparables de E vérifient RNPo

(remargue 7.Z bis), E vérifie RNP.

Démonstration : Supposons que E vérifie RNP, et soit F un sous-Banach.

Alors toute martingale uniformément intégrable a valeurs dans F converge
dans Ll(Q,X; E), mais la limite est nécessairement dans Ll(Q,K; F), donc

F vérifie RNP.
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Inversement, supposons que tout sous-Banach séparable de E vérifie éNPO.
Alors E vérifie les hypothéses du théoréme 7.5, car une martingale in-
dexée par NN sur (QO,AO) =([0,1],Lebesgue) prend ses valeurs dans un

sous-Banach séparable de E ; donc E vérifie RNP.

7.7 : Opérateurs RNP et martingales.

I1 y aurait eu lieu de définir, des le début, la pro-
priété RNP pour un opérateur linéaire continu w : E » F. I1 y a au moins
deux notions possibles, a prori pas identiques

1) w a la propriété RNP, si, pour toute § € £ (Q A; E"), alors

1
wod est¥-scalairement A-pp. égale a une fonctlon de fx(Q,x5 F) ;

. o (ele]
autrement dit, si w(L**(Q,X; E")) c L (Q,A; F).

2) w a la propriété RNP2 si, pour toute 3¢ fz(Q,K; E") telle

que wod € Ei*(ﬂ,k ; F"), wod est *-scalairement A-pp. égale

a une fonction de £ (Q,\A; F) ; autrement dit, si

w(L (A5 EM) N Lo (01 F) ¢ L (Q,A; F).

RNP entraine RNP] Tout opérateur f?i?lement compact vérifie RNP_,, car
il trans1te par un espace réflexif (c'est aussi tres facile de le
montrer directement).

Nous n'allons pas faire la théorie de ces opérateurs, mais il est au
moins nécessaire d'énoncer la propriété des martingales, donnée sous

forme purement topologique par Kelley et Namioka.

une martingale réguliére a valeurs dans

Théorime 7.8 : Soit (X )i em
un faiblement compact K d'un Banach E. Alors il existe X € L (Q,\; E)

a valeurs dans K, telle que Xt converge A-ps. et dans L (0, ; E) vers Xw.

Toute martingale (X ). i1 a ensemble d'1nd1ces filtrant quelconque,

a valeurs dans K, a une limite dans L (Q A; E) a valeurs dans K, qui

est aussi la limite d'une suite extraite convenable.

(1) Voir Séminaire Maurey-Schwartz, Ecole Polytechnique, 1973-1974, p. XVII
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, . t
Démonstration : Comme toutes les X prennent leurs valeurs dans un sous-

Banach séparable de E, on peut supposer E séparable. Soit D' un ensemble
dénombrable, *¥-faiblement dense dans E'. Alors, A-ps., <Xt,§ > converge
vers une limite pour tout §€ D'. Mais la topologie de K est identique

a la topologie moins fine séparée de la convergence simple sur D'.

Donc Xt converge A-ps. vers une limite X & valeurs dans K 5 X est
A-mesurable et bornée donc A-intégrable, et xt converge vers X dans
Li(Q,K; E).

Si maintenant I est quelconque, les Xi forment un filtre de Cauchy

dans Ll(Q,X; E), sans quoi (voir démonstration du lemme 7.3) on en
extrairait une suite qui ne serait pas de Cauchy et ce serait contra-
dictoire ; alors, les Xi ont une limite XOc dans Ll(Q,X; E), qui est
aussi la limite d'une suite extraite convenable.

(1)

Théoreme 7.9 : La superpriorité de RNP est la super-réflexivité

Démonstration : Si E est réflexif, il vérifie RNP, donc la super-

reflexivité implique super-RNP. Mais, si E vérifie RNP, il n'a pas
dfarbre infini ; car un arbre infini serait une martingale bornée
non ps-convergente. Donc super-RNP implique la super-propriété de

la propriété "E n'a pas d'arbre infini" et celle-ci est : "E n'a pas

dtarbre fini'" ou "E est super-réflexif"

(1) Voir Séminaire Maurey-Schwartz, Ecole Polytechnique, 1973-1974,

exposé XIV.
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§ 8. LA PROPRIETE RNP ET LE THEOREME INTEGRAL DE CHOQUET POUR LES CON-
VEXES FERMES BORNES.

(2)

Théoreme 8.1 (Edgar) : Soit C un ensemble convexe fermé borné sépa-

rable d'un Banach E ayant la propriété RNP. Alors tout point a de C est

la barycentre a = J x d A(x) d'une probabilité de Radon A de E, portée

par l'ensemble Cex des points extrémaux de C.

Démonstration : C, fermé d'un Banach séparable, est polonais, donc

aussi Cx C, et encore (Cx C)\N 4, 4 diagonale de Cx C. L'application a:
(x,y) - ——X est continue de Cx C sur C. L'image a((Cx C)\ 4) est

exactement le complémentaire C(Jx de l'ensemble des points extrémaux

de C. Il en résulte d'abord que (:Cex est souslinien, donc Cex univer-

sellement mesurable.

D'apres Von Neumann, il existe une section ¢ : C C - (Cx C)NA, uni-

versellement mesurable, ao o = Id(l). o

Nous prolongerons ¢ par Id sur Cex’ o est donc une application univer-

sellement mesurable de C dans Cx C, ao ¢ = Id, et ¢ est 1'identiteée

sur Cex et seulement sur lui.

Posons 0 = (01,02), ou o, et o, sont universellement mesurables C - C.

Soit I 1'ensemble des ordinaux dénombrables. Nous allons définir une

martingale (Xl)ie I a valeurs dans E comme suit. Q sera le produit {1,2]
+16
(1) "2 "(2)°

Pour i€ I, 221 sera la tribu engendrée par les projections p., j<i,
J

muni de la mesure produit A des mesures de pile ou face % o}

du produit, et les parties A-négligeables.

Nous poserons X° =a €C. Supposons défini X', nous définirons X *1 par :

Xi+1(w) = 04 (X (w)) ou S, (x'(w)) selon que P, (W) = 1 ou 2.

Alors, puisque o, et 0, sont universellement mesurables, donc A-mesurables,

X1+1 est dans la tribu ?21+1.

(1)

Voir par exemple L. Schwartz : '"Radon measures on arbitrary topological
spaces and cylindrical measures'. Oxford University Press, 1973, Part I

chap. II, n 3, theor. 13, page 127.

(2) demander la référence a Maurey ou Beauzamy.
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Il est fastidieux, mais évident et sans intérét de vérifier que (Xi,qgi),
(Xi+1, %§i+1) est une martingale. Supposons maintenant i ordinal limite,
et les X:j définies pour j< i, et formant une martingale a valeurs dans C.
Comme E a la propriété RNP, elles ont (corollaire 7.4) une limite A-ps.

et dans Ll(Q,K; E), soit Xl, qui sera Tgl—mesurable, et

(xJ,%€9), (x*, ®'), j<i, formera encore une martingale. Alors (Xl)iE 1’
ainsi formée par recurrence transfinie, est une martingale bornée. Chaque
X' est A-mesurable Lusin, puisque C est souslinien. Encore une fois a

cause de RNP, les X' ont une limite dans Ll(O,K; E), qui est aussi la

limite d'une suite extraite convenable. Donc, il existe un ordinal dé-
i+l

nombrable x' tel que X = x' A-ps. Cela prouve que x' € Cex A-ps.
Alors a = | X' ax = [ x dA(x), si A est l'image X' (1), probabilité de
Radon sur C__, c.q.f.d.

ex

Remarque : Ce procédé redonne le théoreme de Choquet, si C est un

compact convexe métrisable. En effet, C peut étre plongé (affinement

et topologiquement) dans ZR:W, donc aussi dans un Banach séparable E
(ayant une injection continue dans _m:m}. Au lieu d'appliquer la propriété

RNP et 7.4, on appliquera 7.8.

Rectificatif : Tl existe une différence regrettable entre la maniere

dont on a défini

1) 53*(0,1; E) comme espace des &, ¥-scalairement A-mesurables

a valeurs dans E" et bornées , telles que, pour toute BEO OA-intégrable,

(ou 6 est le module minimum de la classe &°), f $ d\ (intégrale *-scalaire) €E,
B

2) ﬁi*ﬁo,x; E) comme espace des ¢, *-scalairement A-mesurables

valeurs dans E'" et bornées, telles que, pour toute B€C A-intégrable,
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I1 y a une meilleure définition, qui est la méme dans les

2 cas

3) Si*((),?& ; E), O=p=<+x, est l'espace des fonctions §$,
%-scalairement A-mesurables a valeurs dans E", telles que 6¢ LP(Q,))
si ® est le module minimum de la classe $°, et que, pour toute B€O,
a la fois A et BA-intégrable, j ® dA € E.

B

Cela redonne 2), car, pour 8 bornée, 8 est bornée, donc toute B A-inté-
grable est aussi 6A-intégrable. Cela redonne aussi 1). Supposons en effet
$ vérifiant 3, montrons qu'elle vérifie 1 (la réciproque est évidente).
Soit B 6A~intégrable. Alors B= (BN {8 =0}) U (BN {6 >0}), et le premier
est BA-négligeable. Ensuite BN 592%} est a la fois A et 6\-intégrable,

car, sur cet ensemble, A<=nb A ; donc‘Jﬂ ¢ AAE€ E. Enfin

1
BN {8==}
| [ & an - ¢ ar] = [ 8 dx
B ‘Esn le=1) BN {6<d) ’

et ceci tend vers O par Lebesgue puisque B est BA-intégrable ; donc
J ¢ an€E, et ¢ vérifie bien 1.
B



