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IV.1

§ 1. ESPACES DE FONCTIONS MESURABLES ET % -SCALATREMENT MESURABLES

Une mesure A > O sur un ensemble () muni d'une tribu @ est une

fonction sur @3, a valeurs dans EO,+®], dénombrablement additive. Nous

supposerons toujours qu'elle est essentielle, c.a.d. que, pour B € (3,

A(B) = Sup{A(B') ; B'€p, B'cB, A(B') < +»} (ce qui, en particulier,
exclut 1'existence de masses ponctuelles infinies). On définit alors
1'intégrale supérieure A  (appelée en général intégrale supérieure
essentielle, mais nous supprimerons l'adjectif essentiel pour abréger)
comme suit

1) si £ > 0(1)

est dénombrablement étagée,
fzi unan,Bneg,an[O,ﬂn],

* _ R (2) .
A (f) —;El (n /\(Bn) H

2) si f = O est arbitraire,

*
A (f) = Inf {A (g) ; g dénombrablement étagée > f} ;
3) si f > 0 est arbitraire ,

AT(£) = Sup{h (£15) ; BEG , A(B) < +a )

La fonctionnelle positive A  vérifie le théoreme de Fatou du passage a

la limite des suites croissantes 3

si (f)

. . Vs n _ e e s
N neli;'f’ alors A (fn)/”l (f) , et 1'inégalit?s de sous-additivité

dénombrable :

A (s fn) <5 AT(FD).
n n n

(1) = O voudra toujours dire a valeurs dans [O,+m] .

(2) avec, toujours, la convention O.o = O, donc aussi % 0
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Une partie A de 0 sera dite A-négligeable (on dit habituelle-
ment A-essentiellement négligeable, mais nous abrégerons) si A°(A) = 0.
Nous abrégorons A-presque partout par A-pp. Une fonction f sur Q, a
valeurs dans un 32anach E, sera dite A-intégrable (on dit habituellement
A-essentiellement intégrable, mais nous abregerons) , si, quel que soit

e > 0, il existe une fonction étagée g = T cilB , I fini, ¢; € E, Bi €6,
iel i

A(B.) < +®, telle que, si on pose A(g) = ¢ “H.K(Bi)’ on ait A'(|f-g|) <e.
! iel
A une fonction intégrable f on attache une intégrale IQ.fdl ou A(f) ¢ E,

qui vérifie le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

Une partie A de (, ost dite A-mesurable si son intersection avec
toute partie A-intégrable est A-intégrable. Les parties A-mesurables for-
ment une tribu GR D ¢, sur laquelle A’ est dénombrablement additive.

Une fonction f:(Q - R est dite A-mesurable si, pour tout borélien R de
R, f—i(R) est A-mesurable ; pour des fonctions f = O A-mesurables,
1'inégalité de sous-adéitivit?® d°nomprable deviént 1'&galité d'additivité
dénombrable, 7" (v fn) =3 K'(fn), et ¥ fn est A-mesurable.

n n n

Pour des fonctions a valeurs dans un Banach E, il y a plusieurs
notions possibles de mesurabilité. Si f: () = E est telle que, pour tout
borélien B de E, f_l(B) soit A-mesurable, et si f est bornée et A finie,

f n'est pas nécessairement A-intégrable ; donc cette notion de mesurabi-

lité n'est pas assez forte.

Définition (1,0) : Nous dirons donc que f:(Q — E est A-mesurable, si,

pour tout borélien B de E, f_l(B) est A-mesurable, et si en outre, pour

tout A€ O de A-mesure finie, il existe Nc A A-négligeable tel que f(AN)

soit contenu dans un sous-Banach séparable de E ; cela revient a dire que,

sur A, f est limite A-pp d'une suite de fonctions étagées.

Sur un Banach E, nous noterons par |e| la norme d'un élément e
de E ; si £:0 = E est une fonction a valeurs dans E, |f| est la fonction
> 0 : W Hﬁ(w)‘; nous réserverons “fH pour la norme de f dans divers espaces

fonctionnels possibles, donc |f| est une fonction et Hf” un nombre.
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Alors f:(Q - E est A-intégrable, si et seulement si elle est
A-mesurable et si X'(lfl) < +eo . Cela entraine que f soit portée par une
réunion dénombrable d'ensembles mesurables de A'.mesures finies ; et qu'il
existe N A-négligeable tel que f((:N) soit contenu dans un sous-Banach

séparable de E.

On appelle £P(Q,A;E), 0 < p < += , 1'espace vectoriel des
fonctions f A-mesurables a valeurs dans E, pour lesquels
Hf” = (K'(lfip))l/p < +w, et on le munit de la quasi-norme
P @, 25

il (norme si p > 1) ; il est complet (Fischer-Riesz). Son
£P(Q,7;E)
quotient par la relation d'équivalence f~ g si f=g RA-pp, .uni de la

quasi-norme quotient (en fait Hf” est la méme pour tous les
£P(Q,2;3E)

éléments f d'une méme classe f') sera noté Lp(Q,X;E), il est encore

)(1).

complet, c'est un quasi-Banach (Banach si p > 1

On appelle £7(Q,3;E) 1'espace des fonctions A-mesurables f a

valeurs dans E, pour lesquelles Hf“ - = sup—ess.xlfl =
£7(Q,A;E)

Inf{M>0;|f]| <M A-pp} < +« ; il sera muni de la norme | || - ; il
£ (q,;E)

est complet. Son quotient par la relation d'équivalence "égalité A-pp' est
le Banach L”(Q.%;E).

On appelle £2(Q,A;E) 1'espace des fonctions A-mesurables a
valeurs dans E. On le munit de la topologie de la'convergence en mesure

sur tout ensemble de mesure finie'", définie par les jauges :

J, 4R350 = Inf {M =0 ; A'{we A; l£(w)| > M} < a} pour 0< o < 1, Aco,
i

A(A) < +o

f converge vers O dans £°(Q,K;E) si et seulement si, pour tout a et tout

A, J, A(K;f) tend vers 0. Le quotient par la relation d'équivalence "égali-
b
té A-pp" sera LO(Q,K;E), avec Ja A(K;f') = Ja A(X;f) pour n'importe quelle
’

’

(1) En principe, il faudrait soigneusement distinguer f¢ £p(Q,l) et sa
classe f' dans LP(Q,1),f€ £'. Nous le ferons autant que possible, mais
sans exagération, et nous nous permettrons d'écrire, comme tout le monde,

re tP,n).
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f ¢ £f'. Sans hypothése supplémentaire, £% et L° ne sont pas nécessairement

complets.

On est amené a introduire les mesures A concassables.

Définition (1.1) : On dit que A est concassable s'il existe une partition

Q = LJ Q; de () en parties Qy A-intégrables telle que :
iel -

1) Ac (Q soit A mesurable si et seulement si tous les A Qi_sont A=

mesurables ;

2) pour tout Ac (Q, A'(A) = E: K'(A{1Qi) . En particulier, A est
- iel

négligeable si et seulement si tous les A N 0y sont A-négligeables.

Si la partition est dénombrable, A est dite o-finie. Si ) est un
espace topologique séparé muni de sa tribu borélienne (3, une mesure A sur
Q&) est dite de Radon si, pour tout B € ¢, A(B) = Sup{A(K) ; K compact
c B} (régularité intérieure) et si elle est localement finie (tout point
a un voisirage ouvert A-intégrable). Toute mesure de Radon est concassable ;
on peut choisir tous les Qs sauf un,compact§ et le restant A-négligeable.
Parmi les mesures concassables, on a donc au moins les mesures abstraites
o-finies et les mesures de Radon quelconques. Si A est concassable,
£%(q,2;E) et L°(Q,A;E) sont complets (on raisonne sur chaque morceau Qy )

Le dual de LP (0,A) est dans tous les cas Lp Q,n), %-+-l =1, 1 <p< 4+ ;

pl

le dual de L1 est L™ si A est concassable.

Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons toujours

A concassable.

Une fonction 3 : 0 — E' sera dite ¥-scalairement A-mesurable, si,
pour tout ec¢ E, <g,e> : w+~ <3(w),e>, est A-mesurable. On appellera alors
££(Q,K;E), 0 <p< +o (1l'indice inférieur ¥ ne sera donc employé que

pour des fonctions a valeurs dans un dual) 1'espace des fonctions §

(1)

#-gcalairement mesurables, pour lesquelles ||3| = (A (|s|P)H)P<+e

2 (,nED

(1) |3| n'est pas forcément A-mesurable !
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et on le normera par “ H . On appellera LE(Q,K;E') le quotient
P (,n5ED
par la relation-d'équivalence : 3 ~ §' si 3 = 3' ¥*-scalairement A-pp, c.a.d.
si, ¥ e ¢ E, <3,e> = <g',e> A-pp; et on le normera par la norme quotient :
“@'” = Inf HQH P ; cette fois , c'est une '"vraie"
P, ED)  ses” £(@QAGE)
(2)
norme quotient, car . §' n'entraine pas H@H = H@'H p .On
a une £, (Q,23E") 2y (QUAGE")

/définition analogue pour S:(Q,K;E') et L:(Q,K;E') en prenant

H@me( \ B ~ Int{M;[8] < M A-pp.]}

QA E

Enfin on appellera £§(Q,K;E') 1'espace des fonctions #-scalairement

mesurables ; on le munira de la topologie définie par les jauges

8 Ja,A(@) = Inf{M;A {we A;la(w) | >M) <
et L;(Q,K;E) sera le quotient par la relation d'équivalence '"égalité
#-scalairement A-pp.", avec la topologie quotient, définie par les jauges

J (') = Inf J (3) .
a,A 55" a,A

Les espaces L£(Q,K;E'), 0 <p< +o, sont habituellement trop

peu utilisés ; nous allons voir qu'ils sont en fait la clef d'un grand

nombre de propriétés diverses, dont les propriétés de Radon-Nikodym.

§ 2. ETUDE DE L'ESPACE L/ (q,R;E")

Introduisons d'abord 1'espace LO(Q,K;iD des classes (pour
1'égalité A-pp) de fonctions A-mesurables a valeurs dans R ; on le munit
de la structure d'ordre naturelle <, et de la topologie de la convergence

en mesure correspondant a la topologie de R (en remplagant R par

1'espace homéomorphe [0,1], elle devient induite par LO(Q,K;II)).

(2) Voir note (1) page 3. Ici il peut étre dangereux d'identifier
5 € ££(Q,K;E') et sa classe 3 € L£(Q,K;E'), § € & , puisque les
différentes fonctions l@l > 0, pour €% , en général non A-mesurables,

mais méme si elles le sont, ne sont pas deux a deux A-pp égales.
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Théoreme (2.1) : L'ensemble ordonné LO(Q,R;iT) est achevé : toute partie

a une borne supérieure SUP et une borne inférieure INF. En outre, si A est

o-finie, f'= SUP fi est aussi(Sup f.Y, ou Sup est le Sup ponctuel, et ou
iel ied

J est un sous-ensemble dénombrable convenablement choisi de I ; et, dans

tous les cas, si I est un ordonné filtrant croissant, avec fi < fj pour

i=< j, Sup fi est la limite de fi dans LO(Q,K;iD . Teute fonction, A-
icl N

mesurable ou non, qui majore toute fi A-pp., majore f A-pp.

Si o est un espace topologique et A de Radon, et si les fi sont des

fonctions = 0 semi-continues inférieurement, SUP f; = /Sup féy(supAponctuel).
iel \igl

Démonstration : Puisque A est toujours supposée concassable, on raisonne

sur chaque morceau, donc on peut supposer A finie. Comme R est isomorphe
a [0,1] comme ensemble ordonné et espace topologique, on peut remplacer
R par [0,1]. On peut toujours ajouter a 1'ensemble des fi leurs
enveloppes supérieures finies, donc on peut supposer I ordonné filtrant.

Soit alors +o > M = Sup f.dA ; il existe une suite croissante fn
icl "
extraite de la famille, telle que Ifndl tende vers M ; soit f sa limite.

Pour tout i, f v fi,ﬂ fv £, pour n - + ; donc I(fnv fi)dK (qui est < M

parce que fny'fi est majorée par une fonction de la famille)
Af(fvt)ar = [£dh = M. Donc [(fv £)dR = M ; alors fvf, = f et a
meme intégrale finie, donc f fi = f A-pp., donc f > fi A-pp. D'autre
part toute fonction (mesurable ou non) qui dépasse A-pp. chaque fi
dépasse chaque fn donc f A-pp ; donc f° = §UP fi . Le reste est évident
(si I est ordonné filtrant, comme fn conve%gg vers f A-pp. donc en mesure,
J&(f—-fn) < & pour n assez grand , et a fortiori Ja(f_ fi) < & pour

fi > fn’ donc fi converge vers f ' dans LO(Q,K)).

Dans le cas () topologique, A Radon, fi semi continues inférieurement > O,
le SUP se détermine facilement localement, donc on peut supposer A finie.
Alors SUP = Sup a cause du passage a la limite des intégrales pour un

ordonné filtrant croissant de fonctions sci = O.

Théoreme (2.2)  (Dunford-Pettis-Maharam): Soit & € £:(Q,K;E') ; elle définit,

ar e » <g,e>", une application linéaire continue v. de norme
P ’ ’ 3

< HQH , de E dans L”(q,7) ; si § = ' *-scalairement A-pp,
£:(Q,K;E')

Ve T Vg1 o donc 3 € Ii(Q,K;E') définit Ve e £(E;L”(q,0)),
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Hv@.” <& . L'application 3" + Vo est une bijection linéaire
L*(Q,K;E')

isométrique de l:(Q,K;E') s.r £(E; L¥(Q,2)).

En résumé brutal
L'ESPACE DES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES DE E DANS Lw(Q,K) EST
L:(Q,R;E').

Démonstration : Il suffit de montrer que, si v € £(E;L7(Q,%)), il existe

® € £:(Q,K;E') telle que vy = Vs, avec I3l ® (. 1E) < ||v]]. Soit p un
(1) *

relevement de Maharam , application linéaire continue de norme 1 de

L”(q,A) dans B(q), espace des fonctions bornées sur (3, muni de la norme

gl = sup o) |, avec : pour f'e L”(q,A), p(£') € £ (p(f') est
B(Q) wen )
A-mesurable et appartient a la classe ') ; “p” = 1 signifie que
Sup lp(f’)(w)l = Sup.ess.x'f'l. Pour tout y € g, e p(v(e))(w) est une
weQ

forme linéaire continue §(yw) sur E, donc 3(yw) € E' ; et ls (w) ] < Hv(e)H
L®(q,A

< HVH le|. Comme <3(w),e> = p(v(e))(yw), on a <g,e> = p(v(e)), donc

<§,e> est A-mesurable et par suite § est ¥-scalairement A-mesurable, et

<3.e>" = v(e), donc Vg = V3 et I@l < HVH donc HQH © s\MH
L (Q,AEY) ABE;E)
= HVH ’ cqfd.

Lemme (2.2bis) : (A n'a pas besoin d'é&tre concassable). Si f ¢ £°(q,A;E)

et § € £i(Q,R;E'), <3,f> : we <3(w,f(w> € € est A-mesurable. Elle est

1
A-intégrable si f € £P(q,A;B), 3 € £P(Q,A5E"), 12 p < +=, % + %,: 1.

La classe <§,f>" ne dépend que des classes f ¢ LO(Q,K;E), 3 € L;(Q,K;E’) et

5|l

|I<§,f>dh| < |t

Lp(Q,R;E)H LE&Q,R;E').

Démonstration : Si f est étagée, <g,f> est trivialement mesurable puisque

3 est ¥-scalairement mesurable. Mais, sur tout ensemble A-intégrable, f

(1) Dorothy Maharam : "On a theorem of von Neumann'" Proc. Amer. Math.
Soc., tome 9, 1958, pp. 987-994. On trouvera des variantes dans Ionescu
Tulcea : " On the lifting property", J. Math. Anal. Appl., tome 3, 1961,
pp. 537-546, et dans P. A. Meyer : "Probabilités et potentiel" Paris,
Hermann, 1966, page 195, théoreme T12 du chap. VIII.



Iv.8

A-pp.
est limite/d'une suite de fonctions étagées ; donc <3 ,f> est toujours
A-mesurable. L'inégalité de HBlder est toujours valable :

A (l<g, 2> < |1

3|

1
.Slp(Q,K;E) ££(Q,K;E')
Mais <g,f> est trivialement A-pp nulle si f est A-pp nulle ; mais aussi
si 3 est #-scalairement A-pp nulle, car f est, sur tout ensemble A-intégrable,
limite A-pp d'une suite de fonctions étagées. Donc <3,f>" ne dépend que
de 3° et £, et alors 1'inégalité de HBlder devient celle de 1'énoncé pour

o et f°.

Ceci va étre utilisé, pour p = 1, p' = +», au 3) du corollaire

suivant

Corollaire (2.3)

1) uw ty est une bijection linéaire isométrique de £(L1(Q,X);E') sur

£(E,L”(q,A)) ; le théoreme (2.2) définit donc une bijection linéaire

isométrique de L:(Q,R;E') sur £(L1(Q,R);E'), en associant a 3 ¢ £:(Q,K;E')

1'application linéaire continue u@ de Ll(Q,R) dans E' : f J 3 £ dA ¢ E'

(intégrale #-scalaire, définie par

<f§ f dA,e> = f <g,e>fdr ).

2) L'espace £(L1(Q,K);E') est linéairement isométrique a 1'espace

¢5(L1(Q,R),E) des formes bilinéaires continues sur Ll(Q,Z)x E, en

associant a u ¢ £(L1(Q,K);E') la forme bilinéaire continue (f,e) » <u(f),e>.

Donc le théoreme (2.2) définit une bijection linéaire isométrique de
L:(Q,K;E') sur (3(1}(Q,R),E), associant a § € S:(Q,Z;E‘) la forme
bilinéaire sur LI(Q,K) xE : (f,e) » J’<§,e>f dig €.

3) L'espace @>(L1(Q,K),E) des formes bilinéaires continues sur LI(Q,K)XE
est le dual de L'(q,) B_E = L'(o,;;B), Bwl,n,B) > g, ;
1'isomorphisme associe a & ¢ (Ll(Q,K;E))' la forme bilinéaire continue

sur L1(Q,2) xE: (f,e) = & (fe). Donc le théoreme (2.2) définit un

isomorphisme de L:(Q,R;E0§E; (Ll(Q,K;E))', qui associe a § € £;(Q,K;E')

la forme linéaire continue sur Ll(Q,K;E) L I<@,f>dk € € ; ou encore

L2 (Q,A;E') est le dual de L'(q,A;E), la dualité étant définie par
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<" ,f° > = I<§’f>E'de = I<§(w),f(w)>E' de(w),

ﬂ:(Q,l;E'>,L1(Q,h:E>

En résumé brutal

L'ESPACE DES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES DE E DANS Lm(Q,R),
L'ESPACE DES APPLICATIONS LINEATIRES CONTINUES DE Ll(Q,K) DANS
E', L'ESPACE DES FORMES BILINIAIRES CONTINUES SUR Ll(q,A) x E, LE
DUAL DE L1(q,A;E) SONT L'ESPACE Ly (Q,A3E") .

Définition (2.4) On appelle L:*(Q,R;E”flfe sous-espace fermé de
L:(Q,K;E") formé des § pour lesquelles, pour tout B € 3 A-intégrable,

IB $ d*A (intégrale #-scalaire, a priori dans E") est dans E.

Corollaire (2.4) : L'espace £(L1(Q,K);E) est isométrique a L:*(Q,R;E");
1'isomorphisme assgocie ag” € ﬁ:%(Q,R;E") 1'application linéaire continue

de Ll(Q,K) dans E ¢ f = f@ fdX (intégrale %#-scalaire) ¢ E.

Démonstration : £(L1(Q,R);E)est le sous-espace de £(L1(Q,R);E")

envoyant Ll(Q,K) dans E, et £(L1(Q,K);E")z'E:(Q,R;E"). Or une application
linéaire continue de LI(Q,K) dans E" envoie Ll(Q,K) dans E des qu'elle
envoie les fonctions étagées A-intégrables dans E, donc des qu'elle envoie

dans E toute fonction caractéristique 1, d'un B € ¢ A-intégrable.

B

Théoreme (2.5) : Toute § € SQ(Q,K;E) définit une application linéaire

continue Vs de E dans 1°(q,A), par v@(e) = <g,e>" , si & = 3' ¥-scalaire-
ment A-pp., v@ = v@, , donc 3 € L;(Q,K;E') définit Vs e £(E';L%(q,n) .

. 2 ... . o . P
Pour qu'une application linéaire continue v de E dans L (Q,A) soit réalisée
q PP ,

par une § ¢ L:(Q,K;E’), i.e. que v = v§. (auquel cas 3  est évidemment

unique), il faut et il suffit que la classe > O A-mesurable ¢ = SUP |v(e) |
ecE
Ielgl

(le SUP étant celui du théoreme (2.1), soit finie

6" € LO(Q,R{R+)§;IP(Q,K;i§+). Dans ce cas, g est le module minimum des
fonctions de la classe § : pour toute 3 € 3 , § < l@' A-pp., et il

(1) L'indice inférieur ## ne s'emploie donc que pour des fonctions a
q

valeurs dans un bidual E".
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existe une 3 € 3 telle que Igi = g {(A-mesurable) .

’ - 1
Démonstration : Si v = v_, la fonction (en générale non mesurable) |§|

majore toute |<§,e>| A.pp., donc, d'aprés le théoreme (2.1),
+w > |@| > g A-pp. Cela prouve d'une part que g  est finie, d'autre part

que § < ‘@l A-pp pour toute § € 3

Inversement supposons § finie. Considérons 1'application linéaire de E
dans L°(Q,%) : e~ v(e)/p" (la ou g = 0, v(e) est A-pp. nulle puisque
fv(e)] < |e|9' , donc v(e)/p = %-: 0), de norme <1 . D'apres le théoreme
(2.2), il existe ¥ € £ (Q,%;EY), |y| < 1, telle que vie)
e € E. Alors v(e) = <gvy, e>' = <g,e>", oug = vg € £:(Q,K;E') (puisque

= <y,e>" pour
p est A-mesurable), et 3] < ¢ donc = g A-pp.

Remarque (2.6) :

1) Supposons E séparable. Alors toute g ¥-scalairement mesurable a valeurs
dans E' est mesurable a valeurs dans o(E',E) lusinien, et deux fonctions
#-scalairement A-pp. égales sont A-pp. égales. Donc g ° est le module

commun de toutes les 3 € § .

2) Supposons § € LO(Q,K;E'), i.e. A-mesurable. Alors elle prend ses valeurs
dans un sous._Banach séparable G de E'. Soit D' dénombrable dense dans G.

Pour tout e' € D', il existe De, dénombrable de la boule unité de E tel

que |e'| = Sup |<e',e>|. Si alors D = LJ De,, on a e' = Sup |<e',e>l
eeDe, e'egD! ecD
pour tout e' € D' donc aussi pour tout e' ¢ G. Donc I@l = Sup |<§,e>| =
eeD

SUP |<3,e>| < g donczg A-pp. Donc toute fonction mesurable (s'il en existe)
eckE

dans § € L:(Q,K;E'), réalise son module minimum. Il en résulte aussi
que deux fonctions A-mesurables de la méme classe (s'il en existe) sont

A-pp. égales ; et aussi que, si

s € P, %ED o

= & ||

i
I
LF(q,;EY) LY (Q,3;E")

(le . n'ayant pas la méme signification dans les deux membres : c'est

la classe dans LP pour le premier, dans LE pour le deuxieme) .

Définition (2.7) : On appelle L;*(Q,R;E") 1'espace des 3’ GZL:(Q,K;E")

telles que, si g  est la foncticu de module minimum associéea 3 par le
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(

théoreme (2.5), alors, pour tout B€p® g A -intégrable 1), I § dA
B

(intégrale #*-scalaire) € E.

§ 3. PROPRIETE DE RADON-NIKODYM (RNP, RADON-NIKODYM-PROPERTY) PAR LES
FONCTIONS #-SCALAIREMENT MESURABLES.

La propriété de Radon-Nikodym n'a rien a voir ni avec Radon ni
avec Nikodym, mais elle est liée au théoreme de Dunford-Pettis-Maharam.

En comparaison avec le corollaire (2.4) :

Définition (3.1) : On dit que E a la propriété RNP si, pour toute A,

toute application linéaire continue de Ll(Q,K) dans E est définie par une

3 € L:*(Q,R;E") admettant un représentant 3 € £ (Q,AE).

En résumé brutal :
E A LA PROPRIETE RNP SI L'ESPACE DES APPLICATIONS LINEATRES CONTINUES
DE TOUT L1(q,A) DANS E EST L°(Q,%;E) .

Deux représentants 3, ' ayant cette propriété sont égaux A-pp.

d'apres la remarque (2.6), et en OUtreHQ'H - ‘ = H@H ° . On
L. (Q,25E") £ (Q,A;E)

a donc une autre forme de la définition :

Définition (3.1bis) : E a la propriété RNP si, pour tout Q,3,A, 1'appli-

cation canonique de L”(q,%;E) dans L:(Q,K;E”) est une bijection isométri-

que de L°(q,%;E) sur L2 (Q,A;EM ~£(L1(q,n);E) .

33

I1 suffit trivialement (par concassage) que ceci soit vrai pour
toute probabilité A ; nous verrons méme plus loin qu'il suffit que ce soit
-

vrai pour () = [0,1 , A - mesure de Lebesgue.

Nous verrons que tout Banach réflexif, tout dual séparable

(exemple : ¢1) vérifient RNP. On peut le démontrer par 1'une quelconque

(1) La mesure giA est définie par (gA)(B) = K'(elB) pour B€(3-; elle est
essentielle, et concassable lorsque A est concassable et que g est A-pp.
finie. Pour toute f > 0, (gA) "(f) = A°(gf) ; f banachique est gi-intégrable
si et seulement si gf est A-intégrable, et les intégrales sont égales. Voir

sppendice.
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des propriétés nécessaires et suffisantes de ce paragraphe ou des suivants

nous choisirons le moment ou c'est le plus rapide (corollaire (4.5)).

Théoreme (3.2) : Si E vérifie RNP, toute classe 3  de L., (q,A;E) admet

un représentant § € £O(Q,X;E), qui réalise le module minimum g de 3~

suivant le théoreme (2.5) ;s ou encore l'application naturelle

LO(Q,K;E) - L:(Q,R;E") est une bijection de LO(Q,R;E) sur

(Q,A;E").

o
L

6%
Inversement, si la propriété ci-dessus est vraie pour toute

5 € L:*(Q,A;E"), E vérifie RNP.

mrn.

En résumé brutal : _ .
E A LA PROPRIETE RNP SI ET SEULEMENT SI L, (q,A;E") = L°(q,A;E).

Démonstration : Supposons que E vérifie RNP, et soit § € £§*(Q,X;E).

Soit g définie par le théoreme (2.5). Alors, si f est une fonction étagée
gA-intégrable, j.f@ dA (intégrale #-scalaire) € E, et son module est

< Hf“ 1 . Donc f f § fd A se prolonge en une application linéaire
L7 (q,e%)

continue, de norme < 1, de Lj(Q,eK) dans E. Comme E vérifie RNP, il
existe v € £7(q,8%;E), |v|l < 1, telle que I@ fda = Jw f g d\ ; on peut
remplacer vy par O la ou g=0, alors y € £m(Q,K;E), Alors I@:fdk = JE fdx,
si 3 =ve; Iél < g, et S'ELO(Q,’A;E). Cela entraine que 3 = 3§

#-scalairement gA-pp. ; mais 3 = O la ou pg=0, et 3 =0 #*-scalairement A-pp.

la ou g = 0, donc 3 = ¢ ¥-scalairement A-pp. On a donc bien montré que

L°(Q,A;E) s'envoie surjectivement sur L:%(Q,Z;E”) ; 1l'injectivité résulte

de la remarque (2.6), 2.
Inversement, si 1'on a les propriétés précédentes pour toute 3

(Q,A;E") = Lw(Q,K;E))donc que

, . o]
bornée, cela veut dire exactement que L, .

E vérifie RNP.

§ 4. LA PROPRIETE DE RADON-NIKODYM ET LES PROBABILITES CYLINDRIQUES

Théoreme: (4.1) (Kwapien) : Soit A une probabilité cylindrique sur

G(E',E)'; supposons_la définie par une fonction aléatoire linéaire
v:E - L°(Q,A), A probabilité.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

.

9
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1) A est de Radon ;

2) v est réalisable par une fonction §€5£§(Q,K;E');

3) g = SUP Iv(e)‘est finie, i.e. ¢ LO(Q,K;IH) et alors on peut choisir
ecE
IeTsl

s avec |3| = g.

Dans ce cas, A est d'ordre p si et seulement si 9 € Lp(Q,X), et

all, = ||elle(Q o I8 "]

LE(Q,K;E')

Démonstration : L'équivalence de 2 et 3 est le théoreme (2.5). Montrons

donc 1'équivalence de 1 et 2. D'apres Prokhorov, A est de Radon si et
seulement si, pour tout € > 0, il existe R < +« tel que A soit cylindrique-
ment concentrée a e pres sur la boule B(R) d= rayon R (compacte dans
o(E',E)), i.e., pour toute w linéaire continue de o(E',E) dans un espace

vectoriel G de dimension finie, (w(p)) (w(B(R))) = 1-¢.

Si alors e, eg,...,en sont des éléments de E, Ieil < 1, 1'image

de B(R) par (el,...,en) : E - C" est contenue dans le cube Qe (R)
17 €y
= {(zl,...,zn) ;lzll < R,...,Iznl < R}, donc la condition
((el, e )(A))((e ceese J(B(R))) = 1-¢ entraine ((ei,ez,...,en)(A))
(Qe (R)) > 1-¢. Mals la réciproque est vraie.
Supﬂosons en effet que cette condition soit vérifiée pour tous e ,,...,e_,
1 n

n € N. Soit w linéaire continue de 6(E',E) dans un espace vectoriel G

de dimension finie. Alors, par Hahn Banachiw(B(R)) est 1'intersection des
{gg G; |<n,g>l sIt} qui le contiennent, M € G' ; il est donc 1l'intersection
de 1'ordonné filtrant décroissant de leurs intersections finies ; donc

si, pour tout systeme fini MNysMgseeesMy € G' tel que les {g€ G;

|<ni,g>| < R} contiennent w(B(R)), on a (w(p)) {g¢€ G;|<n1,g>] sIL..,]<nn,g>l
<R} > 1-g, on a aussi (w(A)) (w(B(R))) > 1-¢ et p sera cylindriqueuent
concentrée a & pres qur B(R). Mais {ge G;|<ni,g>| < R} o w(B(R)) équivaut

a l(ﬂio w) (B(R))| < R ou lnio W'E < 1 ; d'autre part

win) {ge Gil<n el < Ry f<n el < RY = ((ew, oo o w)(A))

n
{(zgs-wus2) € €0 lzl| <R,...,lz_| <R} = ((el,...,en)(A))(Qel’.-.’en(R))
si e, = T,¢ w. Donc 1'ensemble des conditions (el""’en)(A)(Qel,.., n(R))Z

1-¢, leil < 1, est bien “quiviient a la concentration cylindrique de

A a & pres sur B(R).
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Mais (e e )(p) est aussi 1'image de A par (v(el),v(ez),...,v(en)),

A= classe d‘appl1cat10ns o - ¢" . Donc la condition s'écrit :
JS(K,Sup(lv(el)|,.,.,.v(en)|)) < R. Ceci est vrai quelque soit le systeme
fini e, e5y...se, si et seulement si Je(e) < R (J8 est semi continue infé-

rieurement sur L°(Q,A;R)). Et J_(g) est fini pour tout £ si et seulement

~

si g  est finie.

Soit N la fonction norme sur E, semi-continue inférieurement
sur o(E',E). C'est la Sup des fonctions e' w |<e,e'>|, pour |e|l < 1 ;
comme A est de Radon, le Sup ponctuel d'une famille de fonctions semi-
continues inférieurement est aussi leur SUP dans LO(G(E',E),A:ib . Comme
le SUP est aussi la limite dans LO(G(E',E),A;ii) de 1l'ordonné filtrant

des Sup finies, 1'image N(p) est la limite étroite des images de A par

les fonctions e' Max(|<el,e'>‘,|<92,e'>‘,~-~,‘<en’e'>‘), lei‘ <13

c'est donc aussi la limite étroite des images de A par les fonctions

sur Q 3 Max(iv(el)‘,|v(e2)|,...,|v(en)i), c.a.d. 1'image p(R) ¢+ N(p) =g (M)
1

Mais al]) = (] P(aN () (0P = ([ tPae) ) P < (fePan) /P cqra.

Remarque : On peut beaucoup généraliser le dernier résultat. Soient

E,E' deux evtlcs en dualité séparante. Soit A une probabilité de Radon

sur 6(E',E). Soit U une fonction 6(E',E) » |-®, += |,non identique a +x,
semi-continue inférieurement {(sci) et convexe. Sa duale de Moreau 66 sur
E est définie par : U (e) = Sup (<e',e>-U(e')). Alors " est aussi a
e'cE!'
valeurs dans ]—m, +aa] non identique a +w, semi continue inférieurement
sur 6{(E,E') et convexe ; et sa duale de Moreau est U = U**
U(e') = SupE (<e', e>-U (e )>. Alors on peut montregjﬁzA) = g(R), si
ec

9" = SUP (v(e) —U*(e))‘
ec E

Définition (4.2) : Soit A une probabilité cylindrique sur E. On dit

qu'elle est de type (7,p) E}, lorsque € ¢ E' converge vers O dans

7(E' E),“g(A)H converge vers 0; O < p € +o }{gi A est réalisée par une

fonction aleat01re linéaire E' - L° (Q,A), cela revient a dire que v est

continue de 7(E',E) dans Lp(Q,K)' dans le cas p = 1, qui va nous intéresser

maintenant, comme L1 = T(L1 L), cela revient a dire qu'elle est continue

7(E',E) - T(Ll,L?) ou o(E',E) - G(L L”), ou que sa transposée Yy envoie

(continuement) L”(Q,A) dans E.

(1) A est de type (7,0) si, lorsque £ converge vers O dans 7(E',E), g (M)

converge ¢étroitement vers O.
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Théoreme (4.3) Si E vérifie RNP, toute probabilité cylindrique A sur E,

qui est de type (7,1) sur E et de Radon sur o(E",E'), est de Radon sur E.

Inversement , si cette propriété est réalisée pour les A de type +o sur

E (qui_sont toujours de Radon sur o(E",E')) et de type (v,1), E vérifie
RNP.

Démonstration : Supposons que E vérifie RNP, et que p, de type (7,1)

sur E et de Radon sur o(E",E'), soit réalisée par v:E' - L°(Q,A). D'apres
le théoreme (4.1), il existe @E{£:(Q,Z;E”) telle que <3,£>" = v(g) pour
tout € € E'. Mais tv envoie L”(q,A) dans E, donc a fortiori L*(Q,pA) dans
E, ou g est associée a v et § par le théoreme (4.1). Si donc Bepn est

gA-intégrable, la forme linéaire continue sur E' : E » I <§,£>dA est un
B

élément de E ; donc f § dA (intégrale *-scalaire) ¢ E. Alors le théoreme
(3.2) dit qu'on peut %hoisir 3 € £0(Q,K;E), et alors A = §(A) est ce

Radon sur E.

Inversement, supposons que toute A de type +o et de type (7,1)
sur E soit de Radon sur E. Soit u € £(L1(Q,K);E), A probabilité. Alors
v = tu est continue de 7(E',E) <ins T(Lm,Ll) donc a fortiori dans
T(Ll,Lm) = Ll(Q,X), elle est de type (7,1). Donc A est de Radon sur E et
comme elle est de Radon d'ordre +« sur o(E",E'), elle l‘?s; aussi sur E.
E) 'l

On sait qu'alors elle est réalisable par une Qesxw(Q,K;

vérifie RNP.

, donc E

Théoreme (4.4) (Linde-Pietsch) : 8i E vérifie RNP, toute application

i-sommante d'un Banach G dans E est 1-radonifiante ; si G est un espace
s /nugléaire
c(Q),q compact, elle est 1-nucléaire et sa norme/est sa norme 1-sommante.

Inversement, si toute application d'un espace Lm(Q,K) dans E, A probahili-

té de Radon sur un () compact, est l-radonifiante, E vérifie RNP.

Démonstration : Supposons que E vérifie RNP, et que u soit l1-sommante

G » E. Elle est alors l-radonifiante de G dans o(E",E'). Soit A cylindrique

(1) Ceci est connu classiquement pour A de Radon sur () compact (voir
prop. (XIII,3.1), exposé XIII, séminaire Ecole Polytechnique 1969-70);

mais c'est vrai pour A abstraite quelconque.
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de type 1 sur G. u(p) est de Radon sur o(E",E'). Mais elle est de type
(1,1) sur E ; en effet, u est faiblement compacte, donc tu est continue

de 7(E',E) dans G', et j est de type 1, ce qui veut dire que si 7| converge
vers O dans G', Hﬂ(A)”1 tend vers O. Donc, d'apres le théoreme (4.3), u(y)
est de Radon sur E, et u est bien l-radonifiante. Si G = c(Q), u se
factorise ?ag cl@) - L”(q,n) 3 Ll(Q,R) Y E, A probabilité

2

convenable Alors, E ayant la propriété RNP, w se réalise, par défini-
tion par une ' € L7(q,%;E)||5 || = ||w] = nl(u). Alors wj se réalise par

§ € L1(Q,R;E) = LI(Q,k) ®n E, donc u = wj est nucléaire, et
o en, = 87l = 7

Inversement, supposons que toute application l1-sommante d'un
Lm(Q,X) (A probabilité de Radon sur () compact) dans E, soit 1-radonifiante.
Soit A une probabilité cylindrique sur E, de type +o et de type {(7,1).
Elle peut étre réalisée par une v E' - L®(q,n), u::tv: Li(Q,K) - E.
Alors V: C(Q) = LI(Q,K) S E est i-sommante, donc i-radonifiante. L'appli-
cation vy = v/A, densité de la partie absolument continue de v par rapport
a %,est une application linéaire continue de C'(Q) dans Ll(Q,R), donc

définit une probabilité cvlindrique V de type 1 sur C(Q) ; donc V()
v(ie)A
A

c'est p, qui est donc de Radon, nécessairement d'ordre +ro puisqu'elle

1'est sur o(E",E'). Donc le théoreme (4.3) dit que E vérifie RNP.

est de Radon sur E. Mais V(\/) est réalisée par v (car v(e) = ) , donc

Corollaire (4.5) : Un Banach réflexif, un dual séparable de Banach, ont

la propriété RNP.

Démonstration : Ils vérifient la condition du théoreme (4.4).

Corollaire (4.6) : Si E' vérifie RNP, tout opérateur intégral d'un

Banach dans E' est nucléaire, et tout opérateur intégral de E dans un dual

de Banach est nucléaire (et la norme nucléaire est la norme intégrale)

Démonstration : Si G -+ E' est intégral, il se factorise par G - ﬁqulalT,

et I® » L 4 E' est nucléaire par le théoreme (4.4). Si E - G' est intégral
son transposé G—E' 1'est aussi, donc est nucléaire, donc lui aussi 1'est.

our > 1, la mesure de Pletsch est portee par adherence de
(2) P p>1,1 de Pietsch est té 1'adhé

1'ensemble des points extrémaux de la boule unité de C'{(n), on peut

donc-la prendre A sur () ; et alors 1'adhérence de 1'image de C(() dans
LP(qQ,n) est LP(Q,R) lui méme.
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Corollaire (4.7) : Si E' vérifie RNP, toute application l-sommante de E

dans un Banach est 1-~radonifiante.

Démonstration : Par la factorisation de Pietsch, il suffit de savoir

que tout opérateur E - L” - L1 est l1-radonifiant ; or E - L’ - L1C%>(L1)“

est nucléaire par le corollaire (4.6).

Remarque : Dans le Séminaire de 1'Ecole Polytechnique 1969-1970, exposé
(XII,4), § 3, nous avons signalé les cas suivants ou une application

1- sommante de E dans G est l-radonifiante : G est réflexif ou dual
separable de Banach ; E est réflexif ou de dual séparable. Nous venons
de voir plus généralement que c'est vrai si G ou E' vérifie RNP (théo-

reme (4.4) et corollaire (4.7)).



