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Nous allons démontrer dans cet exposé le théoreme classique
selon lequel le systeme de Haar est une base inconditionnelle de Lp([O,lj,dt]
1<p< o. Nous démontrerons ce résultat par des techniques de martingales.
En fait, nous nous limiterons a des martingales particulieres, que nous

allons introduire dans un premier paragraphe.

1. Martingales T.A.P. et systeme de Haar.

Soient (Q,Q,P) un espace de probabilité, (Gﬁn)n2>0 une suite

croissante de sous-tribus de (. Nous dirons qu'une martingale réelle

ou banachique (X ) (relative a la suite (b ) _ ) est telle que
nnz=20 nnz0

la taille de ses accroissements est prévisible (en abrégé : martingale

. , -y _ S
T.A.P.) si en posant dn Xn Xnm1 pour n=>1, on a

¥ n =2 0, la variable aléatoire
(T.A.P.)

il

- Iidn+1(w)” est 65n~mesurableo

Par exemple, toute martingale (Xn)n3>0 définie a partir d'un

arbre dans un espace de Banach (cf. exposé I) est une martingale T.A.P..

En effet, en reprenant les notations de 1'exposé I

d (e) = x - X s
n+1 si,wc,sn+1 SRR
donc
1
Ildn+1(8)” T2 ]!Xel,wo,an,l - xal,w.,en,—lu
Par conséquent ’]dn+1” est constante sur chaque atome B e
5 woe s
de Gbn’ donc est Gﬁn—mesurable. 1 n

. N . \ .
Le deuxieme exemple sera construit a partir du systeme de Haar.

Rappelons que le systeme de Haar (Xm)m est une suite de fonctions

=0
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sur [0,1] définie de la fagon suivante

- XO: 1
- Simest tel que 2" <m<2™! et si kem- 2"

n/2
Xp = 2 Ir ok 2k+1] - ok 2k+2j" '
) H
‘?n+1 2n+1 "2n+1 2n+1‘J
Définissons une suite croissante (mn)n>0 de sous-tribus

de la tribu borélienne f sur [0,1] par

® - (g, (0,11} ; @Jn = G(Xm, 0O<m<n) ,

[0}

c'est-a-dire que &n est la tribu engendrée par les variables aléatoires

Xg? Xq7 0o Xy On voit immédiatement que 1l'ensemble An+1 = {x # 01 est

o) m+1

un atome de 6’-\“, et que ®m+1 et 65m different exactement en ce que
l'on a découpé 1l'atome Am+1 de @.)m en deux parties de mesure égale,

{Xm+1< 0} et {Xm+1 >0}, sur lesquells les valeurs de Xpsq Sont opposées.

On en déduit (en désignant par P la mesure de Lebesgue sur [0,1]):

& ar\ 1
)J;Xm+1PA=O’

g m _ 1
Xms1 = P(A_
m+1

et d'autre part ‘Xm+1| = ,J 2", 1A est &m-mesurable (n est 1l'entier

m+1
tel que 2" <m+1 < 2n+1).
Si maintenant (xm)mZO est une suite de réels ou de vecteurs
dans un espace de Banach, posons
n
X = z X X .
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On voit que Xn est une martingale pour la suite (Gbn)nzzo'

En effet, en posant dn = Xn— Xn—l pour n=>1, on a

&n E&n @*’n

n+1 xn+1 Xn+1 - xn+1 E Xn+1 =0

et, par ailleurs
ildn+1” = l’xn+1” an+1| est Gbn—mesurable,

donc (Xn)n est une martingale T.A.P..

=0

2. Un cas particulier du théoreme de Burkholder-Gundy.

Le théoréme de Burkholder-Gundy [17] affirme ceci : soit (Xn)n:>0

une martingale réelle, et posons d =X, d =X - X pour n=>1.
o o n n n

-1

Si la martingale (X ) est bornée dans LP, 1<p<w, la série ¥ d
n

converge inconditionnellement dans Lp, c'est-a-dire que ¥ e d

converge dans LP pour tout choix de signes e, = 1.

Nous démontrerons le théoreme dans un cas particulier (qui
nous suffira pour le systeme de Haar), a savoir le cas des martingales
T.A.P.. La démonstration sera tirée de Garsia [27], et suivra les étapes

suivantes
1) Le résultat est trivial pour p = 2.

En effet, si (Xn)n est une martingale bornée dans L2, la

>0

suite (dn)n est une suite de vecteurs 2 a 2 orthogonaux dans L2.

>0

Si m<n
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2) On cherche a démontrer le résultat

pour 1<p< 2. Si (Xn)n

est une martingale bornée dans Lp, 1<p< 2, on cherche a la transformer

pour la ramener au cas trivial p= 2. Or quelle est la fagon naturelle

de passer de f eLp a une fonction de Lz? C'est de prendre

a=1-p/2.

En premiere approximation, on veut raisonner ainsi

*
est bornée dans Lp, 1<p<2, sa fonction maximale X =

>0
5 » avec
| £]
si (Xn)nz()
sup |an est

n=0

dans LP d'apres le théoreme de Doob (exposé 1, théoreme 3).

c o n .
On considerera quelque chose comme —¢ il Mais

(X))

ce n'est plus une mar-

tingale. Il nous faut utiliser une transformation de martingale (exposé I,

© d ©
p. 1.8), du type ¥ —% 5 : ou plutét T

) n=0

Pour montrer que le résultat de l'opération est

X
n
¥ a

(X))

que on utilisera un lemme du type lemme

3) On redescend de 2 a p : pour cela,

classique d'Abel (lemme B plus loin).

4) On obtient le cas p>2 par dualité.

d
n

¥*

(Xn_1+ sup |dkl)a

k<n

essentiellement le méme

d'Abel (lemme A plus loin).

on utilise le lemme

Lemme A : Soient ao,al,“.,an des vecteurs d'un espace de Banach,
O<b <b,<..<b et Y > 1 tels que
o 1 n
lla + a,+ + a H < bY k=0,1 n
o 1 ooe k - k ’ = ’ 9 coe o .
Alors a a a
o, 1 _n SRR A
H 5 + b +  eoe +b H < o1 bn
o 1 n
Démonstration Posons Sk = a0+ a1+“.+ ak° En utilisant la transformation

d'Abel, on obtient



n il Sn n 1 1
by = —+ ¥ (—— - =) S8
j=0 bj bn k-1 bk—l bk k-1
Notons que
1 1-v vl—Y
O<uc<v = (v-u) < ] U :Y .

(Vérification élémentaire par le théoreme des accroissements finis).

On en déduit

s

n a, n
_J Y-1_.v-1 k
hz gl s 5=+ = O7-p D — = 31 P
=0 j n k=1 b
k-1
Rappelons le lemme classique d'Abel
Lemme B : Soient ao, A gy @ des vecteurs d'un espace de Banach, et
O<b <b,<..<b <1. On a
) 1 n
s apb.l I I
¥ a.b, < 2 sup ila + a,+..+ a .
j=0 I 4 0O<ks=n o 1 k
Passons au théoreme annoncé
Théoreme 1 : (Cas particulier du théoreme de Burkholder-Gundy) .

Pour tout p € J1,»[, il existe une constante Cp telle que

Pour toute martingale réelle T.A.P. (Xn)n2>0 (sur (Q,q,P),

(® )n;zO quelconques), bornée dans Lp, on a

n
s e al
su > e d < C su X .
s B e el s, sl
Démonstration : Supposons d'abord 1< p< 2. Nous poserons a=1-p/2,
donc O<a<1l, et Y = 1/a>1. Par ailleurs
X* B IX l *x _ X* . ld l
n - SUP k ’ n = “n-1 * SUYP k
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* * *
Notons que Xn et Xn sont croissants, et que Xn est G§1 l—mesurable,

puisque (Xn) est T.A.P..

. % * %
Par ailleurs X < X <3 X .
n n n

Posons : n a
k
Yn = 3 - rik
k=0 ( xk)
1 d !
Notons que | -—%—k-a I < I dk lp/ , donc Yn€L2o
( Xk)

Diautre part, (Yn) est une martingale transformée (cf. Exposé 1, p. I.8)

%é ’, 0 3
puisque ( xk>k220 est une sute previsible.

g )aY

* 3 .
D'autre part, ‘do+ d, + et dk‘ s Xk = ( Xk , donc d'apres le lemme A

1

(1) ly | = — x) ":-5<x>P/2‘

Soit (ek) une suite de signes f 1, et posons

d

k % )a

n
Z = 3 €
=0 ( X,

nog

Comme nous l'avons remarqué, nous aurons

(2) E |z |2 -E |y |2 pour tout n.
n n
Posons 7. = sup |Z |. On a d'aprés le théoréme de Doob (exposé I,
n k<€n k
théoreme 3)
(3) ]IZ:H2 < 2 IIZnH2 pour tout n.

Considérons la martingale transformée de (Xn) par la suite (en)

n
T = % e d
" k-0
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Nous aurons
* a
T oo €4y ( Xk)

3 - * &
("x )? k=0 ( x)% ("x
n k n

)a

ce qui implique d'apres le lemme B

5 3*
(%) It | <22 . ('x)?
n n n

Appliquons 1'inégalité de HBlder, avec 1/p=1/2+1/q, et les inégalités
(1), (2) et (3)

¥* 3* P 1/q
e Il =2 llz Il (BCX)HP)
1/q
sa llz_ll, . &Cx)HP
< 8 (E(*X )P)l/P
P n

<22 (gx*yPyl/p
p n

24
(p-1)

< x 1,
n"p
ou nous avons appliqué a nouveau pour finir le théoréme de Doob, dans LP

cette fois. La martingale transformée (Tn) est bornée dans Lp, donc con-

vergente dans LP (exposé I, corollaire du théoréme 3) et le théoréme est

démontré pour 1< p <2 avec Cp = ;ﬁa (constante évidemment absurde pour
p:2] ).

Pour p > 2, on raisonne par dualité de la fagon suivante.

Soit YeIP', ¥ —E My, e =Y - Y
o1 € ’ “n ~ > "n " n n-1"
n n ® k-1
On aura : < v ekdk,Y> = T g (<E "X ,Y>-<E X ,Y>)
k=0 k=0 n n
n
= Zek(<X,E kY>—<X,E k-1ys)
k=0
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Alors

™
™

o
l[

n
sup {| <5 e N N 4 < 1}
k=0 k-o XK p' '

9 n '
= sup {|<<Xn, kfo skek:>! ; ]IY“pV < 1}

Y

0y s L2 e el vl = 1)

< e, lix
ce qui acheve la démonstration du théoréme.

Remarque 1 : On voit facilement que la constante optimale Cp doit véri-
fier Cp:'cp' si 1/p + 1/p' = 1.

Remarque 2 : Dans le cas p=1, la démonstration précédente donne encore
des informations. En effe1i, op utilise p > 1 uniquement dans la derniere
inégalité. Remarquons aussi que l'inégalité (%) peut étre renforcée.

En effet, on majore |Tn| par la suite croissante 2 Zz (*Xn)a, donc en

fait

Pour p=1, on obtient donc a partir de (%)

lIT*H]_ < 24 |!X*”1 , si X* et T* sont les fonctions

maximales des martingales (Xn) et (Tn)'

Remarque 3 : Il est possible de ramener 1l'inconditionnalité des diffé-
rences des martingales les plus générales au cas du systeme de Haar.
L'argument est fastidieux mais a le mérite de montrer que la constante
d'inconditionnalité de n'importe quelle suite de différences de martin-
gale est majorée par la constante d'inconditionnalité du systeme de Haar.

Indiquons les grandes lignes de la démonstration
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1) Par une approximation convenable, on voit qu'il suffit de
démontrer le résultat lorsque la suite des tribus (G%n) est une suite

de tribus engendrées par des partitions finies de Q.

2) Si (65n) est une suite croissante de tribus engendrées
par des partitions finies de Q, il est possible de trouver une autre

suite croissante (@k) de tribus telle que

a) (Gﬁn) est une sous-suite (Gkn)n de (@k)kzi

0"

b) G est obtenue a partir de Gk en divisant 1'un

k+1
des atomes de Gk en deux parties de mesure non nulle.

(Autrement dit, 0, est obtenue par une partition de Q

k
en (k+1) parties de mesure non nulle).

Dans ce cas su (Xn) est une martingale par rapport a (Gﬁn),

on peut définir une maortingale (Yk) par rapport a (Gk) en posant

Y. = E X si k=k
k It n

Sid =X -X , e =Y -Y _, on voit que d_ = z e
n n k k k-1 n kn_1<ks“kn

K*

La suite (dn) est donc une suite de blccs disjoints de la suite (ek),
donc sa constante d'inconditionnalité est inférieure ou égale a celle

de la suite (ek>°

3) Par un raisonnement d'approximation, on se ramene au cas

d'une suite croissante (Ok)k:>0 comme dans 2), mais possédant de plus

la propriété suivante : si O est obtenue en coupant un atome A de C
en deux parties A, et A disk;intes- les rapport P(A) et P(Ap) on%
P S % 2 O18d ’ pports iy P(a) °

n

dyadiques (c'est-a-dire de la forme h 27, h et n entiers).

4)Si(q9k20

on construit par récurrence une suite croissante de tribus (O&)

est une suite croissante de tribus comme dans 3),

k=0

et une suite n, d'entiers

sur [0,17], "isomorphe'" a la suite (ak)kEZO’ K
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strictement croissante, telles que

a) @ © &n (ot ® = 6(X,,Xy5 %))

k
G& Gank
b) E f = E f pour toute variable aléatoire f Oﬁ+1—

mesurable.

Indiquons le principe de la récurrence : supposons a&,".,ai
déterminées, ainsi que D yMy ooy g
1 1 13 1 1 3 1
Notons A€ ak > AT E€ Ok l'isomorphisme entre ak et Qk (par isomorphisme
nous entendrons que A - A' préserve les opérations d'ensembles, et que
P(A) = P(A'), en notant également P la mesure de Lebesgue sur [0,17.)

Supposons que ak+1 s'obtienne a partir de 0, en divisant un atome A€ ak

k
. .. P(Al) B -m
en deux parties disjointes A1 et A2, avec A h 2 .

Choisissons n, de fagon que G& c 6 . L'ensemble A' corres-
k n,

pondant a A peut s'écrire comme réunion d'intervalles dyadiques disjoints

D ’""Dp’ ou chaque D, est un atome de &Sn

1 k
si D, =[1 27", (1+1) 27", posons
pt | 2N (2"+n)1
s ’
1 2n+m 2n+m
P
Posons A! = U D, , et A! = A' - A!.
1, i 2 1
i=1
P(A}) -m
On a = h 2, donc P(A!) = P(A,), P(A!Y) = P(A,).
1 1 2 2
P(A") a
@bnk 0y
D'autre part, E 1A' - h 2™ 1A‘ = E 1Ai
® '
nk ~-m ak
et E 1, = (1-nh 27 1, =E "1, .
2 2
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. - , . , , , .
Si on designe par ak+1 la tribu engendree par ak’ A1 et A2,
on constate facilement que b) est réalisée, d'apres les deux égalités

ci-dessus.

Si (Xk) est une martingale relative a (ak), on en déduit par

isomorphisme une martingale (Xk) relative a (Gﬁ).

Alors @&
] _ ] - [ ' - [}
dk+1 - xk+1 Xk B Xk+1 B Xk+1
@)n &n
_E k+1 X! - E k X1
- k+1 k+1
ce qui prouve que dé+1 s'écrit sous la forme
! = z
g1 L ocaegn AN
S Ry N

La suite (d&) est donc une suite de blocs disjoints sur le
systeme de Haar, donc sa constante d'inconditionnalité est inférieure

ou égale a celle du systeme de Haar.

Remarque 4 : Que peut-on dire pour les différences de martingales a
valeurs dans un espace de Banach, en utilisant les méthodes précédentes 7
Rien en général, car on peut montrer que si les différences des martin-
gales a valeurs dans un espace de Banach F sont des suites inconditionnelles
dans Lp(F), 1< p< o, 1l'espace F est super-réflexif. D'ailleurs, toutes

les méthodes du cas réel consistent a se ramener d'une fagon ou d'une

autre au cas trivial p=2, alors qu'il n'y a pas de cas trivial pour

les martingales banachiques.

Cependant, G. Pisier a observé le fait suivant : si on sait que les dif-
férences des martingales a valeurs dans F sont inconditionnelles dans Lq(F),
pour un q donné ( nécessairement 1< q< =), elles seront aussi incondition-
nelles dans Lp(F) pour tout p tel que l1<p< . On peut par exemple
reprendre la démonstration du théoreme 1, en remontant de p a q pour

1<p<q, et en dualisant ensuite convenablement).
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A 1'heure actuelle, nous savons peu de chose sur les espaces
de Banach vérifiant la propriété (I) d'inconditionnalité des différences
de martingales ; cette classe est stable par passage aux sous-espaces, aux
quotients, au dual, a Lp(F), 1<p<wo (si F vérifie (I)), par interpola-
tion [Ao,Alje’p (si A et A

espaces Lq, 1<qg<w, et la propriété (I) est une super-propriété.

vérifient (I)), cette classe contient les

3. Propriétés du systeme de Haar.

Théoréme 2 : Pour tout p tel que 1<p< o, la suite (Xm)m>’0 est une

base inconditionnelle de Lp([O,lj,dt)o

Démonstration : Nous devons montrer que toute fonction f € Lp([O,lj,dt)

(o0
admet un développement unique f = X a. X., et que ce développement

j=0

est inconditionnellement convergent. D'aprés le théoréme 1 et le 1

n
(ou 1'on a vu que X = L a, X. est une martingale T.A.P.) il suffit
Jj=0

©
de montrer que X a. X, converge dans LP.
3=0 J J

Posons §5n = G(Xo’xl’“"xn)' Notons que Gbm = z GBn est la

tribu borélienne de [0,1] (en effet, l'algebre B»-u Gbn contient tous
n

les intervalles ouverts a extrémités dyadiques, donc & engendre tous
les ouverts de [0,17).

Soit f€ Lp, et posons Xn -8

f. I1 est clair que (Xn) est
une martingale, bornée dans Lp, donc convergente d'apres le théoreme
des martingales (exposé I, théoreme 2 et corollaire du théoreme 3)

vers X, la convergence ayant lieu dans P et P S.

®

On en déduit queE b = Xn pour tout n, soit encore E T(X-£) = 0 pour

tout n, donc X=f puisque U 65n engendre la tribu borélienne de [0,1].
n
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Pour finir, on voit facilement que Xn - Xn_1 peut s'écrire

@

a_ X% _, donc la série X a X, converge vers f. L'unicité est claire, car si
n “n

n=0
-} @)n n
f = 2 a X s E f= Z a X ,
n=0 " * k=0 & K
ce qui acheve la démonstration.
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