B. MAUREY
Systéme de Haar

Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1974-1975), exp.n° 1, p. 1-11
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1974-1975 A1_0>

© Séminaire Maurey-Schwartz
(Ecole Polytechnique), 1974-1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SAF_1974-1975____A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE
CENTRE DE MATHEMATIQUES

17, rue Descartes
75230 Paris Cedex 05

SEMINAIRE MAUREY-SCHWARTZ 1974-19725

par B. MAUREY

, O
Expose N1 6 Novembre 1974






Cet exposé est consacré a une revue rapide des notions fonda-
mentales de la théorie des martingales. Les propriétés du systeme de
Haar seront démontrées dans le second exposé, comme cas particulier

des propriétés générales des martingales.

1. Espérance conditionnelle.

Soient ((,Q,P) un espace de probabilité et B une sous-tribu
de 0. On désignera par L°((3) 1'ensemble des classes de fonctions mesu-
rables f ELO(Q,G,P) telles qu'un représentant au moins de f soit B -me-
surable.

(C'est-a-dire qu'il existe une fonction g appartenant a la classe de f,
et telle que gﬂl(B) € ® pour tout borélien B de R). Si la tribu B est
complete, c'est-a-dire contient tous les ensembles négligeables, ou bien
tous les représentants de f sont G5~mesurables, ou bien aucun représen-

tant de f n'est B -mesurable.
On posera P(®) = 1.°(®) ntPq,a,p), 0<p <.

On notera !lf”p la norme de f dans Lp(Q,@,P). (quasi-norme
pour p< 1).

Si fEI%Q,@,P), on définit 1'espérance conditionnelle de f

par rapport a 03, notée Edbf, comme un élément de L1(55) caractérisé

par le théoreme suivant

Théoreme 1 : 1) Pour tout f EL}(Q,O,P), il existe un élément unique

Eﬁf € Ll((B) tel que

¥ g eL7(6) J“gE@f dp = [ gfap

®

En fait, E f est déja caractérisé par

E@’fELliﬁ), et ¥B € LEﬁf ap = [ f ap

‘B
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2) L'opérateur linéaire f - E®f est positif, idempotent
(i.e. £l (®) © t=E®1). De plus, la restriction de ® 3 ?(q,q,p),

1<p<w, est continue de norme <1 3 valeurs dans LP(®)
¥ £€17(0,0,P) e ell < el

3) Si h est réelle et (3 -mesurable, et si f et hf sont

intégrables

E&(hf) = hE®f

Soit maintenant F un espace de Banach. Désignons par
LO(Q, a,P,F) 1'espace des(classes de) variables aléatoires mesurables
a valeurs dans F. Si 0> est une sous-tribu de 0, on notera LO((?),F)
1'ensemble des classes f ELO(Q, Q,P,F) admettant au moins un représen-

tant 03 -mesurable, et on posera encore
@, = L%(®,m niP,ar,m, 0O<p<w

on notera ||fl] 1a quasi-norme dans Lp(Q,a,P,F),
p

(Hf”p: (I Hf((n)HgdP(m))l/p).

. A~
On sait que Ll(Q,(I,P,F) = Ll(Q,@,P) ®n F. Il est donc possible

, ® A
de définir un opeérateur EF = E@)@ Id de Ll(Q, a,P,F) dans’ lui-méme.

Cet opérateur est 1'opérateur d'espérance conditionnelle par rapport
a (® pour les variables aléatoires intégrables a valeurs dans F. Nous

le noterons simplement Eﬁ, et nous aurons

Théoreme 1 bis : 1) Pour tout fELl(Q,O,,P,F) il existe un élément
unique E63 fELl(G‘B,F) tel que

B

¥ geL”(®) [gE fdP = [ gfap



En fait, E@’f est déja caractérisé par

E@)feLl(G’é,F) et ¥ Be® | ‘]‘;E@f ap = [ £ dp

B

2) L'opérateur f - E@)f est idempotent

(i.e. féLl(@,F) o f:E&bf). De plus, la restriction
de E65

daans L2(® ,F)

a L?(0,a,P,F), 1<p<w, est continue de norme < 1 a valeurs
¥ £ €LP(0,0,P,F) HE@fup = el

3) Si h est réelle (resp. a valeurs dans F) et  -mesu-
rable, et f intégrable a valeurs dans F (resp. intégrable réelle), et
si hf est intégrable

@

Eﬁ(hf) = hEf

4) Si f ELl(Q,G,P,F)

®

HE@)fH <E ||f]l, et ¥ €eF <EEVf > = E@<§,f>n

Exemple 1 : L'exemple le plus simple de calcul d'espérance conditionnelle

ezt le cas ou 6’5 est engendrée par une partition finie B

, -,B_de (,
1 n
avec B € 0. Dans ce cas,si fE€L (Q,Q,P,F)

1

tfn désignant par 1, la fonction indicatrice d'une partie A C Q)

A
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Dans la suite nous noterons indifféremment Ef ou [ f 4P

1'intégrale d'une fonction f réelle ou vectorielle (Ef se lit : espé-

rance de f).

2. Martingales.

Soient (Q,d,P) un espace de probabilité et 030 C®1 C:...C@n c...
une suite croissante de sous-tribus de (.

[e0)
On notera Gbm la tribu V Gbn engendrée par les tribus (G5n)n
n=0

Soit F un espace de Banach. Nous dirons qu'une suite (X ) néN

d'élements de L (Q,a,P,F) est une martingale intégrable si

1) Xn est ﬁz;mesurable pour tout n. (Autrement dit : il existe
un représentant Yn de la classe Xn tel que Y;I(B)E dbn pour tout boré-
lien B de F.)

2) Pour tout n : E X = X

On voit que la propriété 2) implique E nXm = Xn pour m=n, et

on voit que cette propriété 2) est réalisée si et seulement si

-FBE@Jn h&; - JBX ap

En particulier SiGBn est engendrée par une partition finie

n

(B}, .,

B.), il suffit que

¥ j=1,.,k, [ox ap = X_ dp .

Soit maintenant (Yn) une suite d'éléments de Ll(Q,a,P)n Nous

dirons que (Yn) est une sous-martingale intégrable si



1) Yn est 65n—mesurable pour tout n.

2) Pour tout n : E Y > Y

®

(Ici encore, la propriété 2) implique E n Ym > Yn pour tout

m>n et cette propriété 2) est réalisée des que

v Be B \Lx dpszx ap . )
n n+1 n
Proposition 1 : Si (Xn) est une martingale intégrable a valeurs dans F,
Yn(m) = l‘Xn(m)” définit une sous-martingale intégrable (Yn)e
La démonstration est immédiate : en effet, Yn est @nnmesu~

rable et

® (&)

n g n '

B lx 0 o2 e x = lix i

Exemple 2 : Un exemple important de martingale vectorielle est fourni

par les "arbres" (cf. [1] ou [27], exposé 13).

Rappelons qu'un arbre dans un espace de Banach consiste en

la donnée d'un point xoélﬁ et pour tout entier k=1 de points x

’
L goeoy €
e.=1 1, tels que . k
X, +X_y
X, = —5 ; et pour tout k=1
X = 1/2 (x L+ X )
9 ey B / 81’""8k’1 61’“"ek’-1

(On peut toujours supposer que k varie de 1 a +o. En effet, si les

X : sont définis seulement pour k <n, on posera pour m>n
17 B
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I1 est facile d'interpréter les points de l'arbre comme
l'ensemble des valeurs d'une martingale vectorielle. A cet effet posons
N
Q: {—1,+1} 9 P =

1

[1/2 (61+ 6_1)]i (c'est la puissance tensorielle
1

de la probabilité sur {-1,+1} qui donne la masse 1/2 a chaque point.

On peut voir aussi que c'est la probabilité de Haar du groupe compact Q.)

Posons 650 = {#,0}, et désignons par GBH la c-algebre engen-

drée par les n premieéres applications coordonnées. On voit que 63n est
o

engendrée par la partition B 0o’ €5 7 + 1, ou
Elr s €
o .
B 0 = { (ei) ‘ €Q ; e, =& i=1,2,..,n}.
€., e, E 1€i<w
1 n
Supposons donné un arbre (x ,x ,k=1). Définissons
0778,y ey €y

une suite de variables aléatoires (Xn) sur (Q par

= >
XO xo, et pour n=>1
X (g) = x si € €B
n o o o o
el,.a.,sn el,.,.,sn

On voit facilement que Xn est &5n—mesurable H

d'autre part B = B U B ,
o o o

o o o
Eys e € 81’""€n’1 el,".,en,—l
et P(B o o ) = P(B o ), donc
Bys s , 1 el,".,sn,—l
1
ur X .4 4P = 5 P(B o) [x X o ]:% X dp
o el,n.,s 51, ,€ ,1 81,".,€n,—1 o o

[¢]
€ seny € 14 0o 4 €
1? ’ n 1’ ’ n
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ce qui prouve que (Xn) est une martingale d'apres les remarques qui

suivent la définition.

Rappelons le théoreme de convergence des martingales réelles,

ou plus généralement des sousmartingales

Théoreme 2 : Soit (Yn) une sous-martingale intégrable (relative a la

suite croissante (Gbn)). Posons Y; = sup(Yn,O).

a) Si sup E Y; < o, la suite (Yn) converge presque sirement
n

vers une variable aléatoire intégrable Y (qui est donc

@L—mesurable).

b) La convergence a lieu dans L1 si et seulement si la suite

(Yn) est équi-intégrable.

Dans le cas d'une martingale (Xn) a valeurs dans un espace

de Banach, la condition sup E||Xn” < o ne suffit pas en général a assurer
n

la convergence presque siire de (Xn)o Cette question sera étudiée dans

1'exposé 4.

Nous allons définir les transformations de martingales, qui
seront 1'outil essentiel de 1'exposé N° 2.

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires intégrables

n=0

a valeurs dans un espace de Banach. Posons d =X , et d =X - X
o o n n n-1

pour n=1. On voit immédiatement que (Xn) est une martingale si et

seulement si
a) dn est 63n—mesurable pour tout n=0

b) E  d = 0 pour tout n=0.
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Supposons donc que (Xn) soit une martingale intégrable

n=0

vectorielle (resp. réelle) et soit (Un)n une suite de variables

=20
aléatoires réelles (resp. vectorielles) telle que

1) La suite (Un) est prévisible, c'est-a-dire que U est

®

n_l-—mesurable pour tout n=1.

2) Pour tout n =0, d U est intégrable.

Définissons une suite de variables aléatoires (U * X)n par

n
(U *X) = % U d, .
n k=0 k 'k

On voit que (U * X)n est une martingale. En effet, si Ao = Uodo,
et An = (U * )()n - (U * X)n—l pour n=1, on voit que An est @nw-mesu—

rable pour tout n, et d'autre part

(U est @Jn—mesurable, et on peut appliquer le théoreme 1 bis 3).)

n+1

La martingale (U * X)n est appelée martingale transformée
de (Xn) par la suite (Un). Un cas particulier treés important est celui

des martingales iransformées par un temps d'arrét.

Rappelons qu'un temps d'arrét (relatif a la suite des tribus
(@n)) est une application mesurable T de () dans l'ensemble des entiers
= 0, et telle que

(%) ¥n=0 {T:n}é@)n

(I1 est équivalent de dire que {T_<_n} € @n pour tout n=0).
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Si T est un temps d'arrét, définissons une suite de variables

aléatoires (Un) par
Un(w) =1 i n < T(w), O sinon.

On voit que Un est M ~mesurable pour n=1, puisque

n-1
{Un::O} = {T<n} = {T<n-1} € 65n—1' Si (Xn) est une martingale vecto-

rielle, la martingale transformée (U * X)n vaut

T(wIan
3 w = N = X
(U X)n( ) 5 dk(w) T(¢)An (w)
k=0
(nous notons apb 1l'inf de a et de b).
La martingaie ci-dessus est simplement notée (X ) ; clest

TAn'n

la martingale "arrétée au temps T'.

Nous allons rappeler maintenant les inégalités de Doob, con-
cernant la fonction maximale d'une martingale, ou plus généralement

d'une sous-martingale

Lemme : Soit (Yn) une sous-martingale intégrable = 0.
3%
Posons Yn(m) = sup Yk((n)° Pour tout a >0, et pour tout n, on a
O<k <n
a P(Y >a) < [ Y ap
n {Y“:>a} n
n
Démonstration : Posons

T(w) = inf {k; Yk(m):>a} (T(w) = +o si  sup Yk(m) < a).
k

On voit facilemeat que T est un temps d'arrét. Par ailleurs on voit que

~—
V
<Y

[
1

{T < n}.



En utilisant le fait que Yk >a sur {T::k}, puis en utilisant

1'inégalité des sous-martingales, on obtient

n n
a P(T<n) =a ¥ P(T=k) = 1w Y, dp
k=0 k=0 1T =k}
n
< v I Y dP = { Y dp
k=0 {T=k} T<n} "
Théoreme 3 : Soit (Xn) une martingale vectorielle, cu une sous-martin-
— 3
gale positive, bornée dans Lp, 1<p<». Posons X (@) = sup llxn(m)“ .
n
On a
X" « £ gu X .
R AN
Démonstration : Posons Yn(m) = ‘an(m)H . La suite (Yn) est une sous-

martingale positive. Il suffit donc de faire la démonstration dans le

cas d'une sous-martingale positive (Yn). 11 suffit de montrer que
% \
v, vl =SByl
D'apres le lemme, on a pour tout a>0

* - N
a P(Yn > a) < an 1{an>a} dp .

En multipliant 1'inégalité par pap—2 et en intégrant par

rapport a a, on obtient

i

Py P p-2
I (y )"ap p f Y [ j 1{Y§>a} a da] dP

_ b [y (Y yP=1 4p
p-1 J "n n

1/p'

A

1 *.p'(p-1)
£ (YD /» ([ (x)HP P72 ap)

=



avec 1/p+1/p' = 1, d'ou p'(p-1) =p, d'ou le résultat en divisant les

3 '
deux membres par ([ Yn)p dP)l/p .

Corollaire : Soit p tel que 1<p< ». Si (Xn) est une martingale réelle
telle que sup||XnHI)< o, la suite (Xn) converge presque sirement et dans

Lp vers unenvariable X.

. , . ¥*
Démonstration : D'apres le théoreme 3, X (@) = suplan(m)” est
n
\ ’ \ *
dans Lp, et Xn - X p.s, d'apres le theoreme 2, avec |Xn| <X : il

suffit donc d'appliquer le théoreme de Lebesgue dans LP.
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