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XIII.1

Les probiémes considérés consistent en 1'étude des éléments x
de R/Z pour lesquels il existe une infinité de solutions en entiers n

a 1'inéquation
IIx - unH < €

(ou H.H est définie par : |x||=min |x - n|], X désignant un représentant
neN
dans R de x€ R/Z), (un) étant une suite donnée d'éléments de R/Z et

(en) une suite donnée de nombres réels positifs, décroissante, telle que
la série Ze soit divergente. C'est-a-dire que si l'on désigne par In
1'intervalle ouvert de centre u, et de rayon e s on étudie 1'ensemble

n u In' Si cet ensemble est de mesure pleine on dit que la suite (un)
N n3N
est (en)-eutaxigue. Une suite (un) est dite eutaxique si elle est (en)-

eutaxique pour toute suite (en) décroissante de nombres réels positifs

telle que la série Zen diverge.

Ces problémes ont d'abord été étudiés par J. Lesca ([5]). Les
motivations en sont arithmétiques (1'étude des éléments de R/ZZ étant
celle des parties décimales des nombres réels) et conduisent donc a
1'étude de recouvrement d'un cercle par des intervalles. Des problémes
voisins furent précédemment étudiés : recouvrement d'un cercle (de
longueur 1) par des intervalles (In), de longueurs (en) ((en) étant une
suite décroissante de nombres réels positifs), et dont les centres sont
des variables aléatoires indépendantes équidistribuées sur le cercle

([3], ch. IX). Le lemme de Borel-Cantelli montre qu'alors I=0n y I
N n>N
est presque sOQrement de complémentaire négligeable et, dans le cas ou

sn:=%g P. Billard a montré que le complémentaire de I est presque sfire-
ment vide ou dénombrable ([1]). Dans les problémes d'eutaxie, au contrai-
re, la suite des centres des intervalles In est fixée, et le fait que I
soit de complémentaire négligeable ne peut résulter du lemme de Borel-

Cantelli.

I1 fut aussi étudié la mesure de 1l'ensemble des éléments

a€ R/Z pour lesquels 1l'inéquation

|lna - x|| < £,
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a une infinité de solutions n, x étant un élémcui “e R/ZZ fixe, (en) une
suite décroissante fixée de nombres réels positifs {jrobléme métrique de
Khintchine : [4], [2] ch. VIII). Cette équation admet une infinité de
solutions pour presque tout ou presque aucun a selon que la série Zen
diverge o. converge. Cela implique, (en) étant donnée, que (na) est (an)—
eutaxique pour a appartenant a un ensemble de complémentaire négligeable.
Comme cet ensemble dépend de la suite (en), il n'en résulte pas que (na)
est eutaxique pour presque tout a € R/ZZ. En effet, comme 1'a montré J.

Lesca et comme il résulte du critere énoncé plus loin, (na) est eutaxique

pour presque aucun a (plus précisément : si et seulement si
; - 1
Ylw) = lim e <),

- njjna|

& 1. UNE MESURE DE REPARTITION

I1 est facile de voir qu'une suite eutaxique est dense et qu'une
suite dense est (en)-eutaxique pour toute suite (an) qui ne tend pas vers
zéro. Une suite eutaxique doit donc 8&tre '"bien répartie'". Pour étudier
la répartition des suites d'éléments de R/ZZ, nous introduisons les fonc-
tions A ([7], [8], [9]) définies par : pour toute suite u=(u ) d'élé-

ments de IR/Z, pour tout intervalle I de R/Z de mesure non nulle et pour

k k+1

N’ N

tout entier N, on désigne par A(I,n,N) le nombre d'entiers k tels que
0<k<N, et tels que )‘:

l:ﬂ I contienne au moins un point u avec

1<n< N. Posons

A(I,u,N)

A(I,u) = lim inf —W .

N-—»oo

. . . / . . N
Remarquons que les fonctions A sont invariantes par le “shift-endomorphism,

c'est-a-dire par l'application de (]R/Z)]\I dans lu:-m&me qui a une suite

(u_) associe la suite (v_) définie par v_:=u .
n n n n+l
Théoréme 1 : S'il existe un intervalle I (de mesure non nulle) tel que

A(I,u) =0, la suite u n'est pas eutaxique.

Preuve : Si 2(I,u) =0, on peut alors construire par récurrence une
suite d'entiers positifs (N ) telle qu'en posant M = £ N, (et M =0,
k S o<tss t ¢

cn ait pour teut 820



XIII.3

M [

S & 4
A(T,T (u)’Ns+1) = Tt
2
MS y s ’ 4 N\
(o0 T ~ désigne la M_-ieme itérée du shitf-endomorphism).
. . e s ) 1 .
Soit (en) la suite définie par : T si MS<:n5;Ms+1
s+1
Cette suite décroft et la série an diverge (car N €, = % pour
M <nsM
s s+1
tout s).
3 .
Pour n¢ N , soit I = ]un--en , un+-an[. On a
Ms 3
wiin U I) <A(1,T S(W,N_ )
n s+1° N
M <nM s+1
s s+1
< 3
- 2s+1

Donc p(INn (N U In)::O. La suite (un) n'est pas eutaxique.
N n=N

§ 2. UNE CONDITION SUFFISANTE

La réciproque du théoréme 1 est fausse, cependant, si 1'on pose

x(u) = inf A(I,u) (I parcourant les intervalles de R/Z de mesure non
I
nulle et a extrémités rationnelles), on a le résultat

Théoréme 2 : Si x(u)>0, la suite u est eutaxique.

Preuve : Soit (en) une suite décroissante de nombres réels positifs
’ . Z . . - -

telle que la serile e, diverge. Soit Vn ]un e un4.en[ et

V= U V_. Comme les fonctions A sont invariantes par le “shift-endomorphism;
neEN
il suffit de montrer que p(V) = 1. Soit a tel que O< a< x(u). La démonstra-

tion se déroule en deux étapes selon que la suite (en) décrott lentement

ou rapidement

Lemme 1 : S'il existe un intervalle I (de mesure non nulle et a extié-

mités rationnelles) tel que p(IrﬁV):;% p(I), alors pour toute suite (ts}

d'entiers positifs telle que NN 8
to g ap (1)

, il existe un entier S, tel

1 .
- s
que ats< 2tq sis2s
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Preuve : Soit (ts)SEN une suite d'entiers positifs telle que
ts > 8 et soit s, tel que A(I,u,t )>ap(I)t_ si s=2s,. Soit s> s
to_, ap (1) 1 T s s 1 1’
- 1 . .
et supposons que at Zzﬁ;— . Posons Us = LJ Vn . Les intervalles
s S ts_1<ngts

EEL,-%;l{ (k€ N, O0<k< tS) inclus dans I et contenant au moins un point
s s

u_ avec to_ < nst sont au moins au nombre de ap(I)tS-tS_l— 2 (car il y
2n a au plus ts_1 guli contiennent un point u avec 1311s‘ts_1 et au plus 2
non contenus dans U et contenant un point u tel que ts <n< ts et que

-1
u €1I). Pour chacun de ces intervalles, on a
n

k k+1 1 .
P(US n &F-’ 1 [)2 5t ’ puisque

s s s

si t ngt on a ¢ € L D

st <hsty s nZ & =237 . Donc

s s
p(U_NI) = - (ap(I)t_ -t -2) > Zp(n)
s 2ts s s-1 4

pour s suffisamment grand, d'cu la contradiction.

Lemme 2 : Pour tout intervalle I de R/Z (de longueur non nulle et d'ex-

trémités rationnelles) on a

p(INV) > 2— p(1)

Preuve : Soit I un intervalle de R/7Z de longueur non nulle et d'extré-

mités rationnelles tel que p(Ir]V):;% p(I). Soit (ts) une suite d'entiers

t
positifs tels que S 5, ou & est un entier positif, 6>-——§—— . Soit
to_y ap (1)
. . PP ' s .
(an) la suite définie par en ets si ts—1< ng‘ts, et pour tout s, soit
— - t ] ] A -
wt = U ]un sn y un4-en[. D'apres le lemme 1, on peut supposer s suf
s n<t
S 1
fisamment grand pour que u, < .
t 2t
s s
Evaluons p(IN (W, ~W )) : les intervalles JL—,LEill
t t t t
s s-1 s s
rencontrant Ir1wt sont au plus au nombre de Q%p(l)ts-+2tg 1) puisque
s-1 =T

a
H(Iﬂwt )SZP-(I) et que W,

posséde au plus ty
s-1 s-1

1 composantes connexes.
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D'autre part, ceux contenus dans I et contena:’ u, point u avec
t <n<t sont au moins au nombre de (ap([)t - - 2)., Donc
s-1 s s s~1
p(In (W, -w, ) 2 G2 UMt -3t -2)e, =22 p(Dt e
t t 4 s s=1 t T 16 s t ’
s s=-1 s )
ce qui est contradictoire avec le lemme suivant
Lemme 3 : La série i ts ets diverge .
Pieuve
tS tS tSA_]_
tg &y o (et 2% 2 =,
S s+ s s+1 s n:ts+1
1 tsiolw
:6 i ‘;\—-«: E:n
n=t +1
s
zt € > 1 bY >
Donc & bt & 2§77 n
s n>t
1
Fin de la démonstration du théoréme 2 : Le lemme 2 prouve que V est

de densité positive en tout point de IR/Z et par suite, d'aprés un théo-

réme de Lebesgue, que V est de complémentaire négligeable,

§ 3. QUELQUES EXEMPLES

Le critére précédant permet de montrer qu'il existe '"beaucoup"

de suites eutaxiques

Corollaire 1 : Presque toute suite d'éléments de R/Z (relativement a

la mesure de Haar de (IbQZ)I%est eutaxique.

On peut en effet montrer que, relativement a la mesure de Haar
de QR/ZZ)W', on a pour presque toute suite u x(u)>t, oi t est le nombre

t - )
de 1'intervalle 10,1[ tel que t (e(l—‘t))1 to 1 (8], 9

Comme exemples de suites eutaxiques, on a
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Corollaire 2 : Soit a€ R/Z. La suite (na) est eutaxique si et seulement
si le nombre M(a) = lim est fini (c'est-a-dire pour presque aucun a).
Nooo n”na“
On a en effet ([7] 81, 91 -1 < X(u)<:2'/—ii— . Ce
’ ’ b 1+M(a) = = M(a)

corollaire résulte donc des théorémes 1 et 2.

Les méthodes du chapitre 3 de [6] et le théoréme 1 permettent

ussi de montrer

Corollaire 3 : Scit (an) une suite croissante de nombres réels positifs

a

telle que la série T soit convergente. Alors, pour presque tout

n+1
xR, la suite (anx) est eutaxique (modulo 1).
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