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1

Les problèmes considérés consistent en l’étude des éléments x
de pour lesquels il existe une infinité de solutions en entiers n

à l’ inéquation

(où !!.)) est déf i n i e par : llxll=min , x désignant un représentant

dans R de x E ]R/2Z)y (u ) étant une suite donnée d’éléments de et
n

(E ) une suite donnée de nombres réels positifs, décroissante, telle que
n

la série ¿E 
n 

soit divergente. C’est-à-dire que si l’on désigne par 1 
n

l’intervalle ouvert de centre u et de rayon e ny on étudie l’ensemble
n n

nul. Si cet ensemble est de mesure pleine on dit que la suite (u )
N 

~

est (F-n)-eutaxi e. Une suite (u ) est dite eutaxique si elle est (c )-
-- n 20132013201320132013-20132013 n 20132013201320132013-20132013 

n

eutaxique pour toute suite (en) décroissante de nombres réels positifs
n

telle que la série Ze diverge.

Ces problèmes ont d’abord été étudiés par J. Lesca ([5]). Les
motivations en sont arithmétiques (l’étude des éléments de étant

celle des parties décimales des nombres réels) et conduisent donc à

l’étude de recouvrement d’un cercle par des intervalles. Des problèmes
voisins furent précédemment étudiés : recouvrement d’un cercle (de

longueur 1) par des intervalles de longueurs (En) ((e ) étant une
n n n

suite décroissante de nombres réels positifs), et dont les centres sont

des variables aléatoires indépendantes équidistribuées sur le cercle

L3 ], ch. IX) . Le lemme de Borel-Cantelli montre qu’alors 1 = nUl n
N n&#x3E;N

est presque sûrement de complémentaire négligeable et, dans le cas où

e = 1 y P. Billard a montré que le complémentaire de I est presque sûre-
n n

ment vide ou dénombrable ( C 1 ) . Dans les problèmes d’eutaxie, au contrai-

re, la suite des centres des intervalles In est fixée, et le fait que I

soit de complémentaire négligeable ne peut résulter du lemme de Borel-

Cantelli.

Il fut aussi étudié la mesure de l’ensemble des éléments

pour lesquels 1 ’ i néquat i on
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a une infinité de solutions n, x étant un f je 1R/ZZ fixé, (En) une
- n

suite décroissante fixée de nombres réels postula (problème métrique de

Khintchine 1 E4], L2] ch. VIII). Cette équation admet une infinité de

solutions pour presque tout ou presque aucun a selon que la série £c n
di verge converge. Cela étant donnée, que (na) est ( En)-

n n

eutaxique pour a appartenant à un ensemble de complémentaire négligeable.
Comme cet ensemble dépend de la suite ( En) , il n’en résulte pas que (na)

est eutaxique pour presque tout a E En effet, comme l’a montré J. CI

Lesca et comme il résulte du critère énoncé plus loin, (na) est eutaxique

pour presque aucun a (plus précisément : si et seulement si

ç’ --:- 1 
)° ‘ ‘, ,rV , r 1 -= l i m e

§ 1. UNE MESURE DE REPARTITION

Il est facile de voir qu’une suite eutaxique est dense et qu’une
suite dense est (En)-eutaxique pour toute suite (cn) qui ne tend pas versn n

zéro. Une suite eutaxique doit donc être "bien répartie". Pour étudier

la répartition des suites d’éléments de lR/25£, nous introduisons les fonc-

tions ([7J, L8], [9]) définies par : pour toute suite u = (un) d’élé-

ments de ]R/ZZy pour tout intervalle 1 de de mesure non nulle et pour

tout entier N, on désigne par 7(I,n,N) le nombre d’entiers k tels que
F k k+ lF

o ::; k  N, et tels que  , - N- n I contienne au moins un point un avec

1 K N. Posons : 

Remarquons que les fonctions À sont invariantes par le "Shi f t-endomorphism’N
c’est-à-dire par Inapplication de (JR/ZZ) dans lui -mtme qui à une suite

~un) associe la suite (v ) n définie par "

Théorème 1 : S’il exi ste un intervalle mesure non nul l e ) t el que

(l/u)= 0, la suite u n’est as eutaxique

Preuve : Si on peut alors construire par récurrence une

suite d’entiers positifs (N k) telle qu’en posant M s = 2: N ( et ~1 Ù == ("B)s t

t 



XIII.3

M 
., . , ,

(où T s désigne la M s -ième itérée du" s hitf-endomorphismB).

Soit (e ) la suite définie par :
n

Cette suite décrott et la série EEn diverge

tout s).
Il

Donc cn u 1 ) = 0. La suite (u ) n’est pas eutaxique.
N 

~

~ 2. UNE CONDITION SUFFISANTE

La réciproque du théorème 1 est fausse, y cependant, y si l’on pose

x (u ) _ inf x(I,u) (I parcourant les intervalles de de mesure non

1

nulle et à extrémités rationnelles) , on a le résultat :

Théorème 2 : Si x(u) &#x3E; 0, la suite u est eutaxique.

Preuve : Soit (En) une suite décroissante de nombres réels positifs
20132013201320132013 n

telle que la série Se diverge. Soit Y u + et

V = U Vn . Comme les fonctions h sont invariantes par le //shift-endomorphisnj":
nE IN

il suffit de montrer que li (V) = 1. Soit a tel que 0  a  x(u) . La démonstra-

tion se déroule en deux étapes selon que la suite (e ) décrott lentement
n

ou rapidement :

Lemme 1 : S’il existe un intervalle 1 (de mesure non nulle et à extré-

mités rationnelles) tel que (I V) (I) alors our toute suite (t
n - 

rn r ms

d’enters;Osétifs.teiie qUe É &#x3E; 4 , ii existe Un entier So teid’entiers positifs telle que tS-1 &#x3E; il existe un entier s tel2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013-a2013 
i 

2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 o 20132013

*£ t -1- &#x3E; ’ 
s-1

,que t " o
s s
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Preuve : Soit une suite d’entiers positifs telle que

t 
g20132013L-20132013-2013- et soit s 1 tel que " Soit 

ts-1 1 s Si 1

et supposons que Posons U -= U V . o Les intervalles
s s 

s 

inclus dans 1 et contenant au moins un point
ts 

5 

ts L 
y 

s

u 

s 

s  n:; t s sont au moins au nombre de aFt(I)t s t S-1- 2 (car il yu 
n 
avec t 

s 
sont au moins au nombre de s-1 - 2 (car il y

en a au plus t s-1 qui contiennent un point u n avec au plus 2

non contenus dans ~ " et contenant un point u n tel que t 
s-1 n~t s et que

u El). Pour chacun de ces intervalles, on a
n

pour s suffisamment grand , diüù la contradiction.

Lemme 2 : Pour tout intervalle I de ]R/2Z (de longueur non nul 1 e et d’ex-
- .. 

, 
- 

.

trémités rationnelles) on a :

Preuve : So i t 1 un intervalle de de longueur non nulle et d’extré-

mités rationnelles tel que p(l). Soit (t ) une suite d’entiers
4 s

t 
. 8

ositifs tels e s = oû S est un entier ositif 8 &#x3E; ---$-- . Soitpositifs tels qiie ts-1 
== ô, où 6 est un entier positif, y Soitp 

"s-1 
s p 

(et) la suite définie par si t 1  n  ts, et pour tout s, soit
n n t s-1 s

s

W, r U lu -F-1 , u +e’. ° D’ après 1 e lemme 1, on peut supposer s suf-
s nst 

" ? 

s 
1

f i samment grand pour que ut 1
t s

rencontrant IDW sont au plus au nombre de + 2t s-1 ) puisque
s-1

ii(i n w ts-1 ) 4 et que W tS-1 possède au plus t S-1 composantes connexes.
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Dautre pai,t , ceux contenus dans 1 et contenait un avec
sont au moi ns au nombre de (S-1 -2). ° Donc

ce qui est contradictoire avec le lemme suivant :

Lemme 3 : La série £ t s 6t t, diverge o

s s

e

Donc

Fin de la démonstration du théorème 2 1 Le lemme 2 prouve que V est

de densité positive en tout point de et par suite, d’aprés un théo-

rème de Lebesgue, que V est de complémentaire négligeable,

~ 3. QUELQUES EXEMPLES

Le critère précédant permet de montrer qu’il existe "beaucoup"
de suites eutaxique

Coroll aire 1 : Presque toute suite d’éléments de (relativement à

1 a mesure de Haar de eutaxique.

On peut en effet montrer que, relativement à la mesure de Haar

de on a pour presque toute suite u X(u)?: t, où t est le nombre

de 1 !intervalle ]0,1[ tel que t ( e ( 1 - t) ) ::- 1 ([8], [9]) ,

Comme exemples de suites eutaxiques, on a : :
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Corollaire 2 : Soit a E R/2Z. La suite (na) est eutaxique si et seulement

si le nombre M(a) ~ lim 
1 

est fini (c’est-à-dire pour presque aucun a).
n--oJ n ) ) na ) )

corollaire résulte donc des théorèmes 1 et 2.

Les méthodes du chapitre 3 de [6] et le théorème 1 permettent

ussi de montrer ;

Corollaire 3 : (an) une suite croissante de nombres réels positifs2013’2013’2013’’"’"" 
- 

-...-.--.-.,

a

telle ue la soit convergente. Alors, pour presque tout’ ~ 

n+ 1

xE B , la suite (an x) est eutaxique (modulo 1) .
n r1r m 

-------------------
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