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XI1.1

Tous les de Banach

espacess considérés dans cet article soat sur le corps
des réels. On sc propose de montrer le
. R z
Théoréme 1. Soient p un réel > 1 ¢t F un_esvace de Banacn is y P
¢ pun reed / L 1

P ) .. ,
Alors [ ¥ est finiment representable dans E.

Rappelons qu'un espace F est dit finiment représculablie dans £ si pour
tout € » O et tout sous-espace F' de F de dimension Tinie il exishe un sous-
espace E' de E et une application lin&aire bijective T : E' - T'' avec

(M

[1] » comme le montre la proposition suivante ({2], [3)]

o

! 1+ £

s

Cette notion est intimement 1iée

’

. eclle d4'ultrapuissance

).

ﬂ“

o

Proposition 1, E et F &tant des edpaces de Banach, F esl finiront roprécentable
dans E i et seulenent s'il est isom€trigue 2 un sowsmespace d'inc ulbrepuissance
dy_..
Le théoréme 1 fournit une nouvelle d€monstration duv thécrcme sulvent de
Dvoretzky [4].
Y
Théoréme 2. Soit B un espace de Panach de dimension iufinie; zJors {‘_ggt
finiment représentable dans B.
el
En effetr d'aprds un résultat de Tzafriri-[5)] , /il existe un cspace de
) . ~ 92 . - n Nt Se
Banach E, isororphe & vi est finiment représeniable dang B D'zprds le
s L 1
4 N /@ 2 S S I P 9 5
théoreme est finiment représentable dans E donc dang B, ,
ol 1 - N : f Rel .
Soicnt B un espace de Banach, Xy seens Xy ¢ B. T fonu oot R -rﬁ+
dé‘finie par (i)( )\ see vy )‘,n) ” )v]>)’.4 +o. an” sery & p’{‘)(* Lype du n-—-u‘pj et
| neld P A RTURITY

(X, 5eees X ). an famille (x.). d'éléments de B sora igue, si,
1 L 171€¢ D . SRR
- . N . - - o . . ’\,‘. N wr Y
gquels que solent 31 ooy 1 € D, distincts, les & n-unle . ,..,én Xs o)
| n
(é1 SR PRRRIPIR L 1) ont tous le méme type {autse-menn 314
4
. | e - o
Il}\,l '*...5'},_1_l ;'\i o= 'f\1 X, oot | A n’;}(i i PO i ,W.,,)\n € R)
1 1 1 1
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2

D étant un ensemble votalemont ordonné, une femille \x ) té1émentls de B
sera dite &eartable, si, qguels que solent i1, i2 seros in’ 31, 32 seens jn(,D avec

i, < 12 < e (in et 31 ¢ 52 &owee £ jn’ les deux n—uplets (Xi sees X: ),

1
1 n
(X. ,.., x. ) ont le méme type.
1 In
Proposition 2. Soient B un cspace de Banach, (x ) une suite bornée

ne€n
d'éléments de B, et ¢ un ultrafiltre sur N. Iiwgglgggmgn espace de Banach

B' O B, finiment représenteble dans B, et une suite (yn)n“1 Ecartable a'Elémente
L une suite 5 -

de B';Eg}le que

i A +.. .+ + = (x + oot + A

e+ d gy b A A nlf:iq‘x Ay bt Ay g P

(,n
pour tout x € B et }1 ,...,'Ak € R.
On dé&finit une suite crois nte R C B1 C e CBk-C.... d'espaces de

Banach, en posani B = B, B = B, / . boi+ B' le complété de UJ B . Il est

K+
immédiat, par induction swr n que Bk ect finiment représentable ganc B, donc B'

1'est aussi.

Comme B, O B, (x ) _ . est une suite borne d'éléments de B _, donc
X nc N k
définit un éllment de / g k+1 " qu'on désigne par Vst I1 est donc évident
par définition des ultrapuissances, que l'on a
j +,..t = lim fx + ; .+ 4-)
kx +7L1y1 et ALY ?tkﬂykﬂli n]in\lf.»"} 113 7Ly k1%
ig + +o00t ;¢ B

(puisque x 7{1y1 7tk3kv BK)

Soient maintenant i, < 1, & .0 <1, 0, J, € ees < des entiers > 1.

1072 Tk 2V Ik
On montre por induction sur k que | x +,)n]yi R 3—
1 k

Hx+1y.-h“+ﬁy.n pour X C By, A, seee54. ER. Or on &

1 Jq k Jy i k
‘ 4 | V= 1im ) Ay, ALt . + I = :
I+ Ayy; At Ay 1= Lim g+ Ay Py PA)

1 k n.;rw 1 k-1
o
llm. \x + k Y5 toaot A, +A. x  (&'aprds 1'hypothdse de récurvence)
(0 1 iy - K

=y x +ALY. 4. ot Ay, § . En particulier (¥, seees ¥ ) €6 (¥ saees ¥. )

onl le wére type. C.Q.7".D.
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Proposition 3. Soient E un espace de Banach isomorphe 3 ¢ (p > 1) et D un

cnsemblc totalement ordonne. Il CVL sbe un cspace de Benach F finiment r@pré—

-

sentable dans E et une Iamllle (X ). eoartaole symvbdlgue a'éiim“uta_dﬂuﬂi

Septable & ied
equ1valcnte & la base canonique de eP(D) clest-d-dire

(| 31[P S \ py1/p = 1‘)1Xi1 +...+'Anxinn < M( \;1\P +"°+}AESP)1/P

S1 1. seees in sont des €léments de D, distincts (M réel <% 1).

——1
. . -1 P 5 Py 1/D P
On a une base (Xn)n‘:‘L de E telle gue M '( {2 S e A ) <
i‘goxo +o.0+ A X I < wm( 1A )p ]A p)T/p (M étant un réel 1) et
“xnll = 1. En appliquant la proposition 4, avec un ultrafiltre ob non trivial

sur IN, on trouve)dan un espace E' contenant E et finiment représentable dans E |

une sulite &cartable (yn)n‘WT’ Mynﬂ = 1,

On montre, par récurrence sur k que 1l'on a

(H’“o‘p*“'* |pegp+ }}1|P+,_,+ ,gk‘pﬂ/pﬁ,

/
; p < wlvi, (P P P, A/
”},Loxo Fo0ut I&é XB + ny, +.. .0+ ;]kyk” <<, 1»,(\r4,o\ +...+ht€] + qu ¢...+Mhl,
In effet, d'aprés la proposition i, on a
NHox 4ot oot A _
I 1 N MR R
A g et A Ve 1]], d'ol le résultat d'aprds 1l'hypoth3se de récurrence.
En purtlculler la suite (y ) I équivaut (avec la constante M) & la base cano-
4

nique de [P,
On définit zr &€ E' pour k 21, r € IN en posant zi = 0 et

2r=1"
ro_ -1/p "
zy = (2r) ;E::; y2kr+ pour r 3 1. Dans l'espace de Banach B" = (B') /D
i=
(qui est finiment représentable dans E' donc dans E) on définit Zy = (z;)

pour k 1

. . r r r .
Pour r fix€é 1, la suite d'éléments de E' : Zys Zp peees By seen éouivaut (avece

la constante M) & la base canonique de {¥ (c'est immédist d'aprés le fait que

la, suite (yn)n>n1 a cette propriété). Il en résulte, d'aprds la ddfinition de
A

la norme dens unc wWirapuissance, gque la saite (Zk)k‘)1 Eguivaul, aussi, avie

la m@me coastante M, 3 la base cononique de LF. on moﬁér@ que cotte suite est

de plus sym trique, c'est-d-dirc que
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l ' rr . p -—
ix.z, +"'+”\)2—1Z,-2~1 +71£1,~£ +7/t€)+?zi>+,l LTRRLY B A

1 r . 3 N
= ZJ +ro+/1' . n -/L ' + . .
1{11 , i_]z,{_T }{zk A!L+1ZJL+1 +.. +1kzkn
2r-2

Pour cela on pose pour r > 1 : Er = (Er)q/P b (“1)1 y - 3
) ' =0 2kr+1
r -1/p 2r--2 ]

La suite (yn) 1 étant écartable, les deux k-uplets
. i

r r T T ry . T r r r r !
(z1 seees z£~1,32, Zgpq st zk) et (21,..., 2 g l\lg, g pqreees Zk) ont le

méme type et par suite

![1121]' +"'+XJZ—TZE“1 + X/g §£+ AIH ZE‘H +...+lkz;”=

- T r r r T
Az ety Lz AN A P et A

D'autre part EE - 72 = (Er)-”p r(i < (E‘r)—”p.

Yolr+2 r~1

et done Uﬁi -z
De méme [ 1% + 2} || & (Qr)q/p. . On en déduit
el

£

r r r T Ty_ il LT r
!![l1z1 +“'+AX”1 2p_1 +)jlzi,/+}i+1z)2+1 tooot )Lkzk” “«1‘41 +...+1£_1Z£_1

¢ 2. (o) /P

r r r
)?ZQ +)~!+1ZQ+1 +ooot kkzk Il

et on obtient le résultat annonce'quand r —> suivant l'ultrafiltre & .

-~ Soit maintenant T un R-espace vectoriel (non normé) ayant une base
(algébrique) équipotente 3 D, et soit (Xi)ié’.D cette base. Tout X € T s'éerit
d'une facon et d'une seule sous la Torme X = A1.Xi .00t A

Xi avec
P ,...,}ke(R, ijci

k

PERER < ik‘ On définit une norme sur F en posant

[ Xh= 1}1\121 +.. .+)\1_Zk i . On a alors immédiatement
N

11.!

D'autre part F est évidemnent finiment représentable dans E" donc aussi dans I.

M-1(| A 1‘13 ot I?Lk|P)1/P_$ HA K. +...+) kxik;{gM(l)& 1'p +"'+|Akip)1/P.

Enfin la famille (Xi)i ¢ est écartable et synltrique, pulsque la Tamille
V) oo 1'est.  C.Q.F.D
( K'k>1 Y
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Dans la suite on prend D =@ = IN muni de 1l'ordre lexicographique :

(q,n) £ (a',n'")&=2a< q' ou (g =q" et n < n') (pour g,q9' ¢ @,n,n'e ).
On obtient ainsi un espace de Banach F, finiment représentable dans E et une

famille (X(q n))qe Q €cartable symétrique d'éléments de F, &quivalente (avec
b
ne W

la constante M) 3 la base canonique ©(q.n) de PP(QxN). On note ¢ —> X
b

1'application linéaire de EP(Q X IN) dens F qui eny.ie e( n) sur X(q n)* On
5T

_1 b
a donc M 1 "P“P “X\f" < M| n?lj . La preuve du théordme 1 se raméne & montrer

que {£° est finiment representablc dans F,

Fixons un entier J- 1 et un réel S , O <8 < 1. Alors il existe deux

suites croissantes Kn ) Nn d'entiers > 0, tendant vers + oo, telles que

Kﬂ ~ N'n.

v
o

— O quand n —>9

!

En effet, a étant un réel < 0, désignons par [a] sa partie entiére et

(9
par 3a} sa partie fractionnaire ( %8} = a - {a] ). Posons @ = Lh+1) 1.

. . . L(V+1) m n Ly m .
Alors 6 est irrationnel (sinon =iy = plhn v 0, done (¥+1)" = ¥ ce qui

est impossible puisque et 9 +1 sont premiers entre eux); donc lorsque N
déerit W, iN@} décrit une partie dense de l'intervalle [0,1\: . On peut donc

trouver une suite d'entiers Nn strictement croissante telle qgue%l\T 9} - g_— o }

quand n —> e , On pose alors K = LN el - [ ] K est donc Sunc suite crois-
sante tendant vers + <, On a N e - K = N e} + [ La]—) - %—;, quand n —¥ e
K -N 8

) n n

Done —-—->8 ce qui est le résultat cherché. C.Q.F.D.

Dans la suite nous appellerons pour abréger "intervalle de JR" un intervalle
I # ¢ de la forme [a,b] (semi-ouvert & droite); sa longueur sera désignée par

p(1). 0
Lo . - N) .
Pour chaque ne N, on dé&finit § C @Q en posant Sn = Sﬁk(m) ; ke ﬂ,}

Pour chague intervalle I de R (semi-ouvert & droitc), on définit dans F :
n -1

-1 N +i
X?((S‘,\))= “V—_;T)p X et Y (8,v) = np 2 XIn
re S NI ’ 1=0
gb étant un ultr ‘d,fil'tl"(; non trivial sur W, on définit YI( ) ,V ), dans 1'copace
o P A o , Y Aes 9
T ¥ /D en po“nt YI( ) = (1]((. s ))ne o

B3 ,9 ) est une suite bornfe résulte du lemme 1

(le fait guc cette définition
ect 1égitime, c'est-d-dirc que YI
ci-dessous).
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Les valeurs de 8 et ¥ reslant fix€es pour le moment, nous Gerirons pour

abréger X;, Y}l et Y. au lieu dec n(s V), Yo 5 ), YI(5 ,¥ ) respectivenent

Notons que, si a « b <c sont des réels, on a &videcmment

X—ri - + Xr-}« = . . D n = - =qa A e
{a,b[ [b,cl Xria,c{ done Y{a,b\’_ + Yiba‘:[ Yr%_a,c[’ et par suite

Fal * Yo,d T Yaye

[ 1< i 0]
teme 1.7 (WD) - 5] < B3 o [p) gt
n N
~p NP P Y oyn
v - < Y e .
WP [pr 1) (v+1) )JhI IP< v lwm + 59 s
NP n(1) <HY ]}p Np P
ToTTTmTmTmm T T n e e
On définit dans [Y(@ x w) : q;“ = (~,i——)'p Z..w.._- e ct
T Y+l {(r,n)
1 K -1 : resnl
n —1_3 n Nn+l
vY_o=K~* 3 .
T Y
On a donc 'nI =X n Y:r[l = X n et d'aprds les proprictés de l'application
f1 T
P — Xq, de QP(CQXI\I) dans F il sufrit de montrer que
v n n
M) - (Gep) <l 1i <D+ G ()
v Nn L0 N
- _....... {34 3
et que P(I) (*f’+1) <Y ) /% (1) + \7+1 (3¢ %)
‘ n
Conme S est une subdivision de R de pas (m on a (card A dfsignant le

cardmaJ de l'ensemble fini A)

Icard(sn A I)*1) ('\%’{)IK{, ‘@J(I) < (_card(Snr'\ I)'Hj (;;'i":r)n .

1Y D \
D'autre part, on a }'\\\?I}j = (3-3:{) card(Sn A1), Aol 1'inégalitd (»)
D :
. - . - N » -
Quand n d_écrit N, les §r  sont deux 4 deux Ctrangers dans [V(@ » m).
' n i8] ".1 1{11"‘1 ( N +l 4@
I1 en rfsulte quc ,H—*I}j = 1:I s ‘)< 2 )} .
. o }) 1 ir_:(_) ] l 11,’
Comre on & ! e .
N 4 y N o4 y M

n » N 1 b o

o { oA ) N S [ sonr 097 <K -1, o

“ (i’ . L ' i " g > <\}){fl> -~ (’)_‘ l) s 1OLD AR 1 on
i

it
L
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|

N
PO FTANS s TR ¢ » n
en déduit IHJIN - p(I)‘ < (57 C. Q. F. D.
P
Lemme 2. Si Il""’ Ik sont des intervalles disjoints, on a
I _ ( . ; , v
|\x1111+...+ kaIk“ = “'*1”11*“-* lxleIkJ ; autrement dit “1'1""”‘.3

est un k-upliet symétrique.

11 suffit de montrer que, pour tout n&€ N, on a
n n | n n
\?\Y P W |:”lx e DY B “
} 1 11 k Ik ‘ 1 I1 k Ik

ce qui résulte immédiatement de la définition de Y?, et du fait que la

famille (Xi)i est symétrique. C.Q.F.D.

€ QXN

Etant donnés X,y €F, on dira que X _est antérieur a y (ou que » est pom-

”, . K N _ ! " . " 3 <,~ Lvoe
térieur a x), si on a X = clxil oo ckXik , ¥y = dlle PR Qg Xjef AL
€ QxN,c1 reresCpo d ..,d € R et

1’7 14

11;“-: 1k’ Jl "')'sJe

1y <oen<dp < gy < JQ

On dira que x et y sont semblables si x = ¢ X. +...+ ¢, X, et
1 i, k i
y = c1Xj1+ coet ckxjk avec i, <...<i et jo<...<j (1""’1k’ gy o
j . i i . 2 d J -,"d‘.~
j, QXN ). Du fait que la famille (Xi)1€Qx N est écartable, on déduit

immédiatement le

Lemme 3. Si X,y,u,v€F, x est semblable a y, u antérieur a x et v, v pos-

térieur a x et y, alors (u,x,v) et (u,y,v) ont le méme type.

I, I' étant deux intevalles, I = fa,b[' , I' = [a',b'[ , on écrit T < I'
si b <a'etI I sib£La'. Il est clair que si I £ I' alors Y; st

.. v N
anterieur a Y

I'
Nous dirons que I est un 6-intewvalle si l'origine de I est un réel
K N
a = rdé pour un r€ 4. Posons alors a =T ¥ n(;%T) ; quand n-»
a - a. Désignons par I(n) 1'intervalle d'origine a. de méme longueur

que I.
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Lemre b 81 T e2gt un S»intervalle ) Y;L "~ Y? | -~ 0 quand n -~y .
B a .- D e et r——— s w s b a4 e b Aea——— n <~ o~
) .. (n) ; <
Pour chague =g, 1lorigine de 1 appartient & S Sy g seees SN; K
4 n

La dew;unc partie du lemme exprime simplement le Tait que
N 44

, Y “ AR s
W =T y’ n ( f+1) N est un multiple entier de \«+1) pour 1 = 0,1,..,K
- (n) =T ¢ ' = .
Ona I= La.,b[ , I g{n ’[‘Dn[ avec 'Gn = dn + b-a et o(n -3 &
L . no. o _ 0 n + n u n = n = g - «
guand n —> «w . Donec Y (1) Lo Y Y a ol }1(J1) p(Jz) ‘o un}
I J J
! 2 N ' . N
1 ~ - n ‘p‘:' 'p { n + ——— n] - pf! — + /____VM n!
D'aprés le lemme 1, on a ﬁYJn [(F<M L}J(J1> (V+1> M L,a mn} k\-’H) B
1 .
gui tend vers O quand n =~ puisque a "‘x\'n —> 0 ; de méme |\ Ynn - 0
J2
C.Q.F.D.
Levme 5 Sodent I, ¢ -ov gl < Jy&eesd) des Antervalles de R , et
. I \ \'%
1,0 dewr & -intervalles tels que T, <I<d, , T, «J<J, et p(3) = 5 pl1)
Aors les deux (k+1+1)-uplets (YI,’”' R YI > Yo Yoo 3 Y5 ) et
i k 1 1
v +1 /o . o o
(Yo ,eee, Y ( ) Y. , Y. ..., Y. ) ont le méme type.
I L W 79 Iy

On considdre ned assez grand pour que I <I(n)c J1 et Ik< J"(n)<J1 .

(I’l)‘): P(T) et H(J n B(J) on a Y(J(n)) - \;‘f“:i' }l(I(n))
- 1/p Kn—‘\ Nn+1+1
Posons Zn = K i Z X (n) . On a donc

n .
1=0

Comue F( I

-1/p K Nn
- 1
By = T ) " [X RN
R P P (n) v Ny
T,y \aq o Je > ', i Sl (.
D'uprés lo Jemme 1, on a & XJ(n) ‘} LM tl(J ) + VI (Y‘ +1)
<. MP(V(J) + 1) 3 de méme (1 X f pr_- Mp(tl(J)H) . Comme K =2+~ , on
5(n) n
voit que '\ % - " N s 0 quand n =3« . D'aprés le lemme b,
4 J(n)
n

! 7 -V ' e e S IR - Iy 1 . .
LA oo 0 veend n =S« ¢t done Y. = (4 . D'avtre purt
nooa o que J (2 n'ngN b
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(lemme 4) on a Y. = (Y7, ) ) .J1 suffit donc de prouver gue, pour tout n
1 I(n) nemN
assez grand les devx  (k+1+1)-uplets
n n n n ny n n v+ 1/p, n
(1{11 se ey YIk . _I(n) s YJ1 veees YJe, et (3{1,1 yeny YIl,, ( v—-n—») zan,.\J{.,,,le
ont le méme type.
On a 2 prouver queo ﬂc, Yn +..0.0+ o, Yn + ¢ Yn +a, y° +e. .t oA yo 1
P 9 (I k I (n) 1 7J J
1 X T 1 1
v +1 y o il
= lie Y? too.t Yp + ¢ (“-—4~) /p A 0+ 4 Yt LIPS ] Yf i {avec
1 71 k 7T v n 1 d 1 J
1 k 1 1
c, ces € 5 Cy A ,...,‘dleiR) Posons
U=-c Y? ..+ o YR , V=24 Y? +oo0+ @ Yo Alors U est antérieur
1 11 k Ik 1 J1 1 Jl
AT . e ~
a Yn(n) et & ( ';l) /o Zn s V leur est postérieur et on a a montrer
I v
+1, 1/ ~
que (W ,Y", v LV) et (W, (li*“ﬁ P2 V) ont le méme type.
I\n/ \% n
. . 1 RN .
D'aprds le lenme 3, il suffit de montrer que Y (1) et (= = ﬁr sont
. ]‘.‘L 1
serblabhles. Or on o
- N +1) e e e e
Yn - Ir__']/p ZKrl 1 ( k% ) (ln L)/p 2 R .
(n) ‘n . v +1 ' A0S SRR (r ,N_+1) ek
1 i=0 e I(n) o n
NS 45
n.
) K -1
) T
NP el e b L) X
% n  n ! Vi) ) (r,N‘+j+1)
i PREY n
: N +i+1
n
{
Soient SN ﬁn les origines respectives de I(n) . J\n) qui, d'aprés
le leme 4 appartiennent 3 SN +] Ppour i= 0,1,...,Kn Conme
n v {n); . z )
P(J< >)=éj:7 V(I\ )) , 11 en résulte qu'on a f‘el(n;\ SN +; 51 et seulement
.o (n) . . . v 3
si wlr) € 371 SNn+i+1 ol T(r) _'Fh * o5 (r —\xn) On a donc
K -1 :
RISV Y S AR e £ )
% n n’ 3=0 W1 Ty e X("\;(T) W o+i+1)
( ) & s
T n S 1 3
R A
n

Y . n
En comparant cette égalité uvec 1'expression de Y

” . -
ecrite plus hoaub, ct en

n)

remarquant que la fonetion T & ==y Q) respecte ia relation d'ordre, on voit que

n V1 1/ .
YOy et (= Py sont scemblables.
,,(U,’ i A% 1
1
Moot revenons rzintensnt 5 la nobotion Y[(b e
N . . S \ .(
nouvs mees peopooonsg de Tarre varlier (L;.;(» . 1)

CLO kD,

1

L eu de

s harcae gue

e

-

)
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Soit & , e suite tendant vers 0 0 <« ?:n < 1 3 pour fixer les idées
- -1 . .
on prendra ‘(n =2 " 3 un Sn - intervalle est donc un intervalle dont

.. . . n
1lorigine est un rationuel de dénominateur 2~ .

\ I Ao e B 2 .
Dans 1l'espace F" = (F')E'/J’ , on définit (I #étant un intervalle de R)

=
<,
il

-
(YI( Cpo v )n i}

ine

On a done M P }1(1)

; v P » . .
,zzI(v) L < M P(I) et, si I, ,..., I, sont des

intervalles disjoints, | ?\1 Z'I (v) + o0 + ’Ak %I (v)yy =

(V) + oo+ LA 12 (V) (en effet, d'aprds les lemmes 1,2,
1 Tk ces re]ations/
sont vraies, pour chaque ne¢ N pour les Y. (E‘n, v)) .

De plus, si aebgcc , a,b,c &tant des réels, on a

(v) (puisque, pour tout n M,

Z[a,bl_ (v) + Z!Lb,c[ ("\'7) = Z[a,ct
N . - I ‘
Y[a,b L(nn,v) + Y[b,cc(ﬁn’ ) = X[a’c [(2711,\.?)) .

Lemae 6 Soient I1 Toeea & Ik < J1 doees & Jl des intervalles de R ,

et I,J deux intervalles tels que - I «I &J, , I, sJcd, et

p0) = 7 p(I) . Alors les dewx (ktl+t)-uplets (B (v),o.onBp (V)

' \)i 1,1/ k \
% (\’))3ZJ (‘?)3'*~>ZJ (V)) ?__1-}_ (ZI‘l(\)),'..’ZI (V) 9 ("‘C}'") pZJ(\‘?) SZJ‘](\}))H.;Z;J']-(V;'

1 1 k

ont le mfne type.

v+ oo .
ona I={an] , J=Jc,d[ avec Db-a= “:\;L- (d&-c) . On définit

"= la ,Db J = afl de < b <b c Le <d <d
I(n) [4}1, n[ s (n) [cn, nL de fagon que a<a <b < . e, dn R

_ . . . n
= s - ¢ ) ,a el c @&tant des rationnels de dénominsteur 2
n n 3 n n n n

a —>a , bn -1, c, Fc o, d —=d quand n-> . Tl en résulte que

o
J ; ofs o] -3 'tﬁ \ b33 & Ped <J
](n) > ) sont des Nl ervalles, I <1, )< J1 s 1 (

k {n k <J1

9 n)
et E(J(n)) I E(I(n)) ’
D'uprés le lomne 5, les deux (k+1+41)-uplets

. - . © '
(v, (8,90 Lo, vy (8 9y, )( S0 0, (60,0, Y, (5,2 et
1 "k ( 1T , 1
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v +
(¥, (8, 9)5mvy (6,30, 5Py (8 ), (8
1 k (n) °1 1 R
ont le méme type. On aura donc le résultat cherchd en faissnt tendre n  vers
1'infini suivant 1'ultrafiltre , 81 1l%on montre que
J) = 5 7 ) = 5 <
z.(3) (YI(n)( Y Do €t Z4509) (YJ(n}( a7

1y Be?) Bo?) ¥ g

[a,an[
Done |} ¥ (5_,9) - YI@(Sn,v)}]é “Y[a’an[ S D) + “Y[bn,b{‘:? )N

n)

1 .. .
< M(an*a)WP + M(b—-bn) /p (lemme 1) quantité qui tend vers O

(v, (8,v)

. V) = $ ~ = .
quand n —= o . On a donc ZI( ) (YI(on, ))nE - I new
de méme pour ZJ(\’ ) . C.Q.F.D,

Dans l'espace F" = (F")’N /&) on définit (I étant un intervalle)
U_J_ = (le) )w’(-!N (en fait zl(v) n'est défini que pour V¥ 3 ? ; pocer

par exemple ZI(\’) =0 pour ¥ =0,1) .
On a donc M P B(I)SHUI“ Pg P E(I) » ety si I, ,..., I sont des

intervalles disjoints, u }\1 UI +o.t AkUI” =)“.3.1fU-I h..*r%gkl UI }
1 k 1 o k

(cer ces relations sont vraies pour ZI(Q) , pour chaque - 3 2)

valles 1I,J . Pour chague ¥ %2 on définit 1l'entier k, =z 1 tel que

,J k N) "'1 { _v) }"x N ’W) . k)‘,
RS ~_ AR RS, [, BT oy v
( V _}_1 ) P ) PR N +}§ ) . A’]AOI‘S ( "r') +1 N\ qh T d
: o " ., g Yo _
o wo (Puicque © S ) £ 60 )

|

i

. b Etar ¢els W +U = U
De plus, s1 a<b<c , a,b,c &étant réels, on a f,bL [b,el U[&sC[
: Y 2 )) + Y) = % {+
(puisque, pour Y 22 , on a Z[a,b[(\') Z[b,c[ (¥) lo,cl (v .
Lemme 7  Soient I,< <. I <J,s-=J, des intervalles de & , et T,J
deux intervalles tels que IkslsJ1 . Ikg J.§J1. et E(J) = & ulI)
(¢ réel>0) . Alors les deux (k+l+1)-uplets
o -1/p
(U yeeny, U, U, U oo U ) et (UL L., U & U_,U
J27d
I1 Ik I Jf1 Jl I,! Ik J1
ont le m@me type.
On peut supposer 0 L¢ <1 en échangeant au besoin les rdlez des deux inter-

PEETS T
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i

On a J= [c,al , avec a-c =6 pl{I) . On définit pour ¥y 2 un intervalle

’J(v) = [c,dy avec dy-c = (=) Y'(I) » Done 4 <3 . On a donc

-

Ik/ (~>\ £J, , et d'aprds le lemme 6 (appliqué X, fois) lcs dewx
/’

(k+1+1)-uplets (2, (9),...,2. (V) , 2.(9), Zr (V)seos2; (V) et
1 k 1 “1
k, /p
- v 41
\ZI (‘))3 ":ZI (\)) ’ ( ‘) ) ZJ (‘)) L] ZJ (‘)) s Z (\) )) Ol’l‘ 13‘
1 k (\)) 1 w__

méme type. On obtiendra donc le résultat cherch? en faisant tendre ¥ wvors 1'in-

fini suivant 1l'ultrafiltre , & condition de montrer que
k /v
= e v i —— — G
o J (( 5 ) ZJ . ( ))-Qéﬁ\’ . Comme ) > G

gquand ¥ —=~ ot | il suffit de montrer que U‘J = (ZT x\)))

oy
Y

: T /o
Or on a Z_(¥) - 2. (v) =7 (3) done ||z .(¥) -z (i € Ma-a,) '/

J J(9) [a, .af Lo I "

qui tend vers O quand J —>» 00 | On a done U_ = (7. }) . {(u (¥ ))
J J ?é ‘iv (% .y
{(+) ¢

c.Q.r.p

Lemme 8  Soient I1g 125 e _sIk s J1\< J2£ e &’Jk‘ des interviiles dc W

) (i=1,...,k) sy 0.0 . Alers les deux }“-wumm

avee pl(J;) =, p(Iy i A e

(u AU ¥ S (0“1'1/}3[} ., 6 TVr oy ) ont le méme type .

T 9 H L T 3 > T —
11 Ik Ty k Jk
S sons d'abhor < . alors - A I . cJ.&d
upposons d'ahord 1k,J1 On‘ a alor 11_11115 se1 o 11-45 = TP
et donc, d'aprés le lemme T, les deux k-uplets
“Afn
~1/p U
( kl I IR Y LLI Ll [} (i,+1 LAT Tt (?k J&X)
1 i-1° I, * i1 =
A
‘,/P - 1/,‘) LL . .-QI‘“ ; ) ont
et ( u .. u 0—’ \J‘, 63 . [C RS L,\ no
R > i J. ? i+1 J. Y J. .
1 1-1 1 141 k

le mlme type; ce qui donne Je résultet cherché en arpliquent einsi ko Toie
le lewmme T.

de omen Loncacurs

1
k
respectives aue I, ..., 0 tels gque T' T et T!'<Zd o D'eprcs co an'on
’ 1? T ? k' I~ ’ g
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<+

le méme type que

o
'3

vient de montrer, ( U_, eens Uy 4 grgne D

{ UI ar e, (iI ), d'avtre psrt le wéme

<t
et
S
E®]

¢ gue

it
& U o0.w
gt " g . C.Q.7.D,

Lemme 9 Soient I, ,..., T

VETRY

Alors || ?\1 Uy +ois AU = ey p(1,) +...+ )4
1 e Lk i i {
N 1[ - QT_. _J S RG] [.;‘

Y

avee ¢ =!§“'[
o, i R i

Comme on & vu que E A, U +ooat d 'J }fzdfﬁ’ l, 43..+’ﬁk’u ,ﬂ

. > A ~

on peut supposer srees A0

LY > - P4 - ol v
init les réels ao = U <la]=:aq(.“{ak e Tacon que

<

On déf
a. — a. = AP 2T >'QUT = 1..,..k el on pose J. = g a, |
i i1 N ’ ’ A > 3 L55-1 2%4

(1

D'aprés le lemme 5 , (U _ ..., U_ ) a e wéne type que

I3
d.
I/AY
<
S

U, X et a ’ on® 1o e Lyve, co'est—d-dire la mdme norme.
[0,a,( k0,10 § -

Finalement, on a |2, U, +...+4 W Y} = A1V . I
U k I x o1

-
Il

= | U{O,mil (Mﬂ UEPPARSTR }";ki Uty 2

Le lemne 9 nentre que le sous-erpace ferre de '™ engendrd par lea UT s pour
Aiye e N : . o T can
tous lecs intervalles 1 de By est isonferigae 3 LYOR) . Comme '™ ost

e R NN e o . . g e . . .
fin ment vepr@sentable dans T s U VOLL gue L}(&) 1iest ausal, ce qui

PR TR TN [ P R T
acheve lo Gliponstration,
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