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XII.1

Tous les espaces de Banach considérés dans cet article so.it le corps

des réels. * On se propose de montrer le

Th-’éorème 1. 1) un réel Ï&#x3E;- 1 et E un es-nace de tlpThéorème 1. p J 1 et E *

Alors _-/, P r(,presentable dans E.

Rappelons qu’un espace F est dit finiment reprÉsC1J-L hllie dans li si pour

t.out  &#x3E; 0 et tout sous-espace F’ de F de dimension finie il te un sous-

espace E’ de E et une application linéaire bijective T ~ E1 i 20132013? l" avec

i i + Él . Cette notion est intimement liée à celle sanC2

[11 l’ le montre la proposition suivante ([.2] s f3"!)~

1 * E et F étant de s espace s de Danac h 3 F 

dans E isométrioue à un 
°

Le théorème 1 fournit une nouvelle démonstration du théorème suivant de

DVO ÇétZ ))r [1 J . 

/’ é o r à j; ’g, 2 . o j, f, yp_ _ £ s £# c e d e _ B zn a c h d e d. $-ing n s 1 g i°= i i i_b ji- ri j__j g _é,, ]_ ? j-’ s: ;2 £ s °tThéorème 2. Soit B un espace de Banach de dimension infinie; est
finiment représentable dans B.

- 

[6 
En effet d’après un résultat de existe un espace de

Banach isomorphe i 2 qui est finiment représcnbable dan? P, le

théorème 1, i 2 est fininent représentable dans E donc B* 
,

Soient B un espace de Banacli, x 9.3 x 6 B. Soicnt B un de x1 ’ ’ B. " * ° ’ " ,)n ° J " " ’ 
.1"

définie par ... &#x3E;. ) = + .. , + j x ji sera 1 Lype n-’upJ etdéfi.nie par B.fi 1 . 

n 1 1 
+ 
n n ’20132013-2013-"’ ----- - 

(xi x ) Une famille (x.). C, d’éléments de B Jite 
1 ri 

" 

i i - u """" ---*-" 2013 -

quels que les 2" n-upicts - : 9’. x. )° i en 1J 1 
1 &#x3E; . @ " &#x3E; 1. , D &#x3E; U l -t .L 11 C t, ? , i e 0 2"" «.i- =1».  t " i 1 ,.. 

c 
ri x y- 

&#x3E;

(1 t j , ) Xl &#x3E;F 1) Qi]1. ’ "1,Q (x$ 3.e même type 1
l M ’ 

r 
" ’ 

’ ’ ’ ’ ° ’ ’ ’ ’ ’
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D étant un ensemble LOtalement tme famille (x D d’ÉSlérfleüt:;de B" ° " °’ "" ’ " " 

i i é D 
° ’

sera dite ’car’able si, quels que soient «, 1 - i2 ,..., i , j’l’ j2 ,..., J CD avec
20132013201320132013201320132013~ - ~ 2 n j ~ n

i 1 î 2   i n et j, j 2 ... n les deux x in
(x. .. x. ) ont le type.

J1 n

Proposition 2. Soient t B un Banach, (xn) n p [ 
d élément s s de B, et ~) un ultraf litre sur N. Il existe e un espace de Banach
B’ ’) B, B~ et une suite (y ) 6cartable 

de BI telle que

pour t out x C- B et , 
1 K

On définit une suite croissante T3 C B C ... CR C ... d’espaces de
Banaclil, en posant B B, B ., == Soit i3’ le complète de B . k Il est

iimn6diat, par induction sur n que Bk est finiment dans B donc B
l’est aussi.

Comme 3 . B, (x n 
i-1 

w 
est une suite bornée de B. doncCovme  " J B, (x ) ’ n n 1 _ il 
est 

, 

une sui-le bornée d’ éléniùnLs de àon;

d’éfiiiit im élément de = B qu’on désigne par . Il est donc ’évident

par définition des ultz.ap.aissancEas, que l’on a

(puisque x +Â1Y1 ! ~’~ ~ ’ ° ~’ ~ k~k . ~ 
Soient maintenant i 1 ! , - 1-2 - - . 1-1 ik ’ j 1 i  ’ 

&#x3E;. 1.

On montre par induction sur k que iit x . 1- A.y. _

de 

ont le 1 m e type. &#x3E;
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- 

Proposition 3. Soient E un espace de Banach isomorphe 5 
ensemble totalement ordonne. Il existe un espace de F 

sentable da-ns E et une famille (X. ) . de
équivalente à la ep(D) 

s i 1 , ... , sont des éléments de D, distincts (M réel 

On a une base (x ) de E telle que M"B ; ) +...+ ) )P)’’- On a une 
L T,y ° ’ f 

(Mêlant unrëel &#x3E; 1 ) e Il

Ii xn B1 - 1. En appliquant la proposition ,, avec 
, 

un ultrafiltre Snon trîvîpl
sur on trouve )dans. U11 espace Et contenant E et finiment représentable dans E ~,

une suite écartable (y n)n  Z jjy n j( * 1.

On montre, par récurrence sur k que l’ on a
_ 1 - - ,- -- 01 1--

En effet, d’après la proposition 1, on a

1y1 +..+ ~k’-1~k-1 ~ ’ d’où le résul-tat d’après l’hypothèse de récurrence.
En particulier la suite (y) 1 équivaut (avec la constante à la base cano-

nique de t P. 
1 " ’ ’

On définit Et pour k 1, IN en posant z 0 = 0 etn E ’# 1, r en zk 
= 0 et

lN
Dans l’espace de Banach Fl" = (E’ )f/::

(qui est finiment rei)résentable dans E* donc dans E) on définit Z) = () r% g &#x3E;]1

pour k ’

Pour r fix6 1, la suite d’éléments de E : ~ z r z r 2 z1- ,.~ Équivaut (avec

la constante M) à la base canonique de (c’est iimnêdiat diaprés 3e fait que
la.suite ° Il en résulte, d’8.près la d6fJniHon de
la norme dc.n3 une uJtrapuissancr que la suite (7 équivaut a.Bnormc-- iiiic- 1.Ù que la &#x3E;  &#x3E; 1 1&#x3E; e 

t 
?" . ’ ’

1,-i .; c&#x3E; &#x3E; i i (. ;ixt, e ivfl , 1 1 a b a s e c « J t-i&#x3E; i i 1. qi&#x3E;, e Or) nio nt i- ; que l "1, : &#x3E; é &#x3E; i 1 1 e . ,» Lla nmc cc-L-Lante M la base canonique de ". Il On montre que cotte Le 0:3 t.

de plus symétriques que ,
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Pour cela on pose pour r

La suite (y ) n n ~ 1 étant écartable, les deux k-uplets

même type et par suite

et on obtient le résultat annoncequand r suivant 1’ultrafiltre ~ .

, 

- Soit maintenant F un R-espace vectoriel (non norm’) ayant une base

(algébrique) 6quipotente à D, et soit cette base. Tout X G F s’écrit-- 
° ’ 

i i D 
" "

d’une façon et d’une seule sous 
. 

la forme X 1Xi 
k 

avec

~ l 12 ( ° ° ’ ’ ~ ~k’ On définit une norme sur F en posant

z1 l +...+À k Zk Il ’ alors immédiatement 

D’alltre part F" est représenta.-ble dans donc aussi d,-ns E.

n ’ &#x3E;iit.’ i i- e (X Jl C~ CU 
L. t e la c,

.. ° Q 1: . J ) °
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Dans la suite on prend D muni de l’ordre lexicographique :

(q,n) ~ (ql n 1 ) q  q’ ou (q = q’ et UZ)

On obtient ainsi un espace de Banach ~’, finiment représentable dans E et une

famille (x( q,n )) qÉ Q écartable symétrique d’éléments de F, équivalente (avec

la constante M) ~ 
. 

la base canonique o On 

l’application -1 linéaire de m) dans F qui eny lie e/ B ~.3~/ B sur On

a donc M B1 yjj M il (f il P. . La preuve du théorème 1 se ramène à montrerp &#x3E; f p° 
"

que tp est finiment représentable dans F.

Fixons un entier .)7 1 et un 0 ~. ~ ~ ~ , .Alors il existe deux

suites croissantes K , N d’entiers &#x3E; 0, tendant vers + 00, telles que
. n n - 

------ 
-

quand n 2013~&#x3E;~ .
~ 

1

En effet, a étant un réel ~ 0, désignons par «Éa3 sa partie entière et

par ~al sa partie fractionnaire ( ta} = a - £a] ). Posons 9 = 2013-2013.2013 - 1.
Alors G est irrationnel (sinon L(’B1+1) = 0~ donc ( 1 «-1 )~ ce quiors e est J.rratlonnel Slrlon 

ju 
= 

n 
7 , donc +1 = -V c;e qUl

est impossible puisque ..y et 9 + 1 sont premiers entre eux); donc lorsque N

d’écrit- ËBT, INGI décrit une partie dense de l’intervalle On peut donc

trouver une suite d’entiers N 
n 

strictement croissante telle quetN Gi 2013 
n 

’ 

’ n " -

quand 

sante tendant vers + 00. On a N e - K == IN el + [- quand ri 2013 .

20132013&#x3E;o ce qui est le résultat cherché. C.Q.F.D.

Dans la suite nous appellerons pour abréger "intervalle de]PÎ’ un intervalle

1 ~ 0 de la forme [a,b[ (semi-ouvert à droite); sa longueur sera désignée par

~’ n

Pour chaque on définit SnC Q en posant S n = Z~~ ’ 
’

Pour chaque intervalle I de !R (semi-ouvert à droite), on définit dans F :
- q v -1

c~) étant un non sur lN, on définit Y ( 8 , ‘~~ ) , dans 
"’ ’ 1 ... "fr:, /:2) en Y i  1 &#x3E; ° &#x3E; = (Y( ,») CJUC eet te 

que n(’}) est une suite du 116&#x3E;itJ.nie, c cst.-a-c1.1rc (11.1(; Y[1 0, J &#x3E; est Ul1e s’ulte bornee resulte du 1
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, 

Les valeurs de S restant fixées pour le nous 

abréger ~, Y~ et YI au lieu de ~~~~~ ~ , ~ ~, Y~(§ ~ ), Y (S ,~ ) 
Notons que, si b ~~ ~~ sont des réels, on a évidemment

On définit dans

On a donc et les 

dans F il suffit de montrer que

n
. 

S 
..., w . 

( )n ( fB d . 
1

Comme S est une de 11B de pas on a B card A leCo=ne 
n 

est une subdiv2- d(.,, IP, de P,-is («4.1 
on a (card A d’, le

cardinal de fini 1) : .

part, on a
1

1 t S -1 ’ , d 1 o " 1 1 i ri *’ , al î ’L’ ( &#x3E;. )n ,,[ (-N . 0 U . 1 t Ù 1 &#x3E;1 )

Quand n décrit les ;’ r sont deux fi deux étrangers dans 1’(Q &#x3E;. x1 C I’ - ’. Cii’" ü u £ I S

Il en résulte que
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1
en déduit

Lemme 2. sont des intervalles disjoints, on a

est un k-uplet symétrique.

Il suffit de montrer que, pour tout on a

ce qui résulte immédiatement de la définition de et du fait qne la

famille est symétrique. C.Q.F.D.

Etant donnés x,y EF, on dira que x e s t antérieur à jy (ou que y e.~~ po~-

On dira que x et y sont semblables si x = 

c.X. " ~1 +...+ 
Y = ~’ ...+ C k x ik "~ 1. ~ ’

jk Qx IN * Du fait que la famille (X Q x lq est écartable, on déduit

immédiatement le

Lemme 3. Si x est semblable à y u antérieur à x et y, v pos-

térieur à x et y, alors et (uyv) ont le même type.

I, I’ étant deux intevalles, 1 = ra,b y I’ = 
y on écrit r  1

si b  a’ et 1 -4 Il si b 4 a’. Il est clair que si 1~ I’ alors i~? a&#x3E;2t

antérieur à Y n
Nous dirons que 1 est un à-intavalle si l’origine de 1 est un réeL

K N

a = rô pour un rÉ Z. Posons alors n n ; ; quand n~~~ &#x3E;

an ... a. Désignons par l’intervalle d’origine a n de même longueur

que I.
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3:i 1 
201320132013201320132013.-- 

’ 

i ...,..."... - 
1 B

1&#x3E;oui thaq.ae n .’. . 1  E a ent àch 1 a
-1- .. - -- 

c 
---- , . - , . , --.- ., ., 

--. -.. , .. , .-

Lf-l DarUe du leimne exprime simplement le fait que Ir

est un multiple entier de

quand n 2013~ . Donc

D’après le lerJ.111e 1, on a

1

qui tend vers 0 quand n --9 qn puisque

Soient i i / des de &#x3E; e-î-
1 , , k 1 1 

- I..-

On considère assez grand pour que

Comlne 1

Posons

1 1 , 011 a
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Il suffit donc de prouver que, pour tout n

1

assez grand les deux L

ont J! e type.

On Et à prouve?’ que

. Posons

, Alors H. est ant6rieur

leur est et on a a montrer

le il de-montrer quei 

. 

u

· on a : :

Soient, , , les origines respectives de 1 , J qui, d’après, 

. 

.. 

n -’n les orîuine-, ’" de 
(n) 

’ qu. &#x3E; d t ç, e "

le lemme 4 appartiennent à SN +ï pour 1 0,1,...,K . + C r. Ln i e

(n) * v 
y ( 1 1 en 

n 
m qu ’ oi a f’ ’ 1° " s ’ t 1 tr J 

" 

)=-j-j- il en resuite qu’on a "Fl +Î 1 5J. et seulement

, 
J...1. 1

’4’ i t c o 11 n + c e - b r’) f, a - - i t, ’ no ., 
, .-.) yn . (.... h r’ f- t v

fil i i c 1 ’ &#x3E; 
ÎJ , / j"&#x3E; 1  1 «; b ; i.a ’ ; , r " t c ±i

l’Ill CO.dl)dr c1n v CE, L-.... .1 e -L eXl)ll.ùd..L.OIJ Ctc 1 
(r) 1 

e c --’ 1- (1 1«) 1 -1 , c t CÜ 1

la fonct,ion i di 4; on on voit 

sont 
a

...UB1~.) ~ ~~~:~ ; ’’~ j ..c.,t l!pu ‘’ir... .l. ’ ’ 

&#x3E;

i 1’~;.~ i f B . ’B ~ 1 ~ ~ ","" è de ( va-rier ... 1 ’ ( 1 1 °’·~. ~q °r , 1) ~ ~, ;" 1 s
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Soit Il une suite tendant vers C) 3, 0  ~~n  1 ; pour fixer les idées

on prendra = 2-n ; , un n - intervalle est donc un intervalle dont
n n

l ’ori.gin£.: eisit un rat,s oniiel de dé»&#x3E;omina"teiir 2n1 origine est un raHomiel de dénominateur 2

Dans l’espace F"’ == / -) , on définit (1 étant un intervalle de Lq) :

On a donc jB1-’P y 1 i j . ’ °1  ,; &#x3E; MP p(1) et, si 11 des

+ 2 k Z Ii ( ’? ) ’ " =intervallcfJ disjoints, L /11  1 
(V) + ... + (B,?) il = 

...

(en effet, d’après les lelr1JheS 1,2,
ces 

sont vraies, pour chaque pour les v » 1

I n

De plus, si a.b c , a,’b ? c étant des réels, on a

Lemme 6 Soient 11:’:... ~ IlB. t: LT 1 :s . , . ~ J~ des intervalles de c~

ue 
1 

Ik 6: l 
J 1 

O.-0’o ’ ’ ..

et I J s I I J , 1JJ. e
Oo 

’ -Îl- - --O-’Ot’tOO’%&#x26;+ o - Îol . ’ OO-9000"O- + OP" -O-0- - k j k i ’ -o - .

ont le lTIPI:11? type.

étant des rationnels de dénominateur 2n 1)

quand n --D t Il en résulte que

D’après 3e lLeimrie 5, ies deux 
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ont le même type. On aura donc le résultat cherche en faisfillt tendre n vers

l’infini suivant llultrafiltre ou , si 1 ’on montre que

- 

Or on a

Donc

qua-ntitê qui tend vers 0

quand n 20133~ c-0 . On a donc

de même pour zj  &#x3E; ..j

Dans l’espace FI" = /§j on définit (1 étant un intervalle) : e .

’ 

= (en n’est défini que ; poser

par exemple Zr ( ~’) =0 pour .y = 0 , 1) . .

intervalles disjoints

(car ces relations sont vraies pour chaque -) Il

De plus, -si a ~’b ~ c , a,b, c étant on a

(puisque, pour ’~ ~ 2 , on a

Leimne 7 Soient I  . &#x3E; il  j J 11 r. iR , 

deux intervalles tels que et u ( J 1 * OE p ( 1 )-- -------- - "k 1 K. 
’ 

l --- 
-* 

’ 

(cr s

ont 

On peut supposer 0 . (f 51 en échanjçei.r;t au besoin les rôles des. deux inter--

valles I,J’ , Pour chaq11.C -1 }" 2 on définit tel qiK-
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On a J == avec . On définit un On a J = 1 5 
- 

B j L’-L - - 

Il

1 ky
1 T - ’ -tve c d -’"’t -  ’9 -Q al / 1 

. 

17fr’ Donc On a donc

I.J/.J. 9 et le leinme ::::&#x3E; 6 (appliqua k fois) les deux’r 
1 

e t dl a,p r Ù s 1.  l enarioe 6 ( -’. qia é 1; &#x3E; 1°Q i r ) , 1 i- e s - ;/-Lk () -. 
L 

1 " e ÍJ ü. aprc..::&#x3E; ,-f...:’.uilll,. 0 ’ ’ ° i 1 " ’ c’t

même type. On obtiendra donc le résultat cherché en faisant vers 1 f in-

fini suivant 3) à condition de montrer que ,

quand - -2013~- c~ ~ , il suffit de montrer que

qui tend vers 0 quand .., 2013-~ c~ . . On a donc

8 Soient
------- -.. . -- - --..-- - - - -, ,. ,-_ , ,-.

deux 
- - ---------. ---------,---- ---... -

--- - - il,:-&#x3E; , 

.

Supposons d’abord 1k :Êj 1 . On a alors

et donc, le leimie 7, les deux 1t-uplcts

le type; ce qui donne Je e chercha en uppl:qmjnt 
7. *

Danr;. le cas on pr,2n(l des intervalles 1 § ig - .. i" T ,’ ? &#x3E; ’ i , i l’ r &#x3E; ,2 &#x3E;"; ._1 .&#x3E; a ...) l,.l ... .... c... -, ... 1:.. -’ #0 ) --. (.." . - ’" 

i ..:. K 
’0 ’" . q. , . , ... v; .’.&#x3E;......

,... 

qb- r. 1,,1. , els p ou -t 1’J, . e ") 
! i , 

" 

k 
" 

1 k 
"" 

1 

’ 

-



XII.13

vient de montrer, (L &#x3E; UT! ) a part le même type que
1 

’ 

1 u 1 
1 
5... L( 1 k ) , d’autre part le type queB 

" 
1 

’ ..... ’) B 

k 
’ ci L. ’-, J. - ...L :. ’’-j t e

I,emy,,ie 0 ‘ Y 
. 

W 1.. -E, , , , . , 

- a 

", 
1Soient 1 1  d d g der’ 1] e,: de .

-- --- 
’B 

-- - -- . -- 
l. u A

Alors

avec

Cornme on 8. ad vu que 4~

on peut supposer

On àé 1°1 ri 1 t les e e 1 s é* = Ù  11 ,-; e . r , . , ,a 1 e i ’iay h o n i 11 ,
On définit les réels a 0 

= 0 l . i de façon que 

,

1) , 1 ( U - , . « &#x3E; , ’-l,, B a 1  q;Je,-),après -1(2 ", - i -; 
@ ( 1 1 11) 

ut : _ Il a 1 e que

et par suite

Mais on à 8, 
,

~s~ la norme. t

0n et

I.c c  9 ventre e que ;. le e .::. 3 d... r. " l" ’ ’ ’ 6 par 1 p ;  U S 
, pour

tous le’s de 5 li " ( « iI? i * 1"’" est 

w 
’ 

r, n t1 dans F , w un voit ’1 " ( ù Î a-jb3i, en qui 
’

1;’’ 
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