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XI.1

Un R-espace est un espace de Banach réticulé tel que

1. 0=<x=<y = Hx”§ |UH et x4y = “ﬂ|< ”ﬂl
2. | IxlE =

3. Toute suite d'éléments > 0, décroissante est convergente.

Soit (Bi)iE [ une famille de R-espaces et ® un ultrafiltre sur I.
L'ultraproduit T | B./® est alors [1] un R-espace pour l'ordre (f.).. E(g.)e
je1 1 i“icl 17icI

i 2 D .
si fi g; PP

L désigne 1l'espace d'Orlicz LF[(O,l)], ol (0,1) est muni de la mesure de
Lebesgue et F est une fonction d'Orlicz convexe modérée (voir exposé pré-
cédent) .
On pose VY(f) = f F(f) pour f€ Lp

N/D

Sur LF , ou © est un ultrafiltre sur IN, fixé une fois pour toutes (et

non trivial), on pose

\Jf((fn)ne 1\1) = lisi)m \p(fn)

LF étant un R-espace, il en est de méme de ses ultrapuissances.

Soit Ql = {(1An)n€ N A borélien}.
Posons Pl(f) = 1$m P(An), si f= (1A )nE N
n
On a alors défini une mesure additive P1 sur 1l'anneau al. Comme P1 est o-
additive, alors le complétéa1 de 01 dans L;M/S est un o-anneau sur lequel P,

est c-additive.
(al,Pl) sera interprété comme une probabilité sur une c-algebre isomorphe
au quotient d'une c-algebre de parties d'un ensemble par le c-idéal des

éléments Pl—nuls, ou simplement comme une c-algebre des parties d'un en-

semble Ql.
Soit alors Ri 1'espace vectoriel des éléments étagés sur (Ql,al,Pl).
. L. ) v ,
Lemme 1 : Le completé de R1 est l'espace R1 engendreé par i (fn)nE N’

(F(fn))nE N équiintégrable}.
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En effet, notant gK la variable tronquée g 1

‘ (lg| <) ; si (fn) est équi-
intégrable, Ilfn-fn” < g, ¢ fixé, K assez grand.
- j j+1 .
Fixons m, 2 " < & , Ay, = § ;ﬁ-s f“<:iir } pour |jl<2™.K
. _ d _
Si fn,m = ; - 1A. , on a llfn,m fﬁ” < g(e)
i 2 jn

(ou ¢ est une fonction continue convexe, ¢(0) =0 définie a partir de

F(\x)

S;p —ﬁﬁ\)— 5 cf. [1]),
et donc

ey -2 L, )l servter
i 2 in

d'ou le lemme.

Sur R!, on a Y(Z Kj(lAjn)ne ﬂ) z F(Kj) lim P(Ajn)

PN F(xj) Pl((Ajn)ne N)

I

ZF(A)) P,(A)D)
J 173

in’n€N Aj. Donc R, = LF(Ql,Ol,Pl).
Soit S, 1'ensemble des éléments étrangers a R, -
Lemme 2 : On a L;N/g = R1 @ S

LF(Ql,Ql,Pl) @ S

En effet, soit x=y+z, y¢ Rl’ O0<y<x, et VY(y) maximal parmi toutes les
valeurs obtenues dans de telles décompositions. Supposons z=y' + z' avec
O<y'<z'" et y'¢t Rl. D'aprés la propriété 1. des R-espaces, on aurait
V(y+y') > V(y) ce qui est impossible. Donc z est étranger aux éléments

> 0 de R1 donc a R, d'ou le lemme.

. . o en (el L1
Lemme 3 : Soit (fl) = (fl)nE N fk_ (fk)nE n des éléments de LF(Ql’alpl)°

?,“., f ). Alors n=1lim =,

Soit =, m les lois (sur :mk) de (f 5 eee s
n 1 k D

n
fk) et (f

(pour la convergence étroite).
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En effet, soit T le IR-espace vectoriel réticulé de fonctions réelles
sur IRk, engendré par les fonctions 1,
T(fl,.“,

avec les opérations de treillis et d'espace vectoriel et que 19:(10 )

Xy gee Xy 5 s T(xl’"“’xk)e T, on a

fk) = (T(f?,".,f§)4l€ N ¢ Parce que l'ultraproduit est compatible
n€ N°

I1 en résulte que si Fo 7 est intégrable, on a

IR CIC TP SOPL | l:SiDm JFCr(e], e, 200 ap
Or le sous-espace T de 7, formé des fonctions bornées de T est dense dans
C(:m U fm}) (ou R ){@ﬁ est le compactifié d'Alexandrov de ZR ), puisque
c'est un sous-espace réticulé séparant les points.
En considérant des fonctions bornées V¥ de la forme F_lo ¢, 9 bornée, on obtient
le lemme 3.

Soit B un R-espace ( ou simplement un Banach) et B,,..,B ...
o
N VR 2
1 o rver B=B 1T ...

les ultra-

puissances successives de Bo’ B

Soit (fn)ne p une suite d'éléments de B, ne contenant aucune sous-suite

convergente.
Si x€ Ek 10 on note Jk 1 (x) l1'image de x dans l'injection canonique
- - ,
- = =
E__, E Jk—l,k(x) ((x n))né N’ X, = X pour tout n.
On note Jh,k l'injection canonique Bh - Bk’ Jh,k: Jk-l,ko oo OJh,h+1 ,

h=0,1..k=0,1..h £ k (les Jh K sont des isométries de R-espaces).
?

Définition : La suite (ek)kE l\Jdeflnle par ek = (J Ok—lf ) nEN s'appelle

suite d'indiscernables construite au-dessus de la suite (fn)ne N

comme une suite de | B /E

On peut considérer (ek)
k€N

k€ N

Définition : Un terme de degré k d'un R-espace est une expression T(l’fi”"’fk)
ou T(l’xl’""xk) est un élément de 1'espace vectoriel réticulé (sur IR) en-
gendré par les k-variables x ,..,X

1 k'

Définition : On dit qu'une suite d'éléments (ek)kE N

d'un Banach) est écartable au-dessus d'une suite (f )
n"n€ N

d'un R-espace (resp.

si pour tout k,
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tout h, tout terme 7 de degré k+h (resp. toute combinaison linéaire de k+h

éléments), tout n;<ny<..<n., ona
||7(e1,".,ek, fl’""fh)” = ‘Ir(en seees€ ’fl’""fh)ll
1 k

(resp. ‘|x1e14.“.+xkek4—p1f1+".+pfh“ = ||Klen1+u.+Xkenk+p1f1+".+phfh|| )

On notera x tout élément Jh k(x) quelque soit h et k, il n'y a pas de
b

confusion possible
Lemme 4 : La suite d'indiscernables (en)nE Nconstruite au-dessus de

(fn)nE Nest formée d'éléments distincts, et est écartable au-dessus de

(fn)nE N

Démonstration : On note donc fn par J0 (fn), par exemple,

,k

llr(enl,fl,.flg IIBn R EICHE PR ”31

En effet, les 2 quantités sont respectivement

1im ||g 'r(fn,fl,...,fh)”B lim ”'r(fn,fl,...,fh) IIB

n,z o,ny n, n,® o
et :Snsx HJO,1 T(fn,fl,...,fh),llB1 - ij‘?} H'r(fn,fl,...,fh) IIB0

Montrons alors par récurrence sur k que pour tout 7, tout h, on a

||r(en1,".,enk,fl,".,fh)HB = l‘T(el’""ek’fl’""fh)”B

n, k
quels que soient N, < we<n .

”T(enl,...enk ,fl,...,fﬁHBlrl = l:si)m ”'r(enl,...,enk_l,fn,fl,...,flz”B
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(par définition et parce que Jn in est une isométrie)
)

k k

il

I%mllt(el,“.,ek_l,fn,fl,“.,fh)||Bk_1

(par hypothese de récurrence)

f

llr(el,".,e 1’""fh)||B

k

par définition (on utilise a chaque étape la compatibilité de 1'ultra-

k-1’Kk’

puissance et de la structure de R-espace).

i

Enfin ey -e ll = lley e ll 51 i<

lim 1lim ||f -£ ||
m,® m,D n m-B

# 0 puisque (fn) ne contient pas de sous -

n€ N
suite convergente.

Passons maintenant au cas des espaces d'Orlicz. On a de plus

Lemme 5 : La suite (e ) est Y-écartable au-dessus de la suite (f ) ,
Lemme o Kk n"n€ N

k€N
c'est-a-dire

W(T(en s o€ ’fl’""fh)) = W(r(el,".,e

£, ,f))
1 K 1

k’ h

< N < oee <N

pour tous 7, k, h, n, 5 K’

ou w(fn) = lim w(fn) permet de définir

n€ N D

¥ sur tous les espaces Bk’ si Bo = LF. La démonstration de ce lemme est la
méme que celle du précédent, ¥ remplagant H [l .
(C'est une propriété plus forte dans le cas des Orlicz que 1'écartabilité pour

la norme) .

Considérons les ultrapuissances Bk de LF(O,Q,P) = BO.

On a vu que B, = R, ® S,, R = LF(Ql’al’P1)°

R NS ,
On a de méme R, = LF(Qz,Qz,Pz) ® 8}
— \]
= R2 (&) S2
N2
— 1 —
Posant Sz_.S2 @ S1 , on a B2 = R2 ¢ S2
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On voit par induction que B, = R & S, ou R_ = LF(Qk,ak,P k)
2 ,
Re-1 = R @ 5
S, = S! & S]N/@

De plus, il s'agit d'une Y-somme directe, c'est-a-dire si x€B

yERk, z € Sk’ alors Y(x) = ¥(y) + v(=z).

X=Yy+2,

k’

. c
Lemme 6 : On a Jh,k(Rh) Rk

pour tout h, k, et en particulier (o'k—l’Pk—l)
est une sous c-algebre mesurée de (Ok,Pk). Ce lemme est immédiat et montre
en particulier que si (fn)nE 1\Iest équiintégrable sur (Q,P) (Jo,k(fn))nE N
est équiintégrable sur (O,k,Pk).

On note (Ooo, Pg@) =V (On,Pn). Nous aurons besoin du lemme général suivant

n
sur les R-espaces.

. 1 L . .
Lemme 7 : Soient (gn)ne N""(gn)nE N 4 suites d'un R-espace B_, et soient
1 £ .. . .
(ek)kE N '(ek)kE N les indiscernables construits respectivement au-dessus
. . _ 1 L .

de ces suites. Soit un = 't(gn,...,gn) un terme de Bo’ alors la suite (tk)kE N
des indiscernables construits au-dessus de (un)nE N est donnée par

£
t, = T(ei{,...,ek), kEN.
Démonstration : J0 K est une isométrie de R-espace, donc

H
1 £ 1 £
T(Jok(gn)""’JOk(gn)) = Jok(T(gn""’gn))

On a alors en revenant aux espaces d'Orlicz

e, = I, +8 ,rER,SIES

1 1 1

= , e .
d'ou une décomposition (non unique) de (fn)nE N

(fn)ne N (gn)nE N (hn)ne N

(gn)nE N- 1 (hn)nE NS
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(rk)k€ Net (sk)ke N désignant les indiscernables au-dessus de (gn)

n€ N
' A —
et (hn)nE N o°n & d'apres le lemme 7, S et
Lemme 8 : 1. riﬂsj:O i,jE€EN
2. (rk)kE l\IeSt une suite de variables aléatoires échangeables
dans (Q_,P)
3. s, Ns, =0, i£j, et les (s,) engendrent dans || B, /D
1 J i k
k€N
un espace d'Orlicz !,f.
Démonstration : 1) Si i=j, IIri n s, || = Hr1 N s/l ,(écartabilité et
lemme )
=0
Si i< j, ”ri N Sj” = 1lim 1lim Hgn N hm”
n m
or 1;m le, " b ll = 0 car (h ) ¢ n€ S
on a lim ”g n hm || = 0 pour tout g€ LF
m
Si i>j, Hri n sj“ = ||r2 N 81”

lim ”g n s
n n

Nl

1

0 car (gn)nEI\Je R1 .
2) Les variables (rk)kE N sont d'apres le lemme des indis-
cernables au sens des variables aléatoires puisque (gn)n€ n est équiinté-

grable. 2) résulte alors de 1l'exposé précédent.

3) On a 1lim tho n hn” = 0 puisque (hn)nE I\IE S1

On a s
\p(Klsl + 7\252) = lim \,1(7\181+7\,2hn)

et Sy n h = 0 puisque Jo,l(hn) €R1
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donc W(K151+K2hn) = W(Klsl) + W(thn)

Le méme argument montre par induction que W(K1s1+".+Kksk) = W(Xlsl)+".+w(xksk).
Mais les variables (sk) sont Y-écartables.

Donc w(xsi) est indépendant de i et vaut f(A). La convexité de V implique
celle de f. f est donc une fonction d'Orlicz tempérée parce que V est
tempérée, d'ou 3.

Nous scmmes alors en mesure d'énoncer un certain nombre de résultats.

Proposition 1 : Z c,e; converge dans'ﬂ'Bk/E si et seulement si c;ry

et & c, s, convergent.

Proposition 2 : Si E est un sous-espace de dimension infinie d'un espace L

F’

alors il existe un espace du type ﬁf n [Yn]F s (Yn) suite de variables

n€ N
échangeables et signe-invariantes (entendu au sens topologique des suites

(Cn)nE p qui convergent dans Zf et [Yn]F) qui se représente finiment dans E.

Proposition 2 bis : Si la boule uniteé E0 de E est telle que {F(S),QGEEO}

est équiintégrable alors il existe un espace [Yn]F qui se représente fini-
ment dans E.
Si la boule unité Eo de E n'est pas équiintégrable, il existe un espace

d'Orlicz lf qui se représente dans E, avec f(A) de la forme fa)F(Kx) dH(x) .
0

Théoréme 1 : Si B est un espace a base symétrique qui est isomorphe a un

a un sous-espace de Lps

au sens de la proposition 2.

alors B est isomorphe a un espace du type [Yn]F n ﬂf

Démonstration : a) Le théoreme 1 est évident si on remarque que (fn)ne N

étant la base symétrique d'un espace de Banach, alors

N N
Nz oae ll = 1= aell,
1 1
(Zk)kE l\Jétan’c les indiscernables construits sur (fn)nE N
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N/®

b) On sait que B est finiment représentable dans B.

Donc 1T Bk/E est finiment représentable dans B .
k€ N

La seule chose a montrer est que les indiscernables peuvent &tre construits
signe-invariants. Donc, au lieu de prendre les indiscernables sur une suite
on prend la suite e' = (e -e ) qui donne les propositions 2
(f ) en P n n” €no1’ @ prop

et 2 bis quand on la décompose en re et S *

[1] Dacunha-Castelle et Krivine : Application des ultraproduits a

1'étude des espaces et des algebres
de Banach. Studia Math. t41 1972
p. 315-334,



