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VII.1

Nous allons montrer comment la thiosrie des espaces B-convexes intro-
duits par A. Beck [1] pour caractériser les espaces de Banach dans les-
quels une certaine forme de loi des grands nombres est vérifiée se rattache
a la théorie des espaces de type p.

Dans toute la suite, les espaces vectoriels considérés seront sur le corps
des réels. En fait, cela n'est pas une restriction car il résulte de (2]
(théoreme I. 5 ) qu'un espace normé complexe contient uniformément des 1i
complexes si et seulement si il contient uniformément des li réels.

A 1'aide de cette proposition, il est facile de voir que tous les résul-

tats qui suivent s'étendent au cas complexe.

Définition 1 : Soit E un espace normé, soit k un entier et & dans ]0,1] ;

E est dit B-(k,e) convexe si, pour tout k-uple (xl,,..,xk) d'éléments
de E,on a
i=k

inf [l ¢ e x|l <k(-e)sup [Ix ]I .

€., = 1 i=1
i

On dit que E est B-convexe s'il existe un entier k et € € ]J0,1] tels que

E soit B-(k,e) convexe.
Cette définition nous conduit a définir, pour tout entier k, le
nombre Kk(E) comme la plus petite constante positive A vérifiant, pour

tout k-uple (xl,...,xk) dans E

inf I & €. xiH < A k sup HxiH .

On a alors trivialement la

Proposition 1 : Soit E un espace normé

i) ¥kEN 0<A (E) s1 ;

ii) ¥kEN Ak(E)Z% si E# {0} ; A ({0]) =0 #KkeN.
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iii) ¥ n,ke N (n+k)xn+k(E) <n ).n(E) + k Ak(E)

iv) ¥ n,meN , n<m = n?xn\’E) sm).m(E) .
Remarque 1 : Il résulte du lemme de Dvoretzky-Rodgers {(cf. [6], exposé XXVI

lemme 2) que pour tout espace normé E de dimension infinie et pour tout

entier n Xn(E) = 5% . En effet, si on transpose le résultat de Dvoretzsky~

Rogers, on obtient : ¥ n€N, ¥ >0, 4 Xpgeees X dans E tels que

n 5 1/2
¥ (ai)ER , (v lail ) < |z a, xill < (1+e) ¥ |ai| .

Le lemme suivant est implicite dans [2] :

Lemme 1 : Soit E un espace normé, on a

¥ k,neN knk(E) < ?»n(E) xk(E) .
Démonstration : Soit (x.) un nk-uple dans E.
1<j<nk
Soit i € {1,...,n}, soit (eh) tel que

(i-1)k< j<ik

I by el x|l = inf | b

> e. x.|l ;
(i-1) <js<ik I 9 e =11 (i-DDk< j<ik 3 Y
on pose Xi = by et x. pour chaque i dans {1,...,n}.
(i-1Dk<j<ik J 9
Par construction, on a {X.|| <k A, (E) sup x.ll 3
i k . L.
(i-1)k< j gik
de plus i-n
inf || ¢ £, XiH <n A (E) sup X,
e;=f1 =1 n 1<i<n '
< n Kn(E) k Ak(E) sup ij“ !

[U=N
A

(]
IA
j=}
=
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d'ou finaleaent
j:nk i=
) inf || ¢
1 3 J e,=r1 i=

n
e. X.|| € (nk) A (E) A, (E) sup lx_Il,
1 1 n k 1 <j<nk J

i
5
Y

1™
™
"
"

ce qui entraine bien

A (B

A

xn(E) kk(E).

Définition :
i) Deux espaces normés E et F sont dit A-isomorphes s'il existe
un isomorphisme T de E sur F tel que [|T|| =t < a.
ii) Soit E un espace normé et A =1, on dit que E contient des li
A-uniformément, si pour tout entier n il existe un sous-espace En de E

A-isomorphe a li.

Théoreme 1 ([2]) : Soit E un espace normé, les assertions suivantes sont
équivalentes

i) Pour tout A fini, E ne contient pas de 1; A-uniformément.

ii) Il existe un réel A>1 tel que E ne contienne pas de li A-uni-
formément.

iii) E est B-convexe.

Démonstration : i = ii est trivial.

ii ® iii : si E n'est pas B-convexe, alors pour tout n

et tout & dans ]0,1[, il existe XggoeesX dans E tels que

i . . P4 -
inf % 61 X1“ n-¢

8.:_":1
i
et sup HxiH <1.
Soit (a.) eR™ tel que ¥ |la.| = 1, soit €, le signe de a,.
i . i i i
1<i<n
n n

On a : n-¢ < || ? €. xiH = |l 3z [ei(l—lai|)+-ai] xiH

1 ! i=1
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soit n n
n-e <1y e (1=-Ja. ) x.l + 1 £ a x.l
) 1 i i . i i
121 i=1
n n
<« 7 Jt=ladl = il3% a; xiH
1=1 1=1
n
- |
€n 1+ L.Z o, xiH
i=1
d'ou ¥ (ai) ¢ R" vérifiant ¢ |ail = 1
n
1-e < ll.z @, xiH < 1,
i=1
et par conséquent :
n n i=n n
¥ (a,) €ER (1-¢) Tlal gslls a x.l s £ la.|,
i . i . i7i . i
i=1 i=1 i=1

ce qui signifie que (xi,o.o,xn) engendre dans E un sous-espace (T%Z)'

, 1 .
isomorphe a 1no Donc, si E n'est pas B-convexe, alors, pour tout & dans

]0,1{, E contient des 1!

n (T%Z)-uniformément, et ii) est impossible.

iii) ® i) : On vérifie aisément que si i) n'est pas vérifié, il existe
A tel que Kn(E) = %- pour tout entier n ; or, si E est B-convexe, le lemme 1
entraine que An(E) tend vers O quand n tend vers 1'infini. E n'est donc

pas B-convexe et l'implication est démontrée.

Définition : Soit E un espace normé, scit p € ]0,2], nous dirons que E
est d'infratype p s'il existe une censtante C telle que, pour toute famille
finie (xn) dans E, on ait :

1/

, 1/p
inf |ix = xn!I < € (% ||xnllp) .

€ =21
n

Tout espace normé de type p-Rademacher ést trivialement d'infratype p,

la réciproque est un probleme ouvert,
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Lemme 2 : Si E est un espace normé tel que KN(E) = —3%37 pour un entier N > |
N

et un réel p' dans [1,[,

Alors E est d'infratype q pour tout q< p ou p est défini par 1 + %' = 1.
Démonstration : Soit gq tel que g<p, et soit (xn) une suite finie dans E,
on pose
q 1/q T lIx 19 1/q
¥ k=0,1,2,... , A= (n HZ'“J') <llx Il £ (—2—) 3.
—_— n k
k+1 N
N
On notera |Ak| le cardinal de Ak.
L'inégalité triangulaire entraine trivialement
[ee]
inf llge x|l < ¢ inf || £ e x|l
e =X1 non k=0 ¢ =:1 n €A n n
n n k
q 1/q
“ A CECNS
d'ou inf |ly e x < ¥ JA ] A E) (1) ;
e =21 nonCglo K |Ak| Nk/a ’
) 1/q
n
mais, on a R% . 1/a 1/q (g lIx_IIT)
(z Ix 1D = C g Ix I = lal Y, ,
n €A N T
k
d'ou la, | < i+t
(en supposant T Hanq #Z 0, ce qui ne restreint pas la généralité | ).
D'apres la proposition 1 (iv))
k+1
la | a (E) < N°T° 2 (E) ,
K |Ak| e+
et d'apres le lemme 1 : A (E) < [ (E):|k+1 ;
Nk+1 N ’
On déduit donc de (1)
k+1 1/q

[o0)
inf Jlv e x|l € (¢ N

) (5 x|
e =*1 non k-0 NE*1/P!\k/q n
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ce qui termine la démonstration puisque

® k+1
s N - NP ; 1 )
; = ,
k-0 NKFI/PINK/a k-0 NK(1/d-1/p)
] N1/ .
Nl/q - 1/p_1
Proposition 2 : Un espace normé E est B-convexe si et seulement si

il existe un réel p dans ]1,27] tel que E soit d'infratype p. Soit AE
la borne supérieure de l'ensemble des p tels que E soit d'infratype p,
on a

A = lim Logn

E- e Log[ﬁrkn(E)] ’

Démonstration : Par définition, E est B-convexe si et seulement s'il

existe un entier N tel que XN(E) < 1, donc si et seulement si il existe

un réel p' tel que KN(E) = —%7;, pour un entier N>1 ; la premiere asser-
N

tion résulte donc du lemme 2. 1/p
Si E est d'infratype p, il existe une constante C telle que n Kn(E) < Cn

pour tout entier n.

On a donc .
. . Logn . . Logn

lim inf =2 1lim inf

n 2w Log(n xn(E)] n > ® LogC-+% Logn

’

1
o

et par conséquent
Logn
Log(n kn(E)) = AE :

lim inf
n 2 ©

Si q:>/\.E , le lemme 2 entraine que

1/q
¥nenwnN , n?xn(E)zn ;
d'ou
. ) Logn . Logn
lim sup Togln A_(E)] < lim sup =q ,
n > o n 2> o = Logn

. . Logn
t pa
et par consequent lim sup Togln ln(E)] < AE c.q.f.d.

n > o

3636 3033033636 06 3 3040
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Dans toute ia suite, on note (en) la suite des variables de Rade-
macher sur ([0,17]dt).
Soit E un espace normé, on notera pn(E) [resp. vn(E)] la plus petite

constante positive p [resp. v] telle que 1l'on ait pour tout n-uple

(Xl""’xn) dans E :
n 5 1/2
(IH b3 ei(t) xiH dt) < pn  sup lx .|l
i=1 l1<ic<n .
n 1/2 i=n 1/2
[resp. (J Il T e, () xIPat)  svoh Cx IxI® 7.
i=1 i=1

les propriétés évidentes de ces nombres sont rassemblées dans la

Proposition 3 : Soit E un espace normé

i) pl(E) = vl(E) =1 si E# {0} ; ¥ ne€EN, xn(E) spn(E) svn(E) <1.

ii) ¥ neN, pn(E)zj; et vn(E)zvlgsiE;!{O}.

iii) ¥ n,k € N,(n+k) p_ . (E) <n p (E) +k p (E)
n+k n k

et JoK v (B) swh v (B)+ K v (E).

n pn(E) <m pm(E)
iv) ¥ nnmé€N, n<m = .

JAA(B) < A (E)

A priori, l'application n - pn(E) n'est pas sous-multiplicative,
c'est ce qui justifie 1'introduction de vn(E) qui, par contre, vérifie
le
Lemme 3 : Soit E un espace normé, on a

¥n,k€EN , vnk(E) < vn(E) vk(E)

Démonstration : Soit (x.) un nk-uple dans E. Pour tout i dans
1<ic<nk
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{1,...,n} et tout 6 dans [0,1], on pose

xi(e) - 5 e.(8) x,
(i-1)k< j < ik J
on a alors
1/2 n 1/2

i=n 2 . 2
(f ”151 e; (B) X, (% at) < A v (B) (ii:ll!xi(e)ll) ,

. . P b s - > -
soit en integrant apres elévation au arré

i=n . _ iz=n 1/2
J s e 0 x @Pataer? < iy ) (z [ Ix.(8)]%a6)
i=1 n i=1 t
i=n 1/2
s Wy (B3 kv (B g e 1)
1=1 (i-1)k<j<ik
_ j=nk o 172
< ,/nk v (E) v (E) Cz =% ,
j=1J

mais, par un argument de symétrie, le premier membre vaut

j:nk 1/2
J I's  e.(8) x_[I%a0) ;
jo1 9 j
on obtient donc bien Yok (E) < vn(E; vk(E).

Lemme 4 : Si E est un espace normé tel que VN(E) = —T%ET pour un entier N> 1
’ N

et un réel p' dans [2,~[, alors E est de type p-Rademacher pour tout q<p

ou p est défini par'% + %, = 1.

Démonstration : On utilise la relation : ¥ n € N pn(E) < vn(E) et on

. P Y » N N
procede de maniere analogue a la démonstration du lemme 2.

Proposition 4 : Soit E un espace normé et RE la borne supérieure de 1'en-

semble des réels p tels que E soit de type p-Rademacher ; on a
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. Logn
R = 1lim
E - . Logln vn(E)]
Démonstration : Soit p € ]0,27 tel que E soit de type p-Rademacher, il
existe une constante C telle que, pour toute suite finie (xn) dans E, on
ait
(fllz e (¢) x ||dt)1/2 <c (x| llp)l/p ;
Sz e (£) x_ < ¢ (2 lx, ;
soit (x.) un n-uple dans E, on a
Y1<i<n
1 1,
n 5 1/2 n _1/p <-3 i=n o 1/2
(I Il e.(t) x.i{lat) <c (g lx. P <cn? (= [x.19 )
. i i . i . i
i=1 i=1 i=1
' .
d'ou 1, 1/p
v (E) < C nP et ny (E) <Cn ,
n n
donc
lim inf Logn = lim inf Logn =p ,

05w Log[n vn(h)] n - o LogC-+% Logn

ce qui entraine

Logn > R
Log[n vn(E)] = "E°

lim inf

n - «

Si p>»RE, alors le lemme 4 entraine

¥n€N, ni (E) 2 nl/P

. . Logn ,
= ’
d'ou lim sup Togn v B < p ; par consequent

n - o©

Logn < R

lim sup Togn Vn(E) E

n > o
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Lemme 5 : Soit E un espace normé et n un entier,
(Xn(E) = 1) ® (pn(E) =1) e (vn(E) = 1) .

Démonstration : La premiere équivalence résulte de la relation

[nzxn(E)2+ (2n-1_1) n2.1/2

pa(B) < ] (2)

2n-1

qui découle elle-méme de 1l'inégalité évidente :

n
inf || ¢ £, xiH2+ (2" 1.1) n? sup IIxiH2

i=n 5 1/2 Sizil i=1 1/2
f Higl e, (t) x lI%at) <[ o= 1.
2 ,.n-1 2 1/2
Si A (E)<1, alors (2) implique p_(E) < (& +(2 "-1) n% =1 ;
n 'n 2n-1

réciproquement si pn(E)< 1 alors kn(E)< 1 puisque xn(ED Spn(E) pour tout

entier n.

Montrons la deuxieme équivalence : puisque B (E) < v (E) <1 pour tout
entier n, il suffit de montrer que (vn(E)z 1) = (pn(E)= 1).

Supposons que vn(E) = 1, alors ¥ € >0, on peut trouver un n-uple (xl,...,xn)

dans E vérifiant n

2
T HxiH = n
i=1

1/2

n
et J s e (t) x, l12at) 2 (1-¢€)n .
i=1 * *

On a donc a fortiori

n 5 1/2 n
(1-e) o (T l1x, 1) < ¢ lx,
i=1 i=1
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d'ou n i=n
(1-e)%n £ Ix 1% s (g Ix,D?,
. i . i
1:1 1:1
soit n n
2
n ¥ lIx.[I°-(Cz% HX.H)2 < (2¢ - e?) n by Hx.H2 < 2¢ n? ,
. i . i . i
i=1 i=1 i=1
donc n
1 T N2 2 2 2
5 1<i<n (||xill-||xj||) = n i)_zl Ix, 1% = (= lIx;ID® < 2e n% ;
1<j <n -
soit i € {1,...,n} tel que ||xi | = sup Ikx.Il, on a :
° o l1<i<n 1
J=n
2
£ (kx, I1-1kD? < an®e
j:l (o] J
' L)
d'ou n , 172 j=n 5 1/2
Ja= ok 19 > ,/n Hxi =T = Uxll=llx D]
i=1 o j=1 o J
> Vﬁ'Hxi | - 211~&:5
o
donc
Hxi ” < 1+2¢\/H€ )
o
soit finalement
n 1/2
2 l-¢
(I “i§1 Si(t) Xi” dat) > m‘ n sup ”XIH s
et par conséquent
¥ e€]0,1[ p (B) > 1-¢

1+2./mn¢e ’

ce qui implique bien pn(E) = 1.
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Théoreme 2 : Soit E un espace normé, les assertions suivantes sont équi-
valentes

i) E ne contient pas de li uniformément.

ii) E est d'infratype p pour au moins un p dans ]1,«[. (® AE>1).

iii) E est de type p -Rademacher pour au moins un p dans ]1,2]. (® RE>1).

iv) E est de type (1 +¢e)-stable pour au moins un ¢ € ]0,1].
v) E est de type l-stable.

Démonstration : i) = ii) : découle de la proposition 2 et du théoreme 1.

ii) = iii) : si iii) n'est pas vérifié, le lemme 4 montre que nécessaire-
ment vn(E)= 1 pour tout entier n, le lemme 5 montre alors que Xn(E)z 1 pour
tout entier n et cela contredit ii).

iii) = iv) : si E est de type p-Rademacher avec 1<p <2, alors, par la pro-
position 3 de l'exposé 3, E est de type g-stable si 1<q<p<2.

iv) ® v) : découle de la proposition de 1l'exposé 3.

v) = i) : résulte de la proposition (bien connue) ci-dessous

Proposition 5 : Soit p € ]0,2[, si un espace quasi-normé E vérifie

il existe une constante C telle que, pour tout entier n, on peut

n n
trouver (xl,...,xn) dans E avec

n n p 1/p n n
¥ (a.)ER , (% la.| ) <llga, x./l cC ¥ |a.|
1 i=1 1t 1 i=1 !

alors E n'est pas de type p-stable.

Démonstration : Soit r € ]J0O,p[, si E est de type p-stable, il existe une

constante K telle que, pour toute suite finie (xn) de E :
1/r 1/p
(Jllz £,0) x, " at) <k (3 [,
ou (f ) est une suite stable d'ordre p.

L'hypothese faite sur E entraine alors : ¥neN,

i=n r/p 1/r n 1/r i=n 1/p
Y Y n;r P
(I(if1 la, 1P le, 02"y aty  s(f ||i<:;‘1ai £,(£) x71I" at) ch(ifllail )y
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mais, on sait (cf. [7], proposition XXVI,2; 3) que cela est impossible

car
pP.s 1
by |an|p |fn(t)|p < © © 3 |an|p (1+ |Log Ta—H) < @ ,
n n n
Remarque 2 : 1) Les assertions du théoreme 2 sont encore équivalentes (d'apres

les lemmes 1,3,5) a
vi) J NEN, tel que KN(E)< 1.

vii) An(E) - 0 quand n -,
viii) 4§ NEN tel que pN(E)< 1.
ix) pn(E) - 0 quand n - @,

x) J NeN tel que vN(E) <1.

xi) » (E) - 0 quand n-w.
2) Soit E un espace normé, posons

s LE) = int al,m
FCE

[ on rappelle que si E et F sont deux espaces normés, on note d(E,F) la

borne inférieure des nombres [[T|| ||T-1|| quand T décrit les isomorphismes

de E sur F ; si E et F ne sont pas isomorphes, on pose d(E,F) = +=.]
On a
1 1 1
¥ n,keN A ,E) = A LE) A(1,E) (3) .

En effet, soit 6n(E) la plus petite constante positive & telle que 1l'on

ait, pour toute n-uple (xl,...,xn) dans E :

n

inf [l £ a. x|l £ 6 sup Ix.ll ;
. iTi : i

n i=1 l1<ic<n

z |a.|=1

i=1 1

il est facile de vérifier (cf. la démonstration du lemme 1) que

¥ n,k€EN 5, (E) < 6 (E) 8, (E) ;
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de plus, on voit aisément que

1
1

n’

6 (E) =
n

A(17,E)

. 1 -
La relation (3) montre donc que si A(ln,E) croit lentement avec n [i.e.

(1}, E) .
¥ £>0 ,——— - 0 quand n-o], alors A(ln,E) = 1 pour tout entier n.
n

Par exemple : si E contient une suite (En) de sous-espaces telle que,
pour tout n, En est (1 + Logn)-isomorphe a li, alors E contient des li

uniformément.

3) Le théoreme précédent généralise un résultat de Rosen-
thal [5] sur les sows-espaces réflexifs de L1 : eneffet, il résulte d'un
théoreme de Kadec-Pelczynski (voir [6], exposé XIX, § 3) qu'un sous-espace
de L1 est réflexif si et seulement si il est de type 1-stable. D'apres
les théorémes de factorisation (voir [6], exposé XV), si un sous-espace
de L1 est de type (l1+e)-stable (avec O<e<1), alors il se plonge dans pl+e,
Le théoreme 2 entraine donc en particulier : tout sous-espace réflexif de L

l+e
se plonge dans L pour un € > 0.
Nous allons énoncer d'autres conséquences du théoreme 2

Corollaire 1 : Tout espace normé uniformément convexe est de type p-

Rademacher (resp. de type p-stable) pour un p> 1.

Démonstration : Soit E un espace normé, on pose

¥ £€10,2], b&y(e) = inf {1- IIX—gxll | x,yeE, Ixll=llyll=1, lx-yll=e].
Par définition, E est uniformément convexe si ¥ € € ]0,2], 6E(e) > 0.
Il est facile de vérifier que si E est uniformément convexe,alors xz(E)< 1

(c'est-a-dire que E est uniformément non carré au sens de [3]) ; le corol-

laire découle donc de ce qui précede.
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Corollaire 2 : Un espace normé est de type l-stable si et seulement si

son dual est de type l-stable.

Démonstration : Soit E un espace normé. Supposons que E contienne des

li uniformément ; alors (cf. théoreme 1), ¥ A>1, il existe une suite (En)

de sous-espaces de E telle que ¥ n€ N, d(En,li)‘<K ; par dualité on a

¥neEN a(E',1°) <
n n

~ E!

o

(ou Eg désigne 1'orthogonal de E_dans E').
E

et on sait que EA

©

n
En particulier ¥né€N , d(E'/Eon,l n)<<h ; mais li se plonge isométri-

2 2
quement dans 1° de maniére évidente ; d'ou, pour tout n (i?) dans
2" l1<i<n
(E )' tel que
n
2
n n ~n ~n
¥ (a,) ER s la.l <l g a, T et sup |IX,ll<A .
i i . i’i - i
i=1 1<ic<n
Soit (x) dans E" tel que x? représente i? modulo Eon avec [|xT] <2,
l<i<n .
on a

=N
¥ (ai)EiRn , ¥ |ai| <l % a x7

. i %= Az |o‘il d
i=1
ce qui signifie que E' contient A-uniformément des li. (Le raisonnement

ci-dessus ne fait qu'expliciter la propriété de relevement de li |).

Réciproquement, soit Eﬁ une suite de sous-espaces de E' A-isomorphes

a 1i, ils sont nécessairement les duaux d'une suite (En) de quotients

de E A-isomorphes a l:. On conclut comme ci-dessus.
D'apres le théoreme 2, le corollaire est démontré.

Définition : Soit p € [2,x[. Un espace quasi-normé E est dit de cotype p-
Rademacher s'il existe une constante C telle que pour toute famille finie
dans E, on ait 1/p 5 1/2
(v Hxnllp) < ¢ (] Iz e () x [I7 at) .

La proposition suivante est due a J. Hoffmann-Jorgensen.
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Proposition 6 : Le dual d'un espace normé de type p-Rademacher est

de cotype p'-Rademacher (% + % =1).

'

Démonstration : Soit E un espace normé de type p-Rademacher, K une cons-

tante telle que

1/2 1/p
¥ (x) eE(N), s e, (1) xill2 dt) <K (g Hxnllp)
Soit (gn) EE'(]\D , ¥ e>0 il existe (xn) dans E(N) vérifiant
p' L/p!
T<x,8 > = (=g [F) - €
1/p
et (¢ HXan) <1

On a donc

p' 1/p
(= Hgn” ) <% <x ,§ >+e

1]

Jat<zx e (£),28 & (t)>+¢

1/2 Y2
(J Iz si(t)xill2 dt) (fllz%n en(t)l|2dt) ny

A

_ 1/2
kK (Jllzg e, ®IFaty +c,

A

d'ou le résultat puisque £ est arbitraire.

Le corollaire 2 et la proposition précédente entraine le

Corollaire 3 : Si E est un espace normé de type l-stable, alors il existe

;)E[2,w[ tel que E et E' soient de cotype p-Rademacher.

Remarque : Il est faux en général que le dual d'un espace de cotype p'-PRade-
macher soit de type p-Rademacher. Par exemple, 11 est de cotype 2 et 1° n'est

de type p-Rademacher pour aucun p>1.

Probleme : La réciproque du corollaire 3 est-elle vraie ? on verra plus

tard que la réponse a ce probleme est oui si l'espace E est supposé posséder
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une base inconditionnelle.

Corollaire 4 : Soit p tel que O<p< 1. Un espace de Banach E est de type

l-stable si et seulement si il existe une constante C telle que, pour tout

opérateur u d'un quotient G de E' dans un espace quasi-normé, on a
np(u) < C nl(u) (4) .

Démonstration : D'apres [6] (XV, théoreme 2 et XVII théoreme) si E est

de type 1-stable, la conclusion est vérifiée.
Réciproquement, si E n'est pas de type 1-stable, alors, d'apres le théoreme 2,

il existe une suite (Gn) de quotients de E' uniformément isomorphes a l: .

. . . . p ® 1
Soit alors (al,...,an) scalaires, soit Ja) 1l'opéerateur de 1n dans ln

défini par (xl,...,xn) - (alxl,...,anxn) ; on a

1=n
J'Cl(J(a )) = z la |
i i=1
i=n 1/p
_ (JCz la ] lg,(6)]HPat)
Ttp(,](a )) i=1

1/p
P
(] 1,6 Pat)

ou (fn) est une suite stable d'ordre 1.

On conclut alors (cf. la démonstration de la proposition 5) que (4) est

impossible.

Corollaire 5 :Soient p dans ]l,o[ et (Q,p) un espace mesuré.

Un espace de Banach E est de type l-stable si et seulement si LP(Q,u,E)
est de type l1l-stable.

Démonstration : On utilise 1'équivalence iii) ® v) du théoreme ainsi que

les relations (K) de 1'exposé 3.
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Compte tenu de la proposition 5 de l'exposé 3, le théoreme 2 permet
de retrouver, en l'améliorant, le résultat de [1].

Les méthodes de [1] permettent de démontrer la

Proposition 7 : Un espace normé est de type l-stable si et seulement si,

pour toute suite bornée (x ) d'éléments de E,

i=n
ifns e (£) x| at
i=1

tend vers O quand n tend vers 1'infini.

Démonstration : Si E est de type l-stable, alors (théoreme 2), il existe ¢

dans ]0,27] tel que E soit de type (1+e)-Rademacher.

D'ou une constante C telle que

n
1 -
= f I £ e.,(t) x,/ldt < Cn~% sup Ix | .
n iop 1 i n n

La partie '"seulement si" est donc démontrée.

Réciproquement, si E n'est pas de type l-stable, alors (théoreme 2), pour
tout entier n, il existe un nn-uple (x?) dans E tel que

n
n

1 i
= [

n i

e.(t) xT at = £ et sup x.Il < 1.
i i 2 R i
1 l1<ic<n

™

On construit une suite (xn) d'éléments de la boule unité de E en posant

X, = x? quand j = k_+i avec i € {1,2,...,(n+1)n+1}

et k_ = 1+22.:3%, ... .0,

On a alors

1 kn 1 1
I H. . ei(t) xi“ dt = 3 n -k 23 n" - (n-1)7
i

™M
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k k

n n
d'ob Sl e ) xgllat = == [z e (0 xl at
n i=1 2n i=1

Y

Y

1 1
3 C 5 - (1-;0 1

i=n
comme (1__l)n - e—1 quand n - ®» , on en déduit que 1 f 'y e.(t) x.|| dt
n n jop 1 i
ne tend pas vers O quand n tend vers 1l'infini.

(c.q.f.d.)
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