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Nous avons donné dans 1'exposé précédent la condition nécessaire
et suffisante de Nikishin pour qu'un ensemble A C LO(Q,p) soit''presque
borné dans Al”. Nous allons voir dans cet exposé qu'avec une condition
supplémentaire sur A (une certaine invariance par ''mixage'", au sens dé-
fini plus loin), la condition de 1'exposé précédent implique que A est
borné dans Al' A partir de la, nous pourrons retrouver un théoreme de

S. Sawyer [2].

Soit (Q,C,u) un espace de probabilité. Nous appellerons "mixage'
de (Q,%,n) la donnée d'une famille<}géﬂapplications "€-mesurables de (

dans lui-méme, telle que
a) ¥Mec M, M(p) = p .
b) ¥B,Ce T , ¥a>1, amec}-@ tel que
pB N M) < a pd pe) .

(La signification intuitive est la suivante : soient C et B données.

Le choix d'un M¢ g}Q convenable signifie que 1'on a "suffisamment mé-
p(B N M-1(C))
p(B)

langé" les points de Q. Alors, la proportion des points

de B dont 1'image par le mélange M est dans C est < a p(C).)

Un premier exemple de mixage est fourni par les translations

d'un groupe compact:

Proposition 1 : Soient G un groupe compact et m sa probabilité de Haar.

L'ensemble des translations a droite (ou a gauche) définit un mixage de

(G,3,x) (3 : tribu borélienne de G).

Démonstration : Posons si ge€G et fELo(G,S,m) : Tg(h) = gh (resp. hg)

et (rgf)(h) = f(gh) (resp. f(hg)). Dans chaque cas on a bien 1g(m)= m

pour tout g€ G. Soien:¢ alors B et C deux parties boréliennes de G. On a

-1
(B N 7 7(C)) = J"B (1, xc) (h) dm(n) .



Par ailleurs, en appliquant Fubini

il

r -1 "
J @0 (0 anlg) Joam(ny 7 Xc(h) dm(g)

B

t

£3dm(h) f xc(g') dm(g')

m(B) m(C)

Par conséquent, on peut trouver pour tout a>1 un élément g€ G tel que

m(B N rél(C)) < a m(B) m(C), ce qui démontre la proposition.

Revenons au cas général. Si JQ est un mixage de (Q,%,pu) et si M€ M, s

f GIP(Q{@,p,F) (ou F est un espace de Banach quelconque) nous définirons
Mf € L°(Q,%8, u,F) par (Mf)(w) = £(Mw). Nous dirons qu'une partie

A c 1L°(Q,8,n) est mixable s'il existe un mixage Mf, de (Q,€,pn) tel que

1'on ait

vrea, ¥Me M, 3Fger, |ur| < gl .
On obtient alors 1'analogue du théoreme 1 de 1'exposé précédent

Théoreme 1 : Soient (Q,%,u) un espace de probabilité, A une partie mixa-
ble de L°(Q,%,p), € €170,1[ et R = O.

a) Supposons que

Pour toute suite (cn) Ell, et toute suite (fn) d'éléments de A :
(1)
I (SEP |cn fnl,p) < R ¥ ‘Cn‘ .
On en déduit
(2") ¥ f€A Al(f,p) < R/(1-¢)

b) Inversement, si (2') est réalisée, on a

Io(1-e) (sgp lcn fnl:P) <R ¥ icnl ,



pour toute suite (¢ ) €1l et toute suite (f ) d'éléments de A.

Démonstration : Le point b) se démontre comme le point correspondant

du théoreme 1, exposé IV. Le a) sera obtenu par un léger raffinement de

’ . A ’ N
la démonstration de ce méme theoreme.

Soit K = 0. Convenons de dire qu'un partie C€ % est un (N,K)-
ensemble si p(C) >0 et s'il existe un élément f €A tel que 1'on ait

presque silrement sur C
poy 1£] sk .

On a vu dans la démonstration du théoreme 1, exposé IV, les faits
suivants : si on désigne par € l'ensemble des familles (Bi) de (N,R)-
ensembles deux a deux disjoints, cet ensemble est inductif pour 1'ordre
défini par 1'inclusion des familles de parties. (Et si € est vide, on
a directement Al(f,p) < R pour tout f€A). Si on considere un élément
maximal (Bi), c'est nécessairement une famille dénombrable, et si on

pose B=U B,, on a p(B) < e.
i

Soit maintenant €y tel que € < gy < 1, et supposons qu'il existe
un (N,R/(1 - 81)) ensemble, c'est-a-dire une partie C € € et f€ A tels

que l'on ait presque silirement sur C :

po) £l > R/(1-¢€,) .

Soit LLQ un mixage adapté a A. On peut trouver M€ UUL tel que

-1 1
p(M "(c) N B) < —= p(B) p(c) < &, p(C) .

- 1
On en déduit, en posant D = M_l(C) - B

p(D) = (1-—81). p(c) > o .



D'antre part, A étant mixable, on peut trouver g€ A tel que
Ime| < |gl

On a alors presque siliremeni =i 4 €D (Compte tenu de Mwe C, et de
toutes les relations précédentes)

u lgl | = (1-e) p(© |ue(d] = (1-e) po) [£Me))] > R

ce qui prouve que D est un (N,R)-ensemble. Mais D étant disjoint de
B=U Bi’ cela contredit la maximalité de la famille (Bi)' Par conséquent,
il n'existe aucun (N,R/(1 - 51))-ensemb1e. On en déduit comme dans 1'ex-

posé IV

¥ feA o, Al(f,p) < R/(1- el) .
Ceci étant vrai pour tout £y > €, la démonstration est achevée.

Remarque 1 : On pourrait se permettre, en perdant sur les constantes,

de remplacer les conditions de mixage et de ''mixable'" par
¥ a>a p(B N M) <a pB pe) et |Mt] sk |gl

(nous avons pris dans la démonstration a = K =1).

Soient E et F deux espaces de Banach, ((,%,p) un espace de proba-
bilité et u un opérateur linéaire continu de E dans LO(Q,T%p,F). Nous
dirons que u est "mixable" si 1'ensemble A = {yp - Hu(x)(w)HF; x €E,|lx|l <1}

est mixable. Donnons un exemple

Lemme 1 : Soient (Q,%,u) un espace de probabilité, F un espace ce Banach,
E un espace de Banach de fonctions mesurables (éventuellement a valeurs
vectorielles) sur (), et u un opérateur linéaire continu de E dans
L2(Q,8,p,F).



S'il existe un mixage L ge (0, 8,n) tel que, pour tout Me¢ gug :
a) x€FE = MxcE et [IMx|l « [|x]l
b) HM(u(X))(m)HF < Hu(Mx)(w)HF p-s

l'opérateur u est mixable. Cela est vrai a fortiori si u commute a CLQ ,
c'est-a-dire u(Mx) = M(u(x)), et en particulier si (Q,%8,pn) = (G,S&m)
(groupe compact) et si u est un opérateur invariant par translation

(a gauche ou a droite, cf. Proposition 1).
On obtient :

Corollaire : Soient E et F deux espaces de Banach, (Q,B,p) un espace
de probabilité et u un opérateur linéaire continu "mixable'" de E dans
L°(q,%6,1,F). Pour que u soit continu de E dans Aqﬂ{bfﬂu,F) (1 < g<®)
il faut et il suffit qu'il existe un €€ J]0,1[ et Ke tels que 1'on ait

pour toute suite (xn) d'éléments de E

q 1/q
Je(szp ||u(xn)(w)|lG, dp(w)) < K_ (2 ||xn|| ) .

La démonstration est identique a celle du corollaire 2 du théoreme 1,
exposé IV, compte tenu de la remarque évidente qui suit : si A C LO(Q/E,p),
et si a > 0 est donné, A est mixable si et seulement si 1l'ensemble

(£% ; fecA} est mixable (en effet (M£)* = M(£%)).

Remarque 2 : Supposons que l'espace de Banach F soit muni d'une topologie ©
pour laquelle la norme soit mesurable (c'est-a-dire que pour tout
borélien B sur R, {x €F ; [/x||€B} est un borélien pour ¢. C'est par
exemple le cas si F est un dual H', et si ¢ est la topologie o(H',H).)
On définit alors 1l'espace LO(Q/E,p,FG) comme l'espace des fenctions
mesurables de () dans Fo, muni de la topologie définie par les Ja(f,p),
a € ]0,1[, dont la définition reste inchangée. (Cet espace a été introduit
dans [37], lemme (XVII,2,1)). Le résultat du corollaire reste valable si
on remplace LO(Q/E%M,F) par LO(Q,ﬁﬂp,Fc)u En effet, seules interviennent
les fonctions mesurables réelles gy — Hu(x)(m)liF

0 vectorielle moins fine que la topologie de la norme. Cette condition

est supposée réalisée implicitement dans toute la suite.



Théoreme 2 : Soient F un espace de Banach, F un espace de Banach muni

d'une topologie ¢ pour laguelle la norme est mesurable, ((,%,p) un espace
de probabilite et g€ J]0,2]. Si E est de type g-Rademacher, tout opérateur
linéaire continu mixable de E dans LO(Qfg,p,FG) est en fait continu de E

dans Aq(Q;&,p,FO)-

La démonstration est identique a celle du théoreme 2 de 1'exposé IV
ony a vu en effet que les conditions de 1'énoncé ci-dessus impliquent que
pour tout € € ]0,1[, il existe K8 telle que 1'on ait pour toute suite (xn)

d'éléments de E

1/q
Je(s;llp hax ) (@, dplw)) s K_ (2 Hxntl% .

I1 suffit alors d'appliquer le corollaire du théoreme 1 et la remarque 2.

Corollaire : Soient G un groupe compact, m sa probabilité de Haar et

q € [1,2]. Tout opérateur linéaire continu u, invariant par translation
(a gauche ou a droite) de Lq(G,Sbm) dans LO(G,g,m) (ou plus généralement
dans LO(G,S,m,FG)) est de type faible (q,q) c'est-a-dire continu de L%
dans A%,

Dimonstration : LY est de type gq-Rademacher (exposé III) et u est mixable

d'apres le lemme 1.

Théoreme de Sawyer [1], [2]. Soit (Q,%p) un espace de probabilité, et soit

(Tn) une suite d'opérateurs linéaires continus de Lq(Q;E,p) dans LO(QfE,p),

l1<q<®, telle que

a) ¥ re1d p-s sup T (£) (W] < = .
n
n

b) I1 existe un mixage M de (Q,€,n) tel que

¥ Me M, M(sup|T £]) < suplT (ME)| .
n " ~n R



I1 existe alors une constante K telle que

¥ re1d Ar (suplTn(f)l,u) < K [I£l],
n

en posant r = inf(q,2).

Démonstration : Définissons un opérateur linéaire u de L1(Q,%,p) dans

L°(Q,%,u, o(lm,ll)) par

u(f) (w) = (T _(£f)(w))
n n

Cet opérateur est continu d'apres le théoreme du graphe fermé.
(On utilise le lemme (XVII,2,1) de [3]).
D'autre part, l'hypothése b) se traduit par

MuG) (I < oI,
1 1

donc u est mixable d'apres le lemme 1 (puisque f - Mf est une isométrie
de 19 pour chaque Me M ). Pour finir, il suffit de rappeler que Lq,
1 < q < ®, est de type r-Rademacher, r = inf(q,2), et d'appliquer 1lie

théoreme 2.

Si on suppose dans 1'énoncé du théoreme de Sawyer que les opérateurs
(Tn) sont positifs, on peut remplacer r = inf(q,2) par q dans le résultat
c'est le théoreme de Sawyer dans le cas positif. Nous allons voir comment
retrouver ce résultat. Nous considérerons des espaces de Banach E véri-
fiant

(*) E est ordonné, et 0 < x <y = x|l < llyll .

(#%) ¥ x,y €E, sup (x,y) existe et || |x| || = [Ixll (ou |x|=sup(x,-x)).

Si F est ordonné, on ordonne LO(Q;Eﬂp,F) ou Lo(Qfe,p,FG) de fagon

évidente.



Théoreme 2 bis : Soient E et F deux espaces de Banach vérifiant (%)

et (#%), F étant muni d'une topologie ¢ pour laquelle la norme est mesu-
rable, (Q,€,u) un espace de probabilité et q € [1,+~[. On suppose qu'il
existe une constante C telle que 1l'on ait pour toute suite finie (xi)

d'éléments de E
q 1/q
[lsup xiH = C (T HxiH )

Dans ce cas, tout opérateur linéaire continu, positif et mixable

de E dans LO(QfTZp,FG) est en fait continu de E dans Aq(Q;E%p,FG).

Démonstration : Soient (xl,...,xn)EIE.(kla, puisque u est positif

p.s sup |u(xi)(w)| < u(sup |xi|)(w)

Donc, en utilisant (%), (%%), 1'hypothese sur E et la continuité

de u

Js(sup Hu(xn)(w)H,dp(w)) Je(sup [l |u(xn)(w)| [|,dp(w))

< Je(Hsup Iu(xn)(w)l I, dp(w))
< J_([lu(sup |xi|)(w)“,dp(w))
< K, lisup |x;] |
1/q
< CK (2 Ix.I1D )
>4 1

Les techniques précédentes semblent échouer lorsque la mesure est
infinie. Nous allons cependant étudier un cas tres particulier ou la

méthode peut s'étendre.

Posons si f € L°( R",\,F), 2 désignant la mesure de Lebesgue
£,(t) = o f(at) (a>0)

La propriété essentielle de cette transformation est la suivante

A {t; IE) > e) = o™ a [t Hfa(t)H >a'c},



ce qui implique

A (F,p) = LNE SRYORN [ £1] L Hfali

L L1

Proposition 2 : Soient E et F deux espaces de Banach, u un opérateur

lineaire continu de Ll(ﬁmn,K,E) dans Lo(]Rn,X,F), invariant par trans-

lation, et tel que
¥a>0, ¥ f , p.s : Hu(fa)(w)ﬂ 2 ”(u(f))a(w)H .
Dans ce cas, l'opérateur u est continu de Ll(Imn,X,E) dans Al(ZIRn,X,F)°

Démonstration : Considérons l'opérateur v de Ll(]Rn,K,E) dans

L°(['_-;- ) -i: 1.A.F) défini par :

v(f) = x 1. u(f)
["‘ 9 E]

SIS

D'aprés le corollaire du théoreme 2, exposé IV, il existe pour tout

e € ]0,1[ une partie mesurable A_C [- % , + %] telle que
A { || s% ; t £ Ae} < & et une constante K_ telle que :

K
¥c>0 At ; “XA u(f) () > e} < 7? , lorsque ||If]l<1 .
£

Cela s'écrit encore, en utilisant la fonction J définie sur R par

J(t) = 0 pour |t] <1, J(t) = 1 pour lt] > 1

| alf
x, (O ¢ Jate) (o)1 fi(t)”

Ydt <« — .
(&
[

o=

lt] <

I.'opérateur u étant invariant par translation, on aura aussi

K

(t -s) J(-“L({—)-M)dt <

® o



V.10

On obtient en integrant lorsque s€ [-1,+17 :

+1 K
j‘ 1 {'P YA (t - =) ds) J(w) at < 2 €
ltl < ’é‘ ‘1 c C
Or )
j XA (t-s) ds =2 { A O [t~ 1,t+1]} 2 A(A) = (1-¢)
-1 e € e

(car |t]| = % )

d'ou K
€

1-¢

[ 3 (“u(f)(t)H
lt] < ¢

ydt < 2 1
c

o=

c'est-a-dire

1
Il K}

A { |t ﬁé‘ ;o u(B) @)l > e} < .

1
Soit alors ¢ tel que O<c< o, f €L (an,)\,E) et m€ IN. On aura en utili-

sant 1'hypothese sur u

A ltls B 5 @I > e} sa®a { el <3 e @0 > n® ¢}
K it |l K! gl

n C
m C

A
=
1

et on acheve la démonstration en faisant tendre m vers 1'infini.

Remarque 3 : La situation de la proposition 2 est celle que 1l'on rencontre

dans deux cas importants : si u est un opérateur de convolution sur ]Rn,

défini par un noyau K(x) homogene de degré -n (intégrales singulieres), u
vérifie les hypotheses de la proposition 2. Mais pratiquement il ne semble
pas beaucoup plus simple de montrer que u .opere continument de L1 dans L°
plutét que de montrer directement qu'il opere de L1 dans Al' Un autre cas

est celui de la fonction maximale de Hardy-Littlewood, sur IR :



V.11

p

f*(x) = sup L I f(t) dt

p-a
a < x < B a

s * ’ ’ ’
On peut considerer f > f comme la donnée d'un opérateur linéaire
de L' dans L°( R,\,0(L7( ]RZ),Ll( ]R2))) en posant

u(f)(t) € L”( R®) définie par :

1

B
(a,B) *'B:; I f(t)dt si a<x<p, O sinon .

a

Ici encore, l'opérateur u vérifie les hypotheses de la proposition 2.

Ce qui précede ne nous permet pas de répondre a la question suivante,

’ ’ . , b ’ . 4 . .
suggérée par le corollaire du theoreme 2 : un operateur linéaire continu

invariant par translation de L1(]Rn,X) dans L°( R",A) est-il automatique-

ment continu de L1 dans Al ?
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