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III.1

L'objet de cet exposé est de comparer les différentes notions de

"type'" d'un espace normé introduites par plusieurs auteurs (cf. [1], [2],

(4] .

On appelle suite stable d'ordre p sur un espace de probabilité (Q,P)
une suite de v.a sur (Q,P) indépendantes, équidistribuées suivant une loi

, ~ - P
dont la transformée de Fourier est e ltl

x (P sip<2

Soit p € ]0,27, on note p =
+o si p=2

Définition : Soient E, F deux espaces quasi-normés et u € £(E,F). Nous

dirons que u est de type p-Rademacher (resp. de type p-stable] s'il existe
*

r € ]0,=[ (resp. r€ J]0,p [) et une constante C vérifiant : pour toute

famille finie (xn) dans E

r 1/r 1/
(J Iz e (&) ux)DIT at) < c (2 lx [P

v 1/r 1/p
(resp. ([ Iz £ (£) uGx)IF at)  <c (2 Ix 1P

ou (en) est la suite des variables de Rademacher sur ([0,1],dt) (resp. ou
(fn) est une suite stable d'ordre p sur ([0,1], dt).) Nous dirons qu'un
espace quasi-normé est de type p-Rademacher (resp. stable) si 1'identité

de cet espace est de type p-Rademacher (resp. stable).

I1 est évident que la restriction d'un opérateur de type p-Rademacher
(resp. stable) est de type p-Rademacher (resp. stable). On peut vérifier
également (cf. 4], exposés X,XI, proposition 1) que tout quotient d'un
espace de type p-Rademacher (resp. stable) est de type p-Rademacher
(resp. stable).
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De plus il est trivial que si un opérateur est de type p-Rademacher, il est
a fortiori de type g-Rademacher quand q est inférieur a p.

La définition précédente est simplifiée par les deux résultats

suivants (cf. [4], exposé VI)

Théoreme (Kahane) : Soit a tel que O<a<1l1l, p et q deux réels positifs ;

il existe des constantes universelles Ra q telles que 1'on ait : pour

’
tout espace a-normé E et toute famille finie (xn) dans E,

1/q

a

1/p
® Iz e (6 x 1P at) < R J Iz e (8) x I ae)

L'analogue pour les lois stables de ce théoreme est du a Hoffmann-

Jgrgensen

Théoreme : Soit p € ]0,2], soit a € ]0,1] et soi ent r, q deux réels dans

]O,p*[ ; il existe des constantes universelles Sz’g telles que 1'on
s

ait

pour tout espace a-normé E et toute famille finie (xn) dans E,

1/r 1/q
m (s ) x 1T a) <8P ([l e (0) x 1T at)

ou (fn) est une suite stable d'ordre p sur ([0,1],dt).
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Rappel : Soit E un e.v.t. Une suite de v.a sur (Q,P) a valeurs dans E est
une suite symétrique si, pour toute suite (§n) de nombres égaux a +1 ou -1,

. A . N ,
la suite (§n9n) a méme loi sur E° que la suite (?n)'

Toute suite de v.a indépendantes suivant chacune une loi symétrique est
une suite symétrique. En particulier (en) est une suite symétrique, de

méme que toute suite stable.
Nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant

Lemme 1 : a) Soit (X ) une suite de v.a sur ((,P) a valeurs dans E, la suite

de v.a (Y ) définie sur (Q,P) x ([0,1] dt) par Y (w,t)-xn(w) e (t) est
une suite symetrlque- De plus, si W ) est une sulte symétrique, ?Y ) a la

méme loi sur E]N que (X ).

b) Si (¢ ) est une suite symétrique de v.a.T sur (Q,P) la suite
de v.a.r (s ® I(p |) sur ([0,1]atqQ,P) a la méme loi (sur R ) que la suite
(9,0

Démonstration : Soit P(X ) la loi sur E:IN de la suite (Xn). On vérifie

aisément que

¥ (8) e {-1,1} N
n
Py y =0 8t Pio by x )= SO Pe oy xy = Pe v
n n n n ®n n n n
De plus si (Xn) est une suite symétrique

P = dt P = dt P =P ’
() Py xy =) x ) = Fx)

ce qui démontre l'assertion a).
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La deuxieme partie résulte des égalités :

P = drP(w) P = dp _
(€n®|?n|) I w (Cnl?n(w)l) I (w) P(a Qn(w)) - P(q;n)

Proposition 1

. Soit (Wn) une suite symétrique de v.a.r intégrables sur

(Q,P), soit E un espace normé et (xn) une suite finie dans E ; on a :

ol i Pa.y1/ "
¥ pe€[1,=[, iaf HcanL1 (JII'se (©x IPat)P < ( fis o) x_[IP ap(y))1/P,

Démonstration : Si t est fixé :

1] ap(w) [z e (8) lg (D ]x 111 < [ aP(w) || 2 e (¢) lo (@] x I

d'ou :

s e (£)x ”‘Pn” s [ ar(w) Iz e () lop () | x_|

soit en intégrant :

1/p 1
Sl s e (0)x ”(pn”Llllpdt) s ([ atar(y) |y e () ]o_(w)] x_ [Py /p

D'apres le principe de contraction (cf. par exemple [4], exposé VII
lemme 1)

1/
inf “‘Pn”L1 (J Iz e (¢ x_IIPat)

p 1/
p
s (J llz e (t)x lggll 4I7ae)
On conclut alors aisément puisque, par le lemme 1. b,

(Jat ap(w I e (83 ]g (@) Ix Y2 (fap(w) Iz ¢_(w)x Py,

Soit (¢ ) une suite de v.a.r sur (Q,P) soit E,F deux espaces quas1—

normés et u € L(E,F) ; nous dirons que u est de type p - [9.] s'il existe
n

une constante C telle que pour toute famille finie (x ) dans E on ait

. 1/
Jligutx o (0 1 aP(w) < € (3 lIx_|IP)
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Proposition 2 : Soit E un espace quasi-normé, F un espace normé etIJEy(E,F);

soit p un réel dans ]1.27, les propriétés suivantes sont équivalentes

i) Il existe une suite de v.a.r (pn) sur ((,P) vérifiant ian@nH 1>0
n L

et telle que u soit de type p-'[pnje
ii) u est de type p-Rademacher.

iii) u est de type p-[@n] pour toute suite symétrique (qn) de v.a.r

sur (Q,P) vérifiant sup l¢_|| < +oo,
n.p
n L
Démonstration : i) = ii) : i) entraine trivialement que u est de type

p-[en® ?n] ; alors, le lemme 1, la proposition 1 et la condition

inf |le ®¢ |l , = inf [l¢ || , montrent que u est de type p-Rademacher.
n n- ’n L1 n n Ll

ii) = iii) : D'apres (K), si ii) est vérifiée il existe C> 0

tel que : ¥ (Xn) GE(N);

1/p
Jlse (tuxpllat <c (zlx P~ ;

d'ou si o est fixé
P py /P
Jlise (0g (ut)ldat < ¢ (2 lx P o (P
d'ou en intégrant

) 1/p
J s e (0) g (0 utx) Il at aP(w) < ¢ [ (2 lix [IPllg () |P)  ap(w)

A

1/p
<C Plly |IP
< (;L e l.canLp)
p 1/p
<C sup Htpnlle(Z lIx_ [15)

on conclut alors par le lemme 1l:.a.
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Enfin iii) = i) est trivial. (c.q.f.d.)

Corollaire 1 : Avec les hypothéses de la proposition, si u est de type

p-stable il est de type p-Rademacher.

Démonstration : En effet, u est de type p-stable ssi il est de type p-[f ]
n

ou (fn) est une suite stable d'ordre p ; de plus, on a

inf £ |l , = £l , > o0
n L

L
puisque la suite (f ) est équidistribuée.

Remarque : La réciproque du corollaire précédent est fausse car 1l'identité
de 1P est de type p-Rademacher mais n'est pas de type p-stable (cf. par
exemple [4], exposé XVIII, proposition 3).

Néanmoins, on a la :

Proposition 3 : Soit E, F deux espaces quasi-normés, soit u¢ £(E,F) et soit

p €]0,2]. Si u est de type p-Rademacher il est de type g-stable pour
tout q< p.

Démonstration : Soit r € ]0,qf, 1'hypothese (et (K)) entraine 1l'existence

de C telle que

1/r 1/
Il s e (t) u(xn)Hr dt) <cC (3 Hxnllp) ’ ;

d'ou si 6 est fixé
(Il'se () £ (8) ux )T r p p Y/P
n n u xn) dt < C (T ”XnH 1fn(e)| )

ou (fn) est une suite stable d'ordre q sur ([0,1] dt), d'ou en intégrant

/r

1/r

1 ' r/p
J B e (t) £ (8) ulxl%atae) < ([ (2 e ()P IIx P “ae)
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comme (fn) est une suite symétrique, le premier membre vaut (cf. lemme 1.a)
1/r
(I [z |fn(6) u(xn)Hr de) ; il suffit pour conclure d'appliquer le

Lemme 2 : Soit (an) une suite de réels, soient r,q,p des réels tels que

O<r<q<p<2, soit (fn) une suite stable d'ordre q. On a :

1/q ) r/p /v £ 1l llg,ll 1/q
el la 1D s ([ @ la [Pl @IP)  Tae) < L 149 (g [o |

IIg1Hr

ou 84 est une v.a.r. dont la loi est stable d'ordre p.

Démonstration : Soit (gn) une suite stable d'ordre p.

(N

Soit (ﬁn) € R "', on utilisera les relations bien connues (cf. [4], exposés

X - XI, lemme 2)

1/r
(J lz B, g ()" at)

1/p
(1) (= I8 1"y gl

1/4q 1/r
(2) = lp 1D eyl = (f lzp, £ (00" at) .

On déduit de (1)

r/p 1/r 1/r
([ cla IPle )Py a0) = L (J Iz e £ () g (0] at ae) .
e, Il
Par (2) cette derniere intégrale vaut
[1£, 1l r/q 1/r
EE ([ (2 e |? lg ()T a0y
lg, Il

mais, d'une part

1/r

r/q 1/q 1/q
e la e @D gy < ([ a0z o e (@D = (la ID eyl
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d'autre part

1/r q/r 1/q
(z [l |"lg (8)]Tae) "

/q

v

r/q
(] @ la Mg (2] a0

1
q
Hglnr (= |an‘ )
ce qui démontre le lemme.

Corollaire 2 : Soit a € ]0,1], tout espace a-normé est de type P-stable pour
tout B € ]0,af.

Démonstration : En effet, un tel espace est trivialement de type a-Rademacher.

Corollaire 3 : Si p€ ]0,2], tout espace LP est de type g-stable pour tout

q € J0,pl. Si p€[2,o[, tout espace LP est de type g-stable pour tout
q€ [0,2]»

Démonstration : Soit (Q,pn) un espace mesuré.

Si p € ]0,2], soit (fl,oo..,fn) une famille finie dans
LP(p), ona : ¥ weq

1/p 1/2 ~ 1/2 1
Slz e (0t ([Pat) s (flz e (01 (0]%at) = @l (® " < (2le_(w [P

d'ou en intégrant

1/p 1/p
P p
(Jllze (& £l5at) < Cmllg iy .

Si p€[2,=[, d'apres les inégalités de Khintchine (cf. par exemple [5], ex-

posé XXVI, p. 7), il existe une constante Bp telle que

21/2

1/p
M Iz e, e,@IPa) " 5B (2 e

¥ (an) €ER

On a donc : -V'xl,...,xn € Lp(Q,p)

1/p 1/2
1z x (e 0]Pat) s B (@ Ix (]

/p
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[P
d'ou : 1/p

. p/2 1/p
() |Z xn(m) Sn(t)lpdt dp(w)) < Bp( I (z lxn(m)|2) dp(w))

1/p . p 2/p 1/2
By 2 (J Ix () [Paptw)) 3

in

1P
(f Iz x_ e ()P at)
p
5 1/2
B (T [Ix_II© ) ;
P n'p

N

ce qui prouvé que Lp(Q,p) est de type 2-Rademacher.

Proposition 4 : Soit p¢ ]0,2], tout espace normé de type p-stable est de type

q-stable pour tout q € ]0,p].

Démonstration : D'apres le corollaire 2, on peut supposer p> 1. L'énoncé est

alors simplement le rapprochement de la proposition 3 et du corollaire 1.

Remarque : La proposition précédente est vraie pour un espace quasi-normé.
En effet, soit (fn) une suite stable d'ordre p, il résulte des résultats
de J. Hoffmann-Jgrgensen [2] que si x ~est une suite d'éléments d'un espace

quasi-normé complet telle que la série I x ~, converge p.s, alors la série

by xn En converge p s. On en déduit que si un espace quasi-normé est de type

p-stable, il est de type p-Rademacher et on conclut comme ci-dessus.

J. Hoffmann-Jgrgensen a remarqué l'équivalence du "type p-Rademacher" et

d'une certaine forme de la loi des grands nombres:

Proposition 5 : Soit p€ ]1,27], soient E et F deux espaces de Banach

et u€ f(E,F) ; les assertions suivantes sont équivalentes

i) u est de type p-Rademacher.
ii) Pour toute suite (Xn) de v.a sur (Q,P) indépendantes centrées a

valeurs dans E, la condition

p , n
z I Xyl < o implique que % z

u(Xx.)
: " o1

converge p.s vers 0 quand n— o.
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iii) Il existe une constante C telle que

) YR
¥ (x ) €E , E-f IJI%1 e, (t) ulxpllat < j

A

Q
I MB
.F?
=)

g

iv) Il existe une constante C telle que, pour toute suite (Xn) de v.a

sur (Q,P) indépendantes centrées a valeurs dans E, on ait

n n HX.(w)”p 1/p
Lz ux,(wllar(e) < ¢ (35 [ ——— ar(e))
n J:1 J J:l Jp

.

Démonstration : Soit (Xn) une suite de v.a indépendantes sur (Q,P) a

valeurs dans E, la suite symétrisée soit (Yn) est définie sur (Q,P)x(Q,P)
par @
Yy - '
X;(w,w ) = Xn(w) Xn(m )

I1 est clair que (X;) est une suite symétrique.

i) = ii) : Supposons i) : il existe C> 0 tel que
1/p
¥ (x) cg™ , (fl= e (t) ulx )l at) < C (T ||xn||p)
d'ou : u(xg(m,w')) “Xﬁ(m,w')”p 1/p
J e (v |l at < € (2 )
n P
n
soit en intégrant
u(X_(0,0") Ix 1P 1/p
I s en(t) | at aP(w) dP(w') < C (z —=L) ;
n
(X)) IX I1® 1/p
on en déduit (cf. lemme 1.a) : ||¢ H1 < C (T ——%TR ) ; mais si les
) n

variables (Xn) sont supposées centrées :

u(X (w) , u(X (wyw'))
¥ ocq, I —22) < 1] ap(on [x — By

u(Xh(w,w'))

n

i

I ap(w') Iz

I,
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d'ou en intégrant

u(X ) u(X;)
e —=Il, < lg—=I,.
D'autre part
1y [P ' 1/p
1%, = (JI% (0,0 1P dP(w) aPw'))
p 1/p

< (JUX (@[ + 11X (0 IDP aP(w) aP(w'))
<

2 Hanp ;

on a donc établi finalement

u(x_(.)) Ix_II® 1/p
lg —2—II, < 2¢c (z—2LR)
n 1 P
n
u(x )
Comme les variables u(Xn(.)) sont indépendantes, on en déduit que T L
.
converge presque siirement, donc, par le lemme de Kronecker, que
. D
= (v u(X.)) converge p.s vers 0 quand n tend vers l'infini.
| J
ii) = iii) . On applique ii) aux suites de la forme (Xn(.)) = (en(,)xn)
. N
ou (xn) €E : “xn”P j=n p.s
z <o =» = T g.(t) ulx,) —> 0.
P jo1 9 J
, , g J=n p.s
On déduit des inégalités (K) que si = z ej(t) u(xj)-——4>0, alors
J=1

J=n

% (v e.(.) u(x,)) converge vers O dans L(E). on obtient alors iii) par
i=1 !

un argument de graphe fermé.

. G o o —————— - - - —— - - - - - - -~ ——— - = ———
- —— - - - - —— - ——— - - -

Lemme de Kronecker : Soit (xn) une suite d‘élémeggﬁ d'un espace de Banach

X
telle que la série T 1? est convergente, alors %( T xj) converge vers O
j=1
quand n tend vers 1l'infini.
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iii) = iv) se démontre de maniere analogue a i) = ii).

iv) = iii) est trivial.

iii) = i) . Si iii) est vérifié, on a : ¥ (xn) GE(]N),
j=n . j=n 1/p
[ s e, () ux) 'rJ{“ at < ¢ (z lx.|P )
j:l J J j=1 J
on peut donc écrire
j=n . 2n . 1/p n 1/p
JIhe e uxd 2+ £ e (0)ukx,_ ) datzc2 (x x|P)
j=1 J B T J-n- en j=1 J

mais par le principe de contraction, le premier membre est plus grand que

2n
% f Iz e,(t) ulx, )l
j=n+1 J J-n
1 i=n
qui est lui-méme égal a 3 I Il = e, () u(xi)H dt ; on obtient donc
i=1

1+1/p 1/p
[z e, (t) ulx))ll at < ¢ 2 (T Hxin) )

c'est-a-dire i).

3*
3* ¥
3*
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