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XXIV.XXV.1

La notion d'espace muni d'une structure locale inconditionnelle
a été introdurte par Dubinsky, Pelczynski et Rosenthal dans [3].
Rappelons tout d'abord que si x - (xl"°°’xn) est une suite algébrique-
ment indépendante dans un espace normé, la constante d'inconditionnalité

p(x) de la suite est définie par

|
X) = su £.a.X, ; &, = & . L a. X, < .
p(x) = sup (e eax Il 5 e =21,a er, llrax Il 1)
On dira qu'un espace de Banach E est muni d'une structure locale
inconditionnelle s'il existe une constanie A telle que pour tout sous-
espace de dimension finie X de E, il existe un sous~-espace Y de dimension
finie, contenant X, et possédant une base de constante d'inconditionna-

lité < A.

On voii que cette notion généralise la notion d'espace a base incon-
ditionnelle. On vérifie assez facilement que les espaces L? ou c(x) pos-
sedent. une structure locale inconditionnelle ( alors que L1 ou C(K) n'a
pas en général de base inconditionnelle).

Plus généralement, nous avons

Proposition 1 : Tout treillis normé complet possede une structure locale

inconditionnelle.

Démonstration : Nous commencerons par une remarque évidente, mais qui

est la raison d'étre de la proposition 1:

Lemme 1 : Dans un treillis normé I, une suite (xi’""’xn) d'éléments
deux a deux étrangers (c'est-a-dire que !xi‘/\LXjI = 0 pour i# j) est

inconditionnelle de constante 1.

Rappelons que dans un treillis, on a pour une suite (yi) d'éléments
deux a deux étrangers : | & yil = ¥ |yi|¢
Alors, si si = +1 et a; € R, les éléments (eiaixi) sont deux a deux
étrangers et

e ejax I = il Izeax 1l = llglejax il - lls lax |1l = Iz ax|l
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L'idée de la démonstration de la proposition est simple : soient

(x .,xn) €L et €>0. Nous voulons trouver un sous-espace a base incon-

y oo
di%ionnelle contenant (xl,.ue,xn).

Pour cela, il suffit de trouver des éléments deux a deux étrangers (yj)
tels que l'espace engendré [yl,...,ym] contienne (xl,...,xn).

En fait, cela n'est pas possible en général, et ce sont des éléments
'voisins' de (xl,,..,xn), soient (?1,.ec,§h), que nous pourrons inclure
dans un espace [yl,...,ym]. Nous utiliserons pour conclure un argument

de perturbation : (cf. [6], p. 198).

Lemme 2 : Soient F un espace normé de dimension finie et (xl,...,xn)
une base de F.

Pour tout £ >0, il existe a >0 tel que pour tout espace de Banach E
contenant F on ait la propriété suivante

si (?1,.0.,§h) est une suite d'éléments de E telle que ll;i-'xi” < a

pour chaque i, il existe un opérateur linéaire T de E dans lui-méme

tel que : T(’i’i) = x, pour chaque i, et
¥ x €E, (1-o) Ixll < Tl s (1+e) x|l .
Démonstration : On peut trouver une constante K telle que
¥ (ai) , k™! max lail < llifl aixi” < K max |ai| .

Soit &€ >0 donné, posons a = lﬂ%ﬁ%Lll , et soient (Yl,...,ih) dans E

tels que l|§;-xi“ < a. On a alors

n
¥ (ai) , max |ai| < 2K lli§1 ai§}” .

Cela signifie que les formes linéaires §j définies sur [Yl,...,ih]
par §j(2 ai§i) = aj sont de norme < 2K, donc admettent d'apres Hahn-
Banach des prolongements Ej a E, de norme < 2K.

Posons alors
n

¥ xX€E , Tx =x + ¥ <E&.,x > (x,-%X,) .
i=1 1 1 1
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On vérifie que T convient.

Soient donc (xj,.,o,xn) €L et €>0. On peut supposer (x1,~..,xn)
algébriquement libre et n
Il = |xi| |- 1.
i-1

Soit a le réel > 0 associé a (xl,...,xn) et £ par le lemme 2.
Posons

n

a= % lxil, et considérons 1l'idéal Ia de L engendré par a.
i=1

Sur Ia définissons la norme
Iyl = sup fe>0 5 elyl = laly .

Dans la suite, nous noterons 1 - l1'idéal muni de cette norme.
’

Le complété I,  est alors isomorphe a un espace C(K) (cf. exposés XXII-
’

XXIII), et on a une application canonique de norme < 1

u: C(K) = Ia’m - L,
qui est un homomorphisme fort, et par suite sa bitransposée u" : (C(K)" ., L"

est encore un homomorphisme (cf. exposés XXII-XXIII).

Considérons maintenant (xl,...,xn) comme des fonctions continues
sur le compact K.
Par continuité uniforme, on peut trouver des fonctions boréliennes (gj)

a supports disjoints, et des fonctions (hi)’ combinaisons linéaires

des (gj), telles que pour chaque i
lh, -x. || s a
i i'w
(Les (gj) et les (hj) étant considérés comme éléments de C(K)").

Posons yJ:-u"(gj), ?} = u”(hi).,Les éléments (yj) sont deux a

deux étrangers puisque u'' est un homomorphisme, et l'on a pour chaque i
g P q 9

}‘l E[yl""’ym] H lfi_xln sa .
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D'apres le lemme 2, on peut trouver un opérateur T de L" dans lui-
méme, tel que T(i}) = x;, et

¥ yeL" (1-¢) Hy” S”TYH < (1+¢) HYH ’

ce qui implique, compte tenu du lemme 1, que la suite (T(yj)) a une

l+e
T et x; E[Tyl,...,Tym].

constante d'inconditionnalité <

Pour conclure, il suffit de ramener les éléments Tyi dans L lui-méme,
au moyen du '"principe de réflexivité locale'" de Lindenstrauss et Rosen-
thal [cf. [6], p. 196].

Théoreme : Soient E un espace de Banach, X un sous-espace de dimension

finie de E" et € >0. Il existe un opérateur linéaire S de X dans E, tel que

= Id

SIxnE XNE

et ¥ x €X (1—a)|'x” < llS(x)” < (1+s)||x” .

Si on applique cet énoncé a X-= [Tyl,...,Tym], et E = L, on aura
Sx. = x,, donc x, € [STy,,...,STy_7], et la suite ST(y.,) sera une suite
i i i 1 m i
l+e (2
)
l-¢

d'éléments de L, de constante d'inconditionnalité < ( , ce qui

acheve la démonstration de la proposition 1.

Nous allons voir maintenant une sorte de réciproque de la propo-
sition 1, due a T. Figiel et W.B. Johnson. Pour cela nous utiliserons
la notion d'ultraproduit.

Rappelons brieévement que si (Ei)i est une famille d'espaces de Banach

€1 o
et 1l un ultrafiltre sur I, on définit une semi-norme p sur 1 ((Ei))

par p((x,)) = lim |Ix, || .
i U i

On en déduit une norme p sur le quotient lw((Ei))/p-l(O), et on montre que
ce dernier espace est complet pour E (cf. [1], proposition 1).
Par définition, ce quotient est appelé ultraproduit des espaces (Ei)

et noté TTEi/Ql.-

Si chaque Ei est un treillis normé complet, l'ultraproduit est un treillis

ier’

normé complet pour 1l'ordre défini par :
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il existe des représentants (xi) et (yi) tels que

¥iel xi < yi

Si on a pour chaque i un opérateur linéaire u, de Ei dans Fi tel que
¥ x€E, , o, GOl s mllxil (resp:m lIxll < llu, GOl < mllxll ),

on en déduit de fag¢on naturelle un opérateur linéaire u de TTEi/LL dans

TTFi/IL , tel que
¥ x Huoll < mllxll (resp: mllxll < uGoll < mllxll).

Si on désigne par (Ei)i la famille ordonnée par inclusion des

sous-espaces de dimension fi;ié d'un espace normé E, et si 1J,est un
ultrafiltre tendant vers 1'infini sur I, on définit une isométrie linéaire j
de E dans TTEi/Il_, en prenant pour j(x) la classe d'équivalence de la
famille (xi) définie par

X, ={x si x€E.
i i

O sinon .

Si (Ei)i €1 est une famille quelconque de sous-espaces de E, on dé-

finit une application linéaire n de norme < 1 de 'TTEi/TJ, dans E'" par

¥ EEE! <n(x),§>:lim<xi,§> ,
U

ou (xi) est un représentant de x.

Soient E et F deux espaces de Banach. Nous dirons que E est finiment
représentable au sens large dans F (en abrégé : E f.r.1.F.) s'il existe
une constante A telle que pour tout sous-espace de dimension finie Eo

de E, il existe un sous-espace de dimension finie F0 de F tel que
d(E ,F ) <A
o’ o ,

(Dire que E est finiment représentable dans F signifie que la propriété

précédente est vraie pour tout A>1).
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Les notions d'espace finiment représentable s'exnriment de facgon

agréable eu termes d'ultraproduits

Proposition 2 : Soient E et F deux espaces de Banach. L'ezspace E est

finiment représentable au sens large dans F (resp -’ finiment représentable
dans E) si et seulement si E est isomorphe (resp: isométrique) a un sous-
espace d'un ultraproduit TTFi/LL. d'une famille (Fi)i €5 de sous-espaces
de F.

Démonstration : Nous supposerons E de dimension infinie (l'autre cas est

facile et laissé au lecteur). Supposons E f.r.1.F. Désignons par (Ei)l €T
la famille des sous-espaces de dimension finie de E, ordonnée par inclusion.
Par hypothese, on peut trouver A >1 tel que pour chaque i €I, il existe

un sous-espace de dimension finie Fi de F et un opérateur linéaire u, B F.

tel que

wxer,  dlxlls ol < allxll

Par passage a l'ultraproduit, on obtient un opérateur u :TTEj/lk a‘TTFi/lL
tel que
¥ x, Ixll < llucoll < allxil,

c'est-a-dire que u est un isomorphisme.

En composant u avec l'isométrie j : E a’TTEi/li construite ci-dessus, on
voit bien que E est isomorphe (plus précisément A-isomorphe) a un sous~-
espace de TTFi/lL .

Dans le cas E f.r. F, il faut raffiner un tout petit peu la méthode
précédente. Remarguons que l'on peut trouver une famille ()ui)i €7 de nom-
bres réels, telle que

¥i€lI, )\i>1 et limkizl
u

(Soit (xj)j e

une suite de sous-ensembles infinis, (un) une suite décroissante de reels

une base algébrique de E, J= Jn une partition de J ep

telle que un:>1 pour chaque n, et lim u = 1.

Si j €J, on pose pj = u si J EJn° Si Ei est un sous-espace de dimension
finie de E, on désigne par Ai le sous-ensemble (fini) minimal de J tel que



E, < [(xj) 0 EAi]z On pose enfin

Si E f.r. F, on peut trouver pour chaque i €I un opérateur ui: E, - F

tel que
¥ xX€EE, ,
1
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A, = inf p_ ).
JEA, J

lxll = Ilag ol < 2, sl

d'ou par ultraproduit un opérateur u isométrique.

La réciproque dans la proposition 2 résulte du lemme suivant

Lemme 3 : Si (Fi)i €1

est une famille de sous-espaces de F, IIFi/lk

est finiment représentable dans F.

Démonstration : Soient

(el

n
se++5€ ) une base de

Définissons pour chaque
u,(ed) = eJ.
i i

Si x €X, on peut écrire

X un sous-espace de dimension finie de TTFi/1L

X, (e‘g)i €1 un représentant de eJ, i=1,...,n.

i €I un opérateur linéaire u, de X dans Fi par

X=Y a_.e
J

J

, donc x admet pour représentant (% a.e

Par définition de 1l'ultraproduit :

x|l = 1im || ¢ a.e?” = lim |JJu, )] .
u J J 1 u 1
On.voit donc gque pour tout x €X, ”ui(x)|| il Hxll, mais on vérifi
facilement que la famille des x - ||ui(x)“ est équicontinue, donc
Ilui(x)” iz' ||x“ uniformément sur la boule unité de X.

Autrement dit si € >0 est donné, on a pour i €I "assez grand"

¥ x€EX ,

ce qui montre que d(X,ui

1

(X)) < T

(1-e)||xH < ||ui(x)” < (1+8)‘|X” ’

+€
e

, et démontre le lemme.

Nous pouvons maintenant obtenir

’

J
iier

e
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Theoreme 1 - (Figiel-'ohnson) : goit E un espace de Banach muni d'une
structure locale incouditionnelle. Il existe un treillis normé complet L,
finiment repreéseniable au sens large dans E, et deux opérateurs linéaires
continus w : E -~ L, v ¢ L - E", tels que vou soit 1'injection canonique
de E dans E'. En particulier, le bidual E" s'ident:fie a un sous-espace

compléementé de 1.

la famille des scus-espaces de dimension

Démonstration : Scit (E.), _
171 €7

finie de E, ordonnée par inclusion-.

Par hypothese, il existe A tel que pour chaque i €I on puisse trouver

une suite (y;) de constante d'inconditionnalite < A, telle que

l1<n<N,
i

E. cF, = [{y) ; izgnsN,] .
1 1 1

Désigrons par ?i l'espace Fi munj de la nouvelle norme
[

T a v = sup I. z en an yi” .
n e n

Si on désigne par w, l'opérateur identique de Fi dans Fi’ on voit que

¥ xeF, =l < ]wi(x)| s A x|l

Par ailleurs, la suite (y;) a une constante d'inconditionnalité
égale a 1 dans F}, ce qui permet de munir F& d'une structure de treillis

en posant

i . i .
( § a yn) < i bnyn) ® (¥ n, an.Sbn)

En passant a l'ultraproduit, on obtient un treillis normé complet
L = TT?}/lL et un opérateur linéaire w de TTFi/ZL dans L tel que

¥x€‘ﬂTVQk ”ﬂ!; Hwix) || < l”ﬂ%

J
Désignons par 34 1'cpérateur : E —» JiEi/ZA —> TIF. /U, ou j est

2
.

1'opérateur défini précédemment et ou la devxieéme fléche correspond a
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l'ultraprodu:t des ::jections Ei -~ Fi' Pour finir, puisque (Fi) est une
famille de sous-espa~vs de F, on peut définir un opérateu. -~ . TT%i/1J,~ E"

comme il a étr dit précédemment, et on vérifie immédiatemeur que x ojl
est l'injection canonique de E dans E".
Alors, la décomposition

J. -1
*>TIF, /U—>L ~— TIF /U —5E"

E

fournit le résultat voulu, puisque L, étant isomorphe a TTFi/LL, et (TTFi/LL)
f.r. E d'apres le lemme 3,est finiment représentable au sens large dans E.
Par ailleurs, en transposant deux fois, on obtient

1 ot
EH u \; LH v > EH”

ou v'o u" est 1'injection de E" dans E'"', et on sait qu'il existe une pro-
jection n de E"" gur E"n.
On obtient

Bn Sy g I2V s g

ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Remarque 1 : L'énoncé du théoréme 1 se simplifie lorsque E est réflexif.
C'est en particulier le cas lorsque E est B-convexe (cf. exposé VII)

W. Johnson a en effet montré [5] qu'un espace B-convexe muni d'une s.l.i.
est supepréflexif.

Dans ce cas, E s'identifie a un sous-espace complémenié d'un treillis L,

lui-méme super-réflexif.

Dans la deuxieme partie de cet exposé, nous allons examiner les
relations entre les notions de type < q ou = p définies par Krivine dans les
treillis normés (exposés XXII-XXIII), et les notions de type p-Rademacher

ou de cotype gq-Rademacher, introduites dans 1'exposé 1II.

Si x €EE"", n(x) désigne la restriction de la forme linéaire x sur E'' au

sous-espace E' de E'",
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Soieunt L un treillis, v un opérateur linéaire de L dans un espace
quasi-normé F et q un nombre réel.
Selon Krivine, v est dit de type < q s'il existe une constante C telle
que : 1 1
9449 q,q
¥ (xppenxp) el (vl e e Ix D .

On peut aussi introduire des '"types mixtes'". Si p,q sont tels que
1<p<q<», nous dirons que v est de type < (p,q) s'il existe une constante C
telle que

1 1
9,49 PyP
¥ (x;,...,x ) EL (2||v(x]9|| Y < cll(s |xi|) ||L,

et nous noterons Kp q(v) la plus petite constante C telle que la pro-
b

priété précédente soit réalisée.

Par ailleurs, si E et F sont deux espaces quasi-normés, v un opé-
rateur linéaire de E dans F et q un nombre réel, nous dirons que v est
de cotype g-Rademacher s'il existe une constante C telle que :
1

¥ (x,.00,X ) €E (lev(xi)”q)q sc [ llzx, ei(t)ll at

(ou (ei(t)) désigne la suite des variables de Rademacher sur [0,1]).

Proposition 3 :Soient L un treillis normé complet, F un espace quasi-

normé, v un opérateur linéaire continu de L dans F, q un nombre réel,
et C une constante.
Les conditions suivantes sont équivalentes

a) Pour tout opérateur linéaire positif u d'un espace C(K) dans L,

1'opérateur vou est (p,Q-sommant (cf. exposé X), avec

n (vou) = C||u“ .
Psq

’

b) Pour tout homomorphisme fort u d'un espace C(K) dans L,

P (vou) < Cllu” .
Psq

c) K (v) € ¢C

’



XXIV.XXV.11

Démonstratin : a) = b) est trivial. Montrons que bh) = ¢).
Soient (xl,.,.,xn) €L, et posons a = (% |xi|p)1/p_
Supposons ||aH = 1 pour simplifier. Considérons l'espace Ia o c(x),

’

(cf. démonstration de la proposition 1), et soit u l'application natu-

relle de Ia L dans L : c’'est un homomorphisme fort de norme 5 1.
) -

Si on désigne par (yi) l1'élément L considéré comme élément de C(K) = Ia

1/p ad
on aura (% |yi|p) = 1, fonction constante sur K.
Par ailleurs, on a par convexité, puisque p=1
1 1
sup (v |<:yi,§> |PyP - sup (¥ |yi(t)|p)p =1,
el < 1 tEK
donc, d'apres b)
1 1
i 94,9 _ q4,49
(2||v(xi)" )1 = (2||vo u(yi)” ) < np’q(Vo u) £ C ,
ce qui prouve que b) = c).
Pour montrer que c) = a), il suffit de remarquer (cf. exposés XXII-XXIII)
que l'on a pour un opérateur positif u et pour p21
1 1
(z luDIHP < uw (2 1y, PP,
donc : 1 1 1
2 livouty I < ¢ 11 Tatrp PP, < cllull 1 @ 1y, D2l 5 g
1
= C“u” . sup (Z|<yi:§>'p)p,

lelt <1

ce qui acheve la démonstration.

Corollaire : a) Soient 1 et q tels que 1 <P, <4

Si un opérateur v : L - F est de type < (po,q), il est aussi de type

< (p,q) pour tout p tedl que 1<p<q.

b) Si v : L - F est de type < (p,q), il est aussi de type

< r pour tout r tel que g<r.
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Démonstration . ¢ est une conséquence immédiate de la propousition pré-

cédente et des résultats sur les opérateurs (p,q)-sommants issus d'un

espace C(K), démontrés dans 1'exposé 12, proposition 3

'ITP q(C(K),F) =TTp,q(C(K),F), etT(p’q(C(K),F) cTTr(c(K),F).

0’

Le corollaire précédent ramene 1'étude des ""types mixtes'" aux types
< (1,q), qui sont a priori l'hypothese la plus faible, et aux opérateurs
(1,q)-sommants issus d'un espace C(K), d'aprés la proposition 3.

A cet effet, le lemme suivant sera important

Lemme 4 : Soient n un entier et K un espace topologique compact.
Désignons par A l'ensemble des éléments de 3(1:,C(K)) qui sont de la forme
u(ei) = 8> ou (ei) désigne la base de 1: et (gi) une suite de fonctions
de norme < 1, a supports deux a deux disjoints.

L'enveloppe convexe de A est dense dans la boule unité de £(1:,C(K)).

Démonstration : On peut identifier £(1:,C(K)) a 1i ® C(K).

€

L'enveloppe convexe de A est dense dans la boule unité si et seulement si

on a pour tout élément & du dual, i.e. 561: ® M(K) :

n
el = sup < x, &> .
x€A
L'élément € s'identifie a une suite (p,,...,p ) de mesures de Radon
1 i
sur K, et on voit facilement que la norme dans 1n ® M(K) est donnée par
n
el = 1 gl V ligl Voo VI L
M(K)
On peut trouver des boréliens Si’""’Sn’ Tl""’Tn’ tels que Si N Tizzﬂ
et que Si porte p; , et Ti porte p; . On peut ensuite trouver des boré-
liens Al""’An’Bl"“"Bn deux a deux disjoints tels que Ai c Si’ Bi c li

et tels que l'on ait en posant pi = Xy p; , “2 = Xg My
i .

e VIl Voo VIe | = s ut v 5 opy
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Par la oropraiite de régularité intérieure des mesures de Radon,
on peut trouver des .mpacts L,,eoyl o M, .. ,M , avec L. C S., M, CT,,
1 n 1 n 1 i 1 1
et des compas-ts deux a deux disjoints Hl,,,.,Hr, Kl,..
f]

”

Xy Hi ¥4
1

.,K , avec H. © A,
n i 1

Ki c Bi’ tels que !’'on ait en pousant v

] Ve
i XKi pi

= M, - Y, wllovoz g - X wlio< e

(*)

z ”Vi - p;“ R T IR ST | -

On peut maintenant trouver (en supposant pour simplifier que tous
les compacts introduits soient non vides) des fonctions continues
(?1""’?n’wl"‘"’wn)’ a supports deux a deux disjoints, O:S¢i, wi <1,
et telles que ¢; = 1 sur Hi’ ¢ 0 sur M1’ wi = 1 sur Ki’ Wi = 0 sur Li
pour chaque indice i=1,..-,n.

(I1 résulte des hypotheses que pour ifi, ¢, =0 et y, = 0 sur l-l‘_j U an)

Posons maintenant fi 2 ¢i, et considérons 1'élément x::(fiyu,fn) €A,

Nous aurons

<x, & >

I
™

< fj, By >

= 2<cpi,p;>+<\1/i,p; > - ¥ (<goi,p;>+<\|/i,p;>)

2 D <9y p;1>-+ T < wi,p: > - ¢ d'apres (%)

v
™M

< @, D P R L
Pi° % Ty “

s lstll s liwgll - e

\%

e ny o« = wyli- 2e (d'apres ()
= gl - 26,

ce qui démontre le lemme.
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Corollaire : Soient K un espace topologique compact - ' q=1. Pour qu'un
opérateur linéaire u de C(K) dans un espace normé F sci: (1,q)-sommant,
avec zl’q(u) < C, il faut et il suffit que 1'on ait pour toute suite
(yl,..n,@n) de fonctions a supports deux a deux disjoints, et telles
que ||@i“ <1

1

n —
(g llvieplI™Ht < ¢
i=1

Démonstration immédiate par des arguments de densité et de convexité
(convexité de la norme de 14(F) : a priori cela ne marche pas si F est

quasi-normé) .

Lemme 5 : Il existe une constante B telle que l'on ait pour tout treillis
normé L, en désignant par (el(t),...,en(t),...) la suite des variables de
Rademacher
1
2,2
¥ (xg,oox ) €L |l @ Ix 1D <B [z x, e (0] at

Les deux membres sont des fonctions positivement homogenes continues
sur R". D'apres les propriétés de l'interprétation des fonctions homogenes
dans un treillis, (exposés XXII-XXIII), on aura pour tout treillis normé L :

1
¥ X,,...,x_ €L (£ |x.1%2% <8 i s x. e. ()| at
1! b n i i i ’

d'ou : 1
| (z Ixilz)zu s Bl [lox, e 0] atll <8 [l Iz x, ei(t)lll dat

=B | 15> x, ei(t)” dt

Théoreme 2 : Soient L un treillis normé, q>2 et v un opérateur linéaire
de L dans un espace normé F. Les conditions suivantes sont équivalentes
a) L'opérateur v est (1,q)-sommant.
b) L'opérateur v est de type < (p,q) pour tout p € [1,q[.
c¢) L'opérateur v est de cotype g-Rademacher.
d) Il existe une constante C telle que l'on ait pour toute suite

(xi,,,.,xn) d'éléments deux a deux étrangers dans L :
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1
(s ‘\V(xl)nq)q < ¢ lls xi“ .

Démonstraticn : Montrons d'abord que a) = b). D'apres le corollaire de

la propositien 3, il suffit de montrer que v est de type < (1,q), ce qui

est ¢vident par la propoesition 3.

Pour montrer b) = ¢), nous pouvens supposer que p= 2. Il existe donc

une constante C telle que

1 1
¥ X000, X €L (ellvaplITH? < ¢ Il = lxi|2)2\|L
< B.C [ llzx, e ()] at

d'apres le lemme 5, ce qui démontre que v est de cotype g-Rademacher.

L'implication ¢) = d) est évidente, puisque 1l'on a pour une suite

(x ,..,,xn) d'éléments deux a deux étrangers

1

¥ £, = 1 ||2 e xi” = |ls xi” (lemme 1),
donc
[ s X ei(t)|l¢= s xi” .

Nous montrerons maintenant que d) = b), c'est-a-dire en fait que nous
allons montrer que v est de type < (1,q).
D'apres la propesition 3, nous devons montrer que pour tout homomorphisme
fort u : C(K) - L, 1'opérateur vo u est (1,q)-sommant.
D'aprés le corollaire du lemme 4, il suffit de considérer des éléments
(Wl”"’wn) € C{K) a supports disjoints, et “?i” < 1 pour chaque i.
Puisque u est un homomorphisme, ies éléments X, = u(Qi) sont deux a deux
etrangers dans L, et nous pouvons écrire

1 1
(£llveute 1% = (2llvG I < cllz x, 1 = clluillle ¢l < cllull .

Pour finir ¢) = a) est évident, puisque 1'on a dans tout espace de

Banach

]

sup zl <x,,§:>!.

i%Z X € (t‘H dt s sup {!!Z e;x.” s £ = jl} =
FlEe e ® : HIPTEN

1 1
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Corollaire : Soient L un treillis normé et q>2. Les conditions suivantes

sont équivalentes:

a) I'identite de L est (i,q)-sommante.
b) L est de type < (2,q)-
¢) L est de cotype g-Rademacher.
d) Il existe une constante C telle que 1'on ait pour toute suite
(xl"’°’xn) d'éléments deux a deux étrangers dans L
1

(= llx, i s cllz x|

Remarque 2 : On voit que pour g >2, les opérateurs (1,q)-sommants partant
d'un treillis quelconque vérifient le corollaire du lemme 4.

Par contre le corollaire (et a fortiori le théoreme 2) est faux pour q = 2.
G. Pisier a remarqué que l'espace de Lorentz L2’p , 1<p<2, (cf. exposé
11, p.3) vérifie le d) du corollaire, avec q= 2, mais que l'identité de
cet espace n'est pas (1,2)-sommante.

Cependant nous ne connaissons pas de contre exemple pour 1l'équivalence

de a) et c¢) lorsque q= 2.

Remarquons aussi que pour q > 2, l'espace Lq,p, 1 <p<q, est de cotype

q-Rademacher, car on vérifie facilement la propriété d) dans cet espace.

Pour g -2, on a le résultat suivant (démontré dans [3] pour des espaces

munis de s.l.i, donc en particulier pour les treillis normés).

Théoreme 3 : Soit L un treillis normé. Les conditions suivantes sont

équivalentes

a) L est de cotype 2-Rademacher.
b) L est de type < 2.

¢) Tout opérateur linéaire d'un espace C(K) dans L est 2-sommant.

Démonstration : On voit que b) = a) comme on a vu que b) = c) dans le

théoreme 2. Si L est de cotype 2-Rademacher, on sait que pour tout espace
normé F, on a ‘TTE(L,F) = lﬁi(L,F), ([7], exposé XXII, théoreme 2).
On en déduit c¢) par un argument d'adjonction d'idéaux d'opérateurs.

Enfin ¢) = b) d'apres la proposition 3.
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Nous attuors voir maintenant les liens entre les notions de type
p-Rademavher. ¢t de iyve = p dans un treillis.

Plus precyrs “ment, nous dirons qu'un opérateur linéaire v d'un espace

normé F dan- un ireillis L est de type = (q,p), 1<p<q<o, s'il existe
une constante { telle que
1 1
. 9,9 P,P
* X, x €E Il (s |x. 1% ”L s ¢ (zllx P

On généralise assez facilement les résultats de dualité démontrés
dans 1'exposé XXIT-XXIII : 1l'opérateur v est de type = (q,p) si et seu-
lement si son transposé v' est de type < (q',p') de L' dans E', avec
1/q+1/q' = 1/p + 1/p' = 1. Il en résulte encore que toutes les notions

de type = (q,p) cof¥ncident lorsque q>p (corollaire de la proposition 3).

Nous adopterons la terminologie suivante : nous dirons qu'un opéra-
teur linéaire v d'un treillis L dans un espace quasi-normé F est de type
fini s'il existe q< « tel que v soit de type < q. Nous dirons que L est

de type fini si son identité est de type fini. On a alors immédiatement

Lemme 6 : Soit v un opérateur linéaire de type fini d'un treillis normé L
dans un espace quasi-normé F. Il existe une constante C telle que 1l'on

ait pour toute suite (x,,...,x ) d'éléments de L :
1 n

1
[ llsvep e,llat s e Ix 1520
Démonstration : D'apres les inégalités de Khintchine, il existe pour
tout q fini une constante Cq telle que
1 1
q q 2,2
¥ X ,000,%x € R (I |z x4 ei(t)l dat)* < Cq (z |xi| )< .

Cette inégalité entre fonctions positivement homogenes reste vraie
pour des éléments d'un treillis normé. Si 1l'opérateur v est de type < q,
on peut écrire : 1

Flleva) el at < ([ s vix) e (0) || at)®

1

1
q a 2,2
s c Il (flexg et andll < c.c Il x5
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(La constante ( ¢étant la constante Kq(v) de type s q de 1'opérateur v ;
on a utilisé 1'inégalité du type < q étendue aux intégrc-les , cf. exposés
XXII-XXIII, lemme 1).

Le résultat qui suit est a rapprocher du théoréme 2, mais 1'analogie

n'est pas parfaite

Proposition 4 : Soient E et F deux espaces quasi-normés, L un treillis

normé, u un opérateur de type = (2,p) de E dans L (1 <p <2) et v un opé-
rateur linéaire de type fini de L dans F. L'opérateur vou est de type

p-Rademacher (cf. exposé III).

La démonstration est triviale, compte tenu du lemme 6

1 1
[ llveu (xp e (0l at sc |l (s Iu(xi)|2)2”Ls c K(?"p)(u)(zllxillp)p.

Signalons dans le méme ordre d'idées, le résultat suivant

Proposition 5 : Soient E un espace normé dont le dual est de cotype 2-

Rademacher, F un espace normé de cotype 2-Rademacher.
Si un opérateur linéaire de E dans F se factorise par un treillis norme,

il peut aussi se factoriser par un espace de Hilbert.

Démonstration : Soient L un treillis normé, et u : E - L, v : L - F deux

opérateurs linéaires.

Nous devons montrer que ve u se factorise par un espace de Hilbert.
Tout d'abord v est de type < 2. En effet, puisque F est de cotype 2-
Rademacher, tout opéraeur C(K) - L Y F est 2-sommant (cf. démonstration
du théoreme 3), donc v est de type < 2 d'apres la proposition 3 ; par
le méme argument le transposé u' de u est de type < 2 de L' dans E',
donc par dualité (exposés XXII-XXIII, théoremes 5 et 6) u est de type

> 2. Il suffit alors d'appliquer le théoreme 2 des exposés XXII-XXIII.

Remarque 3 : On peut se demander si la proposition 5 reste vraie sans
supposer a priori que l'opérateur de E dans F se factorise par un treillis

norme .
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N . ’ . ’\ A
On peut penser a l'exemple intéressant ou E = H ® H (<2 g(H,H)) et F=H ® H ,
€ %

H étant un espace de Hilbert. Un autre cas tres particulier de ce probleme
est le suivant : si E et son dual E' sont de cotype 2-Rademacher, sont-

ils isomorphes a des espaces de Hilbert 9

Nous allons maintenant étudier un probléme analogue a celui de
1'exposé VII, mais en nous intéressant principalement aux treillis
le probleme est de savoir si un treillis normé contient ou non des sous-
espaces de dimension n ''proches' de 1:, pour tout entier n.
La méthode d'étude emprunte des idées dues a Pisier et développées dans

1'exposé VII.

Soit L un treillis normé. Pour tout entier n>1 désignons par a
la plus petite constante a telle que pour tout n-uple (xl,...,xn) a'é-

léments de L, deux a deux étrangers, on ait

n
inf ||xi” < a || z Xi||-
1<i<n i=1

n
On voit que : Osansl pour tout n (car Ile < | bX xi|).
i=1

A
o
o

Lemme 7 : a .
—_— nm n m

Démonstration : Soit {(xi J.) ; 1€i<n , 1<j<m} un nm-uple d'éléments
b

deux a deux étrangers. Pour i fixé, on a

m
i . < .o
e s e 1T
m
Les Y; = 5 x. . forment un n-uple d'éléments deux a deux étrangers,
=t b
et on peut écrire
: I
llzf ”yi” < an Hifl yi” = an ”i?j xi,j ’
d'ou finalement
int llx, < s e s x

i,J
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Proposition 6 * Si I est un treillis normé, on a l'alternative suivante

a) ou bien pour tout entier n et pour tout £€>0, il existe n éléments

XypeeosX s deux a deux étrangers, tels que ilxin =1
n
1
et || z x.” <1l+¢
. i
i=1
(L'espace engendré par (xl,...,xn) est alors (i+e)-isomorphe a 1: ).

b) ou bien il existe un nombre réel q< =« tel que l1'identité de L

soit (1,q)-sommante.

Démonstration : La fonction n - a étant sous-multiplicative, deux cas

seulement sont possibles:

a) ou bien pour tout n, a = 1. Dans ce cas, par définition de a , on
peut trouver n éléments (x ,...,xn), deux a deux étrangers, tels que
Il 21, et llzxlls1+e

i x,

I, I

(on peut se ramener a leiH = 1 puisque ||z Il < lls xi” ).

Si (al,...,an) est une suite de nombres réels, on aura

n
e O A I B R N I N LR

- Nz ay x < Hsup Tagl s Ix 1] = sup lag ] lls x, )l < (teedsup s, |

b) ou bien il existe a >0 et une constante C tels que 1l'on ait pour
tout n, a < C n*%. (Cela résulte immédiatement de la sous-multiplica-

tivité, s'il existe un n tel que a < 1) .
o

Choisissons un nombre réel q >2 tel que qa>1.
Pour montrer que l'identité de L est (i,q)-sommante, il suffit d'apres

le théoreme 2 de considérer une suite (x ..,xn) d'éléments deux a

17°

deux étrangers. Supposons que les éléments X S X soient rangés de

17
fagon que ||xj+1” < ||xjH .
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On pourra écrire pour chaque entier j=1,...,n
. i J -a n
s Al = ing dix lca, Iz x|l sci™ g x|.
J 1<i<j oo ! i-1 *
D'ou : 1 1 1
n = n cqa. n ® _aan D
(z Ix % < cx 7Y |l z x|l sc(s 7% = x|,
j=1 J j=1 i=1 j=1 i=1

ce qui acheve la démonstration de la proposition.

En combinant la proposition précédente avec le théoreme 2, on obtient
un certain nombre de conditions équivalentes que nous allons récapituler

dans un théoreme

Théoréme 4 : Soit L un treillis normé. Les conditions suivantes sont
équivalentes

a) c, n'est pas finiment représentable au sens large dans L.
a bis) <, n'est pas finiment représentable dans L.

a ter) Il existe € >0 et un entier n tels que 1l'on ait pour tout

n-uple (x,,...,x ) d'éléments deux a deux étrangers :
1 n

n
Il & x.Il =2 (1+¢) infllx.” .
. i i
i=1
b) Il existe un nombre réel q< « tel que l'identité de L soit (1,q)-
sommante.
c¢) Il existe un nombre réel r< « tel que tout opérateur linéaire d'un
espace C(K) dans L soit r-sommant.
d) L est de type fini.

e) Il existe un nombre réel q< = tel que L soit de cotype gq-Rademacher.

Démonstration : e) = a) = a bis) = a ter) est évident.

D'autre part a ter) = b) d'apres la proposition 6, c) = d) d'apres la
proposition 3 et d) = e) d'apres le théoreme 2. Pour finir, si l'identité
de L est (1,q)~-sommante, tout opérateur de C(K) dans L est (1,q)-sommant,
donc r-sommant pour r>q d'apres 1'exposé XII, proposition 3, ce qui

démontre que b) = c).



XXIV.XXV.22

Remarque 4 : L'équivalence de a), a bis), b), c) et e) est vraie dans
tout espace de Banach (cf. [8]). Ce résultat est 1'analogue du théoréme 2

de 1'exposé VII.

Corollaire 1 : Un treillis normé L est de type fini si et seulement si

il existe une constante C telle que l'on ait pour toute suite (x

d'éléments de L :

vre 9 X
1’ b n)

1 1

2.2 o 2
e I D% <) liox, e jollar <c Iz Ix, 1521
Démonstration : L'inégalité de gauche est toujours vraie (lemme 5).

Si L est de type fini, 1'inégalité de droite est vérifiée d'aprés le lem-

me 6. Inversement, si L n'est pas de type fini, on peut trouver pour tout

entier n des éléments (x,,...,x ) deux a deux étrangers, avec ||x.” = 1,
1 ont i
n
et ll PN xi” < 2. Considérons le "systeme de Rademacher" (yl"°°’yn)
i=1
associé aux (xi) (cf. exposé XIX, proposition 3) c'est-a-dire
2" .
y. = ¥ sign sin —Ei—) X,
J i=1 2M-d/ 1
On voit que 1 o
2,2
s 1y, 0% =< /o llz x|l <20,
. J L i
3:1 i=1
alors que pour toute suite (51,...,en) de nombres égaux a *1, il existe

. .. . n
au moins un indice i entre 1 et 2 tel que

n
ijl ej yj 2 n |xi|

(C'est 1'indice i tel que ey = &y sign sin(

ﬂl.) pour j=1,...,n).
2

n=j

Par conséquent

n
F s y. e ®llat = n,
v j=1 J J

ce qui acheve la démonstration.
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Corollaire 2 . Soient L un treillis normé et p€ 71,2 . Le treillis L
est de type p-Rademacher si et seulement si il est de ivpe fini et de
type = (2,p}.

Démonstration : Si L est de type fini, le corollaire 1 implique 1'équi-

valence des types p-Rademacher et > (2,p).
Inversement si L n'est pas de type fini, cn a c, f.r. L, donc 11 f.r. L

et L ne peut pas étre de type p-Rademacher pour p>1.

Corollaire 3 : Soit L un treillis normé de type fini. Le treillis L est

de type p-Rademacher si et seulement si le treillis dual L' est de cotype

p'-Rademacher (i/p + 1/p'=1).

Démonstration : Pour tout espace de Banach, E' est de cotype p'-Rademacher

des que E est de type p-Rademacher. Nous avons seulement a voir la réci-
proque : si L' est de cotype p'-Rademacher, il est de type fini d'apres
le théoreme 4 (nous excluons le cas trivial p=1), donc de type < (2,p')
en utilisant le corollaire 1. Par dualité L' est de type = (2,p), donc

aussi L par restriction, et on conclut au moyen du corollaire 2.
Nous allons maintenant voir comment certains des résultats démontrés
pour les treillis restent valables pour les espaces de Banach munis de

structures locales inconditionnelles.

Théoreme 2 bis : Soient E un cspace de Banach muni d'une s.l.i, v un

opérateur linéaire de E dans un espace normé G et q > 2. Les conditions
suivantes sont équivalentes
a) v est (1,q)-sommant.

b) v est de cotype gq-Rademacher.

Démonstration : Lorsque E est réflexif c'est évident puisque 1l'on peut

factoriser 1'identité de E sous la forme E -~ L - E, ou L est un treillis
normé (théoreme 1). Il suffit donc d'appliquer le théoreme 2 a l'opérateur
L - E % F. Dans tous les cas, le bitransposé v'" est (1,q)-sommant de E"
dans F" (cf. [10]) et on utilise la factorisation E - L - E" de 1'injec-

tion canonique E - E'" (théoreme 1).
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Corollaire bis : Soicent E un espace de Banach muni d'une s.l.i, et q> 2.

L'identité de E est (1,q)-sommante si et seulement si E est de cotype
g-Rademacher.
Les énoncés qui suivent s'obtiennent sensiblement par la méme technique.

Nous laissons les démonstrations au lecteur.

Théoreme 3 bis [3] : Soit E un espace de Banach muni d'une s.l.i. Les

conditions suivantes sont équivalentes

a) Hz(co,E) = £le_,E)
b) E est de cotype 2-Rademacher.

Corollaire 3 bis du théoreme 4 : Soit E un espace de Banach muni d'une

s.1.i, et tel que c, ne soit pas finiment représentable dans E.
IL.'espace E est de type p-Rademacher si et seulement si son dual E' est

de cotype p'-Rademacher (1/p + 1/p' = 1).

Pour finir nous indiquerons quelques résultats négatifs qui
montrent que les espaces munis de s.l.i sont une classe tres particuliere
d'espaces. Gordon et Lewis ont montré [4] que pour p£2, 1<psw, l'es-
pace Sp(H) n'a pas de s.l.i (S_(H) désigne le sous-espace de f(H,H) formé

p -)e)p/z

des opérateurs u tels que Tr (uu < », H étant un espace de Hilbert).

A A
Ils ont montré également que les espaces 1 ®1 oul , ®1 , n'ont pas
S |
de s.1.i pour 1< p,q <,
Plus récemment A. Pelczynski a montré [9] que 1'algebre A des fonctions
holomorphes dans le disque { |z|< 1} du plan complexe, et continues

peur Iz! = 1, n'a pas de s.l.i.

*,, %
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