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XVIII.1

Nous allons donner d'autres propriétés des suites E.S.A.
Observons d'abord que si G est un espace de Banach muni d'une norme,
notée | . ! , et si (en) est une suite de vecteurs unitaires, engendrant G
et aya;t la propriété E.S.A. relativement a la norme ! ] !, les formes li-

néaires S ¢(a) - ¥ a, ; a€S, sont continues.
i2k

En effet, on a Ifk (v a

> ei)lé ! ? a, ei[ si la norme ! . ! est mono-
1

i

tone et 1'on a vu qu'il existe toujours une norme monotone et E.S.A.,

équivalente a la norme initiale | . | . Remarquons aussi que si 1l'on pose
% . .
pour tout entier k> O, e = fk— fk+1’ on a
* )
< e ej > = kj

pour tout couple d'entiers (k,j).

3* #*
La suite (en), dans le dual G de G, est alors la suite 'duale" de (en).

Proposition 7 : La suite (fn) est une base E.S.A. pour le sous-espace

n=2

*
de G engendré par ces vecteurs. Si (en) est aussi monotone, alors la suite
(fn)n 54 ©st E.S.A..

Commeng¢ons par montrer que la suite eﬂ = e avec e, = 0, est

-e
n n-1’
une base de G. Tout x €G, appartenant a ¢(S), peut s'écrire

(<]
x= ¥ f (x)e',
k-1 K

ou la somme ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls.

m
Posons, pour tout entier m=>1, Um(x) = X fk(x) e' , et prouvons que
k=1

la suite des normes l Um(x) | est croissante en m.



XVIII.2

On a

(x)e . | > | a e, .+(a +f (x)5e

U {x) = a.e +.+a e +f )
! ! mm wm+l m+l . . 171 m m+1 "

m+1 171

S1 X = ? a, e, € 9(8).

En effet, f (x) = a + f (x).
m m m+1
Selon un théoréme de M. Day [7], cela suffit pour montrer que (eé)
est une base de G.
n

Soit maintenant ¢ = &£ bnfi un élément de [f_ ; nz27, en
i=2 ! n
désignant par ce dernier symbole le sous-espace fermé de G engendré par
les fn , n22. Posons 7 = @ + bk+1(fk- fk+1)’ k étant un entier compris

entre 2 et n-1. La norme de 7, dans G¥ est égale a
n
| T | % = Sup < 7, T aiei > = T a.bi, avec a €8S, | T a.e! =1 .

Les résultats précédents concernant la suite (eé) montrent que 1l'on

peut supposer a, = 0, pour k>n. Par compacité le supremum est atteint

et il existe un vecteur x = .;1 aiei , ! X ! = 1, tel que l T !* < T,X .
i=
Posons a . =Y La relation ! X ! = 1 peut s'écrire
(1) 1 = !".ak(ek—ek_1)4»Y (ek+1—ek)4—ak+2(ek+2—ek+1) + oes !
= betay gmape g (e (-ay ey e |
d'ou 1'on déduit que
(2) ! .. (a -a e, +0.e + (a ) ! ; i

k-1 k k™ %ke2'Ckert
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Ainsi, en prenant Y = a dans (1), on ne peut que diminuer | X I, tandis

que < 7,x > n'est pas modifié. Donc 1'inégalité dans (2) est une égalité

et 1'on peut prendre Y::ak dans 1'expression de x.

I1 en résulte que | T |* < | ) l*. Cette derniere relation entraine la

propriété cherchée pour (fn)n2:2'

Pour achever la démonstration, observons que ce qui sert essentielle-

ment dans 1'argument précédent c'est la présence des termes consécutifs

(ak-Y)ek + (v-a e

k+2" "k+1°

Lorsque 1'on considere la suite entiere (fn) il se peut que (Y—az)e

n>1’ 1
soit le seul terme qui intervienne dans 1'expression a minorer et, si l'on

suppose (en) monotone, le résultat reste vrai.

Proposition 8 : Supposons que (en) soit une suite E.S.A. monotone
*
engendrant G, et que c, ne soit pas contenu dans G . Alors (fn) est une
3*
base E.S.A. et "boundedly complete" de G .

En outre (en) est une base '"l-shrinking" de G.

+#
On sait que (fn) est '"boundedly completd' si G ne contient pas c .
I1 en résulte que (eé) a la propriété de "shrinking".

#
Ceci entraine que [fn;r121] = G . On en déduit que

¥* +*
(£,,8,-8,,8,-F4,...) = (£ ,e,e5,...),

* * ¥* \
est une base de G . Ainsi [en] est de codimensionl das G , c'est-a-dire que

(en) est "l-shrinking".

Théoréme 7 : Supposons que G ne contienne ni C,» ni un sous-espace complé-
’ 3 . 1 3 ’ 3 . 3

mente isomorphe a 1~ . Alors G est quasi-reflexif. En outre, il existe sur G

une norme E.S.A., équivalente a la norme initiale, qui rend G isométrique-

ment isomorphe a son bidual.

. *
L'hypothese faite entraine que G ne contienne pas c,: Les proposi-

tions précédentes montrent alors que (en) est une base de G ayant les
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propriétés "boundedly complete'" et "l-shrinking'. Ceci prouve que G est
quasi-réflexif (voir [6]). Il reste a prouver la derniere assertion du

théoreme.

. o 3 .,
Introduisons les elements g, de G , reliées aux fn comme les fn

1'étaient aux (en) ; c'est~a-dire que l'on a

< g, L b f > = ¥ b, , pour bes .

On va supposer dans ce qui va suivre que la norme | . |* est
monotcne sur les (fn), ce qui revient a remplacer éventuellement la norme
initiale | . | par une norme E.S.A., équivalente.

°

Observons aussi que
< fj,en > =1 (resp. 0), si j<n (resp. j>n) ,

< g1—gn+1,fj > =1 (resp. 0), si j<n (resp. j>n).

3
Soit alors Q l'application canonique d'immersion de G dans G .
On a Q(en) = 81781 Nous nous proposons d'établir que l'application
linéaire R : G - G*™ , déefinie par R(en) = g,» pour tout entier n, est

1'isométrie cherchée.

n

n
P 2
Soit x = & X.g, » un élément de G , pour lequel I x, = 0.
i=1 i=1
On a
4 n
(3) | x law = 2 xyy;
i=1
n
pour un y= % yk(fk—fk_l), avec | y I* = 1.
k=1 . .
On peut e limiter au cas ox y, = O pour k>n, parce que la suite (f -f )
k . n n-in21

f - O, est monotone a droite par la propriété E.S.A..

¢ - . L. . - - N - ] e

On peut aussi écrire y..(y1 ;3(2)1"1+..‘+(yn__1 yn)fn_1+ynfn, et 1'on applique
la propriété F.S.A. a (fn)).

’
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On a
. s #* ( ye* . ( yeXio y # .
Y - v .~ ¥ = - - o -y
YoVt m Ve Yn€n-1 Y1 ¥ €+ =Ygl Y1V ®ho1 * Yty 0

et il est farile de verifier l'égalité des normes

| y I = I (y,-y )e* + (y,-y )e*+ 4+ (y, -y )e* +y e* | .
. % . Y1 Y2771 173 72" 1 Jn” "n-1 1"n .%

Si 1'on ajoute une méme constante aux coordonnées Yi» la quantité T x,y; ne
i

change pas et, par monotonie, on peut supposer que y1=:0, lorsque (3) est

réalisée. Finalement

* 3
I X !** T XY, +t Xg¥otedX ¥y avec ! Y€ teety € 4 !* =1,
Mais on a aussi
n n n % | n
¥y X.y. =< T X.e,, T y.e. > < ¥ x.e, .
jog 171 jog 1 i7 T, 01 s oo i
n
On vient de prouver que si ¥ x., = 0, alors on a
i=1 *
n n
| ,2 Xi8i lax = | .2 *i€ 1
1=1 i=1
n n
Partons maintenant de u= ¥ x.,e, avec Y x. = 0.
. il . i
i=1 i=1
On a_ toujours pour les mémes raisons
n n %
| ul - Z X;¥jpour uny=2Z Yy;e; , avec l y le=1t-
i=1 i=1
Mais | y | = i y e%+u.+y e* +y |: I y, £ +y,-y,)f +oet(y -y )f l
. L H# V171 n-1"n-1“nmn . . 71717271772 n “n-1""n .’
n

et, si 1'on ajoute un méme nombre aux Y la somme T X,y, ne change pas
i=1
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et, par monotonie de | . |*, on peut supposer que Yy = 0. Donc

On a aussi montré que l'application linéaire R du sous-espace de G, engen-
, 33 ,
dre par e =€,y €5-€q, e, dans le sous-espace de G , engendré par 8,-€5>

P SRR definie par R(en-e ) = g,"8,,,» st une isométrie.

n+1

Mais si 1l'on tient compte des égalités €,-8,5 = Q(el), (gz-gs) = Q(ez-el)”",

P #3¢
on en déduit que, dans G , les sous-espaces

(Q(e ),ale,)-Qle ) ,Q(e3)—Q(e2) pe] et [Q(ez)-Q(el) ,Q(ez)—Q(es) yoer ]

sont isométriquement isomorphes pour l'application linéaire V, définie

par V(Q(el)) = Q(ez) -Q(el), V(Q(ez) -Q(ei)) = Q(e3) -Q(ez),...
Cela prouve que

3t *3
G = [gl,gz-gl,ga—gzrnj et [82—81’53_32”"] c G

sont isométriquement isomorphes, comme le sont aussi

G = [el,ez-el,es-ezpu ] et [ez-e1,e3—e2”u jea .



