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XIII.1

Dans les exposés qui suivent, nous allons examiner les liens
entre les propriétés géométriques de la boule unité d'un espace de Banach
et certaines propriétés topologiques de 1'espace.

La notion étudiée principalement sera celle d'uniforme convexité,

Les résultats énoncés sont dus a P. Enflo [1] et R. C. James [2].

On dit qu'un espace de Banach E muni d'une norme H H est uni-
formément convexe si, pour tout € > 0, il existe un nombre &(e) > O tel

que, pour tout couple (x,y) de points de la sphere unité, “Eézﬂ =21 im-

plique [|x-y[ < e.

Si cette condition est réalisée, la boule unité ne possede pas
de "faces'": on ne peut pas trouver de couple de points distincts (x,y) de
la sphére unité tel que le segment qui les joint soit tout entier dans la
sphere.
Mais 1'hypothese signifie davantage en fait : intuitivement, que toutes les

sections de la boule unité ont une courbure minimale strictement positive.

Bien entendu, cette notion n'est pas invariante par isomorphisme :
en dimension finie, certaines normes sont uniformément convexes, d'autres

non, mais toutes sont équivalentes.

On dira qu'un espace de Banach est uniformément convexifiable
s'il peut étre muni d'une seconde norme, équivalente a la premiére, et

uniformément convexe.

Cette seconde notion est de toute évidence invariante par iso-
morphisme. La classe ainsi introduite contient tous les espaces de Banach
de dimension finie, mais ne contient pas tous les espaces de Banach :
ainsi 11, qui n'est pas uniformément convexe, n'est pas non plus unifor-

mément convexifiable, comme on le verra par la suite.

. . -~ .
Le probleme se pose donc de savoir reconnaitre si, E et “ H
étant donnés, il existe une seconde norme, uniformément convexe et équi-
N RY
valent a la premiere.

Le théoreme qui suit répond a cette question.
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Définition (James [2], Enflo [1]) : On dira qu'un couple de points (xl,xz)

d'un espace de Banach E forme (1,&) branche si Hx - x2H > €.

1

Gupposons définie une (n-1,¢) branche ; on dira que l 2n—up1e

x o forme une (n,e) branche si

yoeey
1 2
n-1
Hx2j_1 - xsz = € j=1,...,2
n-1 X1t Xo Xzt Xy ony Tgm
et si le 27 “~uple ( R 5 yoeey 5 ) forme une (n-1,¢) branche.

Si (xl,...,x n) forment une (n,e) branche, la (n-1,e) branche
2

X, + X2+ X3+ X4 21’1_3 2!1_2 21’1_1 21’!

branche, la (n-2,e) branche (

seconde simplification, etc...

On dira que 1l'espace de Banach possede la propriété d'arbre
fini s'il existe un nombre € > O tel que, pour tout n € IN, on puisse

trouver une (n,e) branche dans la boule uniteé.

Bien évidemment, si E posseéde la propriété d'arbre fini pour
un certain € > 0, il la posséde aussi pour n'importe quel &' < &, puisque

une (n,e) branche est a fortiori une (n,e') branche.
Théoreme : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace de
Banach soit uniformément convexifiable est qu'il ne possede pas la pro-

priété d'arbre fini.

a) Condition nécessaire (James [2]).

La démonstration de cette partie est simple ; donnons-en d'a-
bord 1'idée intuitive.

Appelons diametre d'une branche le diametre de la plus petite
boule centrée en O qui la contient. Si lorsqu'on passe d'une (n,e) branche

a une (n+1,e) branche le diametre est multiplié par 1+ T, 1 indépendant de n,
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on sortira de la boule unité au bout d'un certain nombre d'opérations.
On va écrire que le diametre ne doit pas diminuer strictement si 1'on
passe de la (n+1,¢) a la (n,e) branche obtenue en simplifiant la précé-

dente.

On suppose que, pour tout n, il existe une (n,c) branche dans
la boule unité de E. On suppose en outre que E peut-étre muni d'une norme

: 4 f4 i 7 . \ , , , 0
uniformément »Hnvexe, notee “ Mu: equivalente a la preéecédente, notée ! P

I1 existe donc deux constantes A et B telles que, pour tout x

dans E, on ait

Allxll < < B ix[l .

bell,
Puisque H “QL est uniformément convexe, on peut trouver un nombre §,
0< &< 1, tel que ¥ x, y€E, les conditions “x“u's i, ”y”u’s 1,

HX-Y”u'Z % e impliquent Hzéxnu_s 1-8

Donc HxHu’s B, Hy“u’g B, ”x-y“u’z Ae impliquent Hzéxﬂth (1-8)B
Ae
5 -

x n) les points de la (n,e) branche qui existe par hypo-

Choisissons n assez grand pour que B(1-6)n_1 <

Soient (xl,...,

these dans la botile unité. On a

et donc Hxi“ﬂ-s B.

D'autre part, Hx X > € j=1,...,2

2j-1" 2j”

- >
et donc Hx2j-1 x2jHQL_
D'aprés ce qui précede, on a donc

X + X '
2j-1 27
I —"1"??___l”u, < B(1-98)

(le diametre de la (n-1,e) branche est maintenant inférieur a 2B(1-6)).
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Soient Y0 Yo les points obtenus en simplifiant (n-1) fois
la (n,e) branche de départ, c'est-a-dire les points

X, +...+ X X Foeot+ X
1 - -
1 2n 1 2n 1+1 2n

Yy = ~ sy ¥y = = .
1 o 1 2 o 1

Les points y, et y, forment une (1,e) branche par construction, et véri-

fient donc Hyl— yznu)z Ae, mais
ly, lloy < B(1-6)"""
”y2"1xg B(1-5)""1
ce qui est contradictoire.

b) Condition suffis: te (Enflo [17]).

On suppose maintenant que E ne possede pas la propriété d'arbre
fini, et on va construire explicitement une norme uniformément convexe
équivalente a la norme de E.

Si E ne posséde pas le propriété d'arbre fini, il existe, pour
tout € > 0, un entier n tel qu'aucune (n,e) branche ne soit incluse dans
la boule unité. Si TN > 0 est fixé, on peut méme affirmer qu'il existe

un entier n tel qu'aucune (n,e) branche ne soit incluse dans (1+7T)B.

Si en effet ceci se produisait, par homothétie, on pourrait
>

———) branche dans la boule unité.
1+M

trouver une (n,

Définition : Soit 2z un point de E. On dira que le couple (xl,xz) forme

une (1,e) partitimde z si X+ X, = 2,
e I = flx, I,
X, ) X, -
T, = T, T

Supposons définie une (n-1,e) partition de z ; on dira que le

n e .
2" -uple (x1’°"’x2n) forme une (n,e) partition de z si “x2j—1” = szjH,
. n-1
J = 1,...,2 ’ x x
2j-1 2] . n-1
Hx Jd ”’* ”x ']‘” = £ J = 1,-.-,2
Xoj-1" X2y
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et si le 2“-1—uple (X1+ X2, X3+ x4,...,x n + X n) forme une (n-l’g)
27-1 2

partition de z.

Ces conditions impliquent évidemment que z = X +...+ X _.

1 o
Si (xl,...,x n) forme une (n,e) partition de z, la (k,e) partition
2
(x,+ X_+o0e+ Xy X oot X e eesX +...+ X ) s'ap-
1 2 P k ot k+1 of k+1 of_on k+1 ol
pelle k€ divison de la (n,e) partition (xl,..g,x n) de z.

2

On dira également que (z) est une (0,e) partition de z.

Le lemme qui suit montre comment la propriété d'arbre se traduit

sur les partitions d'un point.

Lemme 1 : Si un espace de Banach ne posséde pas la propriété d'arbre fini,
pour tout € > O, il existe un entier n et un nombre & > O tels que, pour

tout z et pour toute (n,e) partition (xl,...,x n) de z, on ait
2

o
T xl 2 (1+8) 2]
j=1 J
Démonstration : Quitte a faire une homothétie, on peut évidemment supposer
”z“ = 1. Soient donc € > O et (x1,~..,x m) une (m,e) partition de z.

2

Considérons-en la premiére division

(X, 4.0+ X , X Foved X )
1 2m-1 2m—1+1 om
On =ait que [|x + ..+ x Il = IIx +...+ x || et par conséquent cha-
1 m-1 m-1 m
2 2 +1 2
cun de ces nombres est supérieur ou égal a 1/2 ; en effet, |zl = 1 et
Z = x1+...+x m

2
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En outre, puisque (x1+...+ X g0 X g tee.+ X m) forme une
2 2 +1 2
(1,¢) partition de z, on a
X +s0e+ X X +4 00 +X
1 2m-1 2m-1+1 2m
| I T
w”x1+"'+ X m-1 X m-1 _+...+X
2 2 +1 m
2
d'ou :
2 (x,+.0.+ x ) - (x fooerx D)l 2 &
1 2m-1 2m—1+1 oM

et par conséquent, les deux vecteurs 2(x_ +...+ X ﬂ-l) et 2(x mei trect X

1 - 2 +1

forment une (1,e) branche, et chacun des deux a une norme au moins égale

\

al.

Nous allons maintenant démontrer par récurrence que si l'on
prend la k® division de la (m,e) partition et que 1'6r en multiplie les
2k vecteurs par Zk, on obtient une (k,e) branche dont tous les vecteurs

ont une norme au moins égale a 1.

Supposons donc ce résultat obtenu pour k-1, montrons le pour k.

Considérons la k® division de la (m,e) partition (xl,...,x m) ; elle

L4 2
est formee des vecteurs

(X, +e0.+ X , X +eeet X yeeesX
1 2m—k 2m—k+1 2m-k+1 2mwam-k+1 oM

Montrons d'abord que chacun d'eux a une norme au moins égale

a ;% . Comme précédemment, on a
2
ﬁx1+. + X kﬁ = Hx. K +. o+ X " k+1ﬁA
2" 2™ 2"
et la somme X, - X a une nor ins égale & ———— d'aprés
A somme Xy o4 X g me au moins ég = p

1'hypothese de récurrence. Donc, chacun des deux vecteurs x1+...+ X m-k’
2

. , 1 , A
xzm_k+1 .ot xzm—k+1 a une norme au moins egale a ;E ; 11 en est de méme
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pour les autres.

On a donc

kK ¢,
N

1 ) m-k m--l<:+1 B 2m—k+]

\)
[\~

et de méme pour les autres. Par ailleurs, les vecteurs

X,+se0+X + X +. ..+ X
(gk 1 2m-k 2m—k+1 2m-k+l

forment, d'apres 1'hypothese de récurrence, une (k-1,e) branche.

On a donc montré qu'apres multiplication par 2k, les 2k vecteurs
de la k2 subdivision, forment une (k,e) branche, et qu'alors leur norme

est au moins égale a 1.

Il en résulte que si 1'on prend la m® division de la (m,e¢)
partition et que 1'on multiplie ses vecteurs par 2m, on obtient une (m,e)
branche dont les vecteurs sont de norme au moins égale a 1. Mais on sait
qu'il existe un nombre n et un nombre 7 > O tel qu'aucune (n,e) branche

ne soit incluse dans (1 + M) B

Par conséquent, chacune des (n,e) branches formées comme pré-

cédemment a partir d'une (n,e) partition d'un point possede au moins

un vecteur de norme supérieure ou ¢égale a 1+ 7. Posant 1T = 2" 8, on en
déduit oh
2"y x. o2 2™ L 2",
. i
i=1
2" .
et donc 13 ﬂxiH > 1+6 = (1+8) 2],
1

ce qui acheve la démonstration du lemme 1.
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Définition : On dira qu'une fonction x - |x| définie sur E, a valeurs

réelles, est un écart dans E si
a) ‘x' >0 ¥ x, et |x| = 09x =0
b) lax| = |la| Ix| % x€E, ¥ ac R.

On va pouvoir, au moyen des partitions d'un point, définir

un écart possédant des propriétés proches de celles cherchées

Lemme 2 : Soit € un espace de Banach ne possédant pas la propriété
d'arbre fini. Soit € > 0, et soient n€ N, 6§ > 0, donnés par le lemme 1.

Supposons 0 < & < £< 1/8. Alors il existe un écart dans E et un nombre

61> 0 tels que
-8 Ixll = Ixl s @-d |xl

2) si lxll = llyll = 1 et lx-yll = ¢,

alors

xeyl < Ixl « Iyl -5,

Démonstration : Soit z €E, pour tout m avec 0 < m < n, et toute (m,e¢)

partition de z (ul,...,u m)’ on considere la quantité

2

m

‘f “uJ"
1+ (1 2y fn—g

et on note |z| 1'infimum de ces quantités lorsque z est fixé.

Les deux propriétés définissant un écart sont vérifiées de
’ . 6 Y h
toute évidence. Pour montrer que |z| < (1-—3)”2”, on considere la

(0,¢) partition de z constituée par (z) ;

_ﬂéﬂ_ < (1-%) Ilz]].

5
12
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Montrons que (1 - &) Hz“ < |z|, c'est-a-dire que pour tout m < n et toute

(m,e) partition de z (ul,...,u ), on a
oM
om
z “u.“
1 1
(1-8) |zll = -
[¢) 1 1
1+ = (1+ =+...+ =)
2 4 m
4
om
Onaz= %u, il suffit donc de vérifier que
1
m
I
(1-8 3 lu.ll =
i 3} 1 1
1 1+ = (14 =+...0+ =)
2 4 m
4
[ 1 Lo .
ou (1-29) (1-+5(1+...+ —E)) < 1, ce que 1l'on vérifie aisément.
4
Montrons maintenant le 2).
Soient x et y, avec ”xH = Hy” =1, et Ux-—y” = €.

Ces conditions signifient précisément que (x,y) forme une (1,¢)

partition de x +y. Par conséquent si (ul,...,u k) (vl,...,v k) sont des
2 2
(k,e) partitions de x et y respectivement, le 2k+1—up1e (ul,...,u K’
2
VireessV k) sera une (k+1,e) partition de x+y. Ceci sera utilisé par la
2
suite. Soit Y avec 0 < Y < _%H . D'aprés la définition de |x| et |yl,
4
il existe une (k,e) partition (ul,.,,,u k) de x et une (l,e) partition
2
(w1,...,w 1) de y telles que
2
2k 21
z .l 2wl
1 J : jo1 o 4
|x|> -Y et|y|> -Y .
1+ 'é(1+ 'l-*- + 1—') 1+ é-(1+ l-«- + -]-'—)
2 4 "7 k 2 4 """ 1
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Mais, d'apres le lemme 1, si m = n et si (x ce,X n) est une

oh 17" 2
(n,e) partition de z, on a ¥ ij“ > (1+8) ||z||, et donc
1
on
g lx. ,
F ™ o el lel
[+) 1 (<) 1 - (<]
1+ E-(1+...+ ;E) 1+ 3 (14,004 ZE) 1-+§

qui est la valeur obtenue pour m = 0. Il en rézulte que dans la définition
de |z|, 1'infimum ne peut étre atteint pour m = n ; on peut donc supposer,
dans le paragraphe précédent, O <1, k < n-1. Quitte a échanger x et y,

on peut aussi supposer k < 1.
w ) la k® division de la (1,¢)

s W yeaey
k,1’° "k,2 K, 2%

Notons (w

partition de y. Pour alléger les notations, nous poserons

Ak = 1+'%(1+...+‘}l'{‘).
4
k
Remarquons d'abord que Y% HU.” 3 Hx” = 1, et de méme
ok 1 J
% ”wkj“ 2 1. En outre, on a :
2k
=l
= - x| + v s 1-2 .y
A 3
k
2k 5 2k
et donc % Hu.” £ (1-=+Y) A €£1+6 et de méme I ”w .H £ 1+56.
j=1  J 3 k j=1 K

On a vu que, mettant bout a bout la (k,e) partition de x

(u,,...5u ) et la (k,e) partition de y (w yeee s W ), on obtenait
1 ok k,1 K, 2K
une (k+1,e) partition de x +VY
(u g ey 9 w g0 004 W )
1 2k k,1 k,2k
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Mais, d'apres le lemme 1, k+1 < n, comme on 1'a déja remarqué,

et par conséquent, cette (k+ 1,e) partition de x +y peut &tre utilisée

pour le calcul de |x-+y‘ ; on a donc par définition
oK ok e
1?1 \\ujH + 3?1 e
|x +y| < = 1 -
k+1
21 | 2k 1
or, on a ? ijh ? nwij
Iyl > =g—-v 2 —5— -
1 1
(d'apres 1'inégalité triangulaire)
2k
: w51
> -y
o) 1 1
1+ = (L+...+ + )
2 4k+1 3.4k+1
|
B z kaiﬂ _y
- S
Ak+1 6.4k+1
en utilisant le reste de la série 4k+2 Foonnnn
On peut donc écrire
k
2
1 1
x| + Iyl - Ix+yl > = full - )
1 J Ay Ak
A :
> = iw L] ( - ) - 2Y
. kj A )
=1 kel A gt s K1
. 1 1
d'ou % 4k+1 (1+8) o 4k+1
[l Dyl = lxoyl = : 2y
A A At T
6.4
1
1 1 - 4k+1
On pose Sk: 1+Z+ RS 374 < 4/3
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On a :
1 1
Ix| + Iyl - lx+y] =22 . -2 ( - 18 1 ) - 2y
2 4k 0S4 1,85 3 .85 8
1+ ) 2 'k 2k 6. 4k+1
2
36 [} 5 <]
3+ 5y k- 135 8-% S
> i) 1 ( 2.4 2y
k+1 1+6S ¢} o) ") -
2.4 ('—21{:& (1+2Sk) (1~l~2Sk+--———-6 4k+1)
2
24-68 -6-8/2.8
> o) . k oy
k+1 ° 6o ;) 5 1 - :
2.4 (1 + 2 )(1+ S )(1+2 Kkt % 4k+1)
On a supposé 6 < 1/8. On sait que S, € 4/3. On en déduit
L4 L 4
P gl P el G
5 8 2.64° 3
x| +lyl - [x+y] = - 2y
k+1 2
2.4 (1_,__1_) (1+L + .L)
12 12 48
[}
> - 2Y
2.4:1{+1
Oor Y < S , d'ou
2n
4
1 Q
x| + Iyl - Ix+y] 2 8(—— - ==
2.4k+1 4Zn
)
= I (1 ) puisque n = k+1
2.4 4
o)
2 s
9. 4k+3
et donc
x| « Iyl - Ix+y] =
2.4n+2

ce qui acheve la démonstration du lemme.
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On va maintenant remplacer l'écart par une norme possédant les mémes

propriéteés.

Lemme 3 : Soit E un espace de Banach ne possédant pas la propriéteé

d'arbre fini. Soit € > 0, et n,d donnés par le lemme 1.

On suppose O < & < € < 1/8. On peut munir d'une norme I H5£’ vérifiant
D -0 Ikl s kg, s - Il
2) si ”x” = Hy“ =1, et Hx-—y” > 5¢, on a
HX+JI|5£ £ HXUSG + ‘.!YH5€ - 861
ou 6, est celui donné par le lemme 2.
Démonstration : On considere 1'écart introduit au lemme 2, et on définit

Hx“55 comme 1'infimum des longueurs dans cet écart des polygones reliant

0 a x, c'est-a-dire

N
Hx“Se = inf { % |x.

Z FUPREEE ) FEE SO 0, x = X, X, €E, ¥ i=0..N+1;N=1..}
1=

Montrons que Hx”58 est une norme.

vl = 00 €3 ley ol nyy = o)
N
€ inf { ifolzi+1- zi|, zy,q= X*y et J K< N tel que Ze 1® x}
K N
< inf ifo |zi+1— z | + inf K§1 |zl+1— zil

N

Ixlly, -+ livllg,

d'autre part, HXXHSE: |X| Hste d'apres les propriétés de 1'écart.
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On a HXHSe < (1--%) x|l puisque |x| < (1-%) Ix]!.

N
Montrons que (1 - 8) ”x” P "x”58 c'est-a-dire (1-6)”x“ < 3 lxi+fxi|
i=0
avec X = i§o X, 1" X0
donc Hx” <z "xi+1— xiH < T%E 5 |xi+1- X, d'apres les propriétés de

1'écart.

Supposons maintenant Hx” = “y” =1 et Hx-—y” 2 Se.
Soit Y>O tel que Y< e-6. Par définition de Hx||5e et Hste, il existe

deux polygones, 0 = xo,xl,...,xnzzx 0 = Yor o ¥p =Y tels que
n-1
z |xi+1— xil < ”xnss + Y
i=0
m-1
et = ly, ,-v;l = Iyl + v
i=0

Ces deux polygones ont donc une longueur en norme inférieure

a1+6+Y < 1+¢e (puisque T ”xi+1-xi” "T%E 5 |xi+1— xi| "T%E(”x”5e+ Y)

1 ()
S-I:—é'(l-3-+Y) S1+86+Y

car & et Y sont inférieurs a 1/8) et, puisque ”x“ =1, ¥ Hxi+1- xiH 21,

et ils ont une longueur en norme au moins égale a 1.

Quitte a échanger x et y, on peut supposer qu'en norme, c'est
le polygone relatif a x qui a la plus petite longueur.
On introduit alors de nouveaux points (au plus m dans le polygone de x,
au plus n dans celui de y) de sorte que, désignant par x/!, y& les points

k
des nouveaux polygones, on ait :

beall = Byall by = xp_ 0l = Dy = syl

et ce pour tous les indices k tels que x& soit défini.



XIII.15

Introduire de nouveaux points sur les polygones ne modifie pas leur
longueur en norme, et ne modifie pas non plus leur longueur dans 1l'écart,

car celui-ci est positivement homogene, et si on introduit un point xi

sur le segment X.» X, 4, 0na
- - - ' [
Xia1™ % 7 FiaT Y X X4
et on a Xx - x! = a(x, ,- x.)
i+1 i+l
[ — - -
x x, = (1~-a) (xi+1 x.)
et donc
- ' v o - -
*i il Ixg xil=Ixg - %
Soit k, 1'indice tel que x' = x. On a
1 k1
kl—l kl-l
' - 1 - '
T lkgg-xls 1 done = llyi - will =1,
i=0 i=0
et donc I Hyi+1— yiH < €, pulisque la longueur totale du polygone
iz2k
1
yb,...,y& = y est en norme inférieure a 1+ e. Par conséquent, on a
Ix-y: I = Ix-yll = lly-y; [ 2 5e-¢ = 4e,
k k
1 1
et donc k1
-v! = " . x! - LI '
e < llx-yp =1l 2 [Gxp-x_ ) - Gy - 5 1l
1 k=1
E
L. 1 - ' 1

On va considérer deux sortes de termes dans cette somme

soit K1 l1'ensemble des indices k pour lesquels on a

[ _ [ — | ! - !
“(xk xp ) = G-y plh=e [ENER VP
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et soit K2 1'ensemble des autres, c'est-a-dire ceux pour lesquels on a :

”(xl'(—xk—l) = (Yl'('yl'{_l)" < & Hxi{‘xk_ln .

£ log-xt - G-y Pl <e Eox Iy - %y, |l
2

<e ¥ ”xl;-xl"_lll < e(l+e) < 2¢.
k

D'autre part, puisque

4e < % "(xl'(-xk_l) - (yl'{_yl't-l)” + ¥ H(x&-xk_l) - (yl,(_yl'{-l)”‘

k €K, KeK,
On a
g lxp-xp ) - (l-yp Dl = 4e-2e = 26,
k €K,
D'ou
g Ixp-xt 1+ £ lyi-vp Il 22e
kek, & K17 geg K Tkl
Or "xl'{—xl'c—ln = ||y,;-y,'(_1ll, et donc :

z Ilxr - x I = .
k €K, k k-1

Mais, si k€K,, on a H(xl::-xk-l) - (yl'(-yl'(_l)” > ¢ “xl'(-xl"_lﬂ

et d'apres le lemme 2 :
'(xl"-xl;_l) + (yl::_yl'{-l)‘ < |xl'{-xl't_1| + lyl'(-yl'{_ll - leg‘-x;‘_lll-bl.

D'ou
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D R L L e R L S Y

k:eK1 k eK k'.EK1

- 6 s llxr - x; I
k ek, k k-1

5 IX'—X'

in

keK1 kGKl

On relie O a x +y par le polygone constitué des points x,

(kEKz), xl'(+yl'{ (k €K1)'

On a bien :

- [— [ [ _
o Ogmxp ) v T Gy ) v B XX g e Yo ) = Xy

k.EK2 k € K

et, désignant par z, les points qui constituent le polygone :

£lz;-2; 4l = Ixj = xg g |- = ¥ = viq| - 28
< lIxllg, + lIxllg, - e6, + 2v
d'ou

lxeyllg, s Dxllg, = llyllg, - 5, + 2

et puisque Y est arbitrairement petit, le lemme est démontré.

Lemme 4 : Soit E un espace normé, avec une norme ” ||. On suppose

que E peut étre muni d'une autre norme || Hu vérifiant

-¥xek, lxlly < lIxll <w lIx]ly
- si ”X“ = “Y” =1et ”X-y“ > g, alors

ey lly = lxlly + Iyl - sCe)

pour une certaine fonction 6(e), & > 0 si € > 0.

Alors ” ILQ est une norme uniformément convexe.

Démonstration : Remarquons d'abord que pour n'importe quelle norme || H

les conditions Hx||1 = ”ylll =1, 1 = ”x—y||1 =2 € > 0 impliquent que
pour tout a réel, |lax—y|| > g/2. :

. . b . ’
Pour prouver cette assertion, on considere différents cas :

-0 <sa<l1-¢/2, oul+e/2 <a, on a

Hax—ylll > | ||aX||1- ”y”l‘ 2 e-¢e/2 = ¢g/2

1
k' Yk

LRI lyp -yl -8,

1’
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- Ia— 1| € e/2
lax-yll, = | llx-yll, - la-1] lIxll,] 2 e-e/2 = es2
-a <0

la fonction a - ”ax—y|| est une fonction convexe de a, qui
prend la valeur 1 pour a = O, et une valeur inférieure a 1 pour a = 1.

Supposons maintenant l‘xlkl = ”thL =1, et 1 2 Hx-yth 2 €.
1,

n =

On peut alors trouver deux réels a et B, < a < B s1, tels que

2=
Z|-

lax|l = Ilyll = 1.

on a |lex-yll = llax-yll, = I8l ”% x-yll, = % e/2 .

Donc, d'aprés les hypothéses du lemme, on a :
lax+ylly <o + B - 8(e/2m).
On en déduit
xeylly = Naxepylly + I (-a)x+ (1-pdylly
<a+PB - 8(e/2M) + 1-0a + 1 -

< 2-6(e/2M)

ce qui prouve que la norme ” II est uniformément convexe.
Lemme 5 : Si, dans un espace de Banach E, on peut, pout tout & > O,

introduire une norme satisfaisant aux hypotheses 1) et 2) du lemme 3,

E est uniformément convexifiable.

Démonstration : Soit ”x”8 la norme définie dans le lemme 3. On pose

1 1 1
lxllyy = 3 Mll, o 20l « 2 Dxllpy e oo
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On vérifie que H II est une norme, et d'apres 1) du lemme 3,
ona (1-¢) ||x]] < “thl < k1]
Supposons l|x|' = ”yi‘ = 1 et ”x—y|| > e,. Alors e, > &/2 k pour un certain .

1 1
et 1'on a

o<}
1
heslly - = = el
1 _ 1
- i§ K i+l ”"*yHe/?_i T ke llx+y“e/2k
1 1
s i§k i+l ”xHe/2i MRS ”y”e/2i *
1 [
+ 2k+1 ( ”xlle/zk + Hy“a/2k - ;T{‘ . 6i)
ou 6; est le &, donné par le lemme 3 correspondant a jt .
2
On a donc
1 1 €
et donc
1
oyl < lixlly = lvlly - =5 % o)
et, d'apres le lemme 4 avec M = 2, ceci implique que “ “1L est uniformé-

ment convexeé, et acheéve la démonstration du théorcme.

Le théoreme permet de voir que 1'espace 11 n'est pas uniformément conveéxi-
fiable : en effet, la base canonique de lzgn) constitue, pour tout n, une
(n,2) branchke dans la boule unité de 11; cet espace possede donc la proprieté

A o
dtarbre flﬁémarquons que la démonstration du théoreme donne explicite-

ment la norme uniformément convexe. On.a vu qu'elle vérifiait

(1-e) lIxll < lxlly = lIxll

Utilisant d'abord la condition nécessaire du théoreme,on peut ainsi montrer
qu'un espace de Banach uniformément convexifiable l'est a € pres, c'est-

\ . . . . ’ ’ . Ad
a-dire que s'il existe une norme uniformément convexe équivalente a la
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norme initiale, on peut, pour tout € > 0, en trouver une veérifiant
(1-9 x|l < llxlly < lIxIl.
On peut retrouver ce dernier résultat par une méthode plus directe, uti-

lisant le lemme 3.

Proposition : Soit E un espace de Banach muni de deux normes équivalentes

” 'Il et ” ||2, la seconde étant uniformément convexe.

Alors la somme des deux est uniformément convexe.

Démonstration : On peut, sans restreindre la généralité du probleme,

supposer que

1
Lsll, = Nxll, = lxll, -

Posons ”x“,‘l = 1 ( ||Xl|1 + “Xl‘z), on a
M+1
Ixlly = lxll, < 2 i)
Soient X,y avec |‘x||2 = ||y||2 =1 et ||x-y||2 = & ; puisque

‘I ||2 est uniformément convexe, il existe une fonction &(e), & > 0

si € > 0 telle que ces conditions impliquent

lesrll, = Nxlly + llyll, - 6ce).

Donc

|IX+y||,u= ﬁ; ( ||X+y||1 + ||X+y||2)
s = ( lIxll, « Iyl + <=0 =, « Nyll, - 8Ce)
M+l 1 Yy * Me1 2 ity e)]

£ llxlly + llylly - 5 8o
et, d'apres le lemme 4, ceci implique que HXH,'_L est uniformément convexe.

I1 en est de méme alors de la somme qui est (M+1) || lhl'

Ceci prouve la proposition.

Quitte a remplacer ” ”2 par un homothétique de rapport
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suffisamment petit, on peut faire en sorte que, pour un o donné, on ait
xll, < Hxll, o« lxll, < ea lixll,
ce qui prouve le résultat annoncé.

Les conséquences du théoreme seront examinées dans 1'exposé sui-

vant .
2
3
BIBLIOGRAPHIE
{1] P. ENFLO : Banach spaces which can be given an equivalent uniformly
convex norm. Isradl J. of Maths. 13 - (1972) p. 281-288.
[2] R.C. JAMES : Some Self Dual properties of normed linear spaces.

Ann. Math. Studies. n® 69- p. 159-175.

3636363636 36 36 34 36 343636 3¢



