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XII.1

Dans cet exposé, nous allons étudier systématiquement la

"propriété de remontée de P a Aq", qui est définie de la fagon suivante

Soient O < p < q < ®, v un opérateur linéaire continu entre E
et F espaces de Banach. Nous dirons que v vérifie la propriété de remontée
de LP & Aq si pour tout opérateur linéaire continu u de F dans un espace
Lp(Q,p), p étant une probabiiité, 1'opérateur uev est'presque borné"

de E dans Aq(Q,p) (cf. exposé 1IV).

En fait, nous modifierons un peu cette définition, en y in-

cluant quelques hypotheses techniques.

Soit E un espace de Banach, et soit p € ]0,+x[. Comme dans
1'exposé X, § 2, nous dirons qu'un opérateur linéaire continu u de E'
dans un espace LP(Q,p), p étant une probabilité, est p-approximable si
la probabilité cylindrique A sur E définie par u est limite cylindrigue
d'un filtre (Kj) de probabilités a support fini sur E, tel que 1l'on ait

pour tout j

gy s IS =l

Nous dirons qu'un opérateur u de E' dans un espace Lo(ﬂ,p),
p étant une probabilité, est O-approximable si pour tout a € ]0,1[, il
existe un filtre (Xj) de probabilités a support fini sur E, convergeant

cylindriquement vers A, et tel que pour tout j
* *
Ja(xj) s J, .
(A étant la probabilité cylindrique représentée par u).
Soient maintenant E et F deux espaces de Banach, v un opérateur

#*
linéaire continu de E dans F, et v' son transposé de F' dans E'. Nous

poserons les définitions suivantes

Soient p,q tels que 0 < p £ q < =, et scit « E]O,l[. Nous dirons
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*
que v vérifie Rp,q (resp: Rp,q,a) s'il existe une constante C telle

que l'on ait pour tout opérateur linéaire continu u p-approximable de E'
dans un espace LP(Q,p), p étant une probabilité : pour toute suite finie
(51,...,§n) d'éléments de F'

1/p 1/q
(f sup lu v (8 (P ap() < ¢ llull = g, 1%
h .

1

# 9. 1/a
[ resp: J  (sup lu v (§i)(w)|,du(w)) < ¢ full (x “gihq) ]
i

* *
On notera Rp q(V ) (resp. R a(v )) la plus petite constante C
b

’ ’
telle que la propriété ci-dessus soit réalisée.

*
On dira que v vérifie R0 q si pour tout opérateur linéaire
’
continu u O-approximable de E' dans un espace LO(Q,p), p étant une pro-

*
babilité, 1'opérateur uo v est presque borné de E'dans Aq(Q,p).

Remarque 1 : Si E' vérifie 1'hypothése d'approximation métrique, ou
bien dans le cas p = 1, tout opérateur linéaire continu de E' dans un
espace LP(Q,R°,p) est p-approximable.

Dans le premier cas, on raisonne comme dans l'exposé X, début du ¢ 2.
Supposons maintenant p = 1, et soit u un opérateur linéaire continu de E'
dans LP(Q,"@,p), définissant une probabilité cylindrique A dans E.

Pour chaque sous-tribu finie 44 de %2 , on consideére l'opérateur Ty
d'espérance conditionnelle sur la sous-tribu A .

L'opérateur Tp o u definit une probabilité &A a support fini sur E",

* #*
telle que HKA “p < HXHP , et le filtre (%6) converge cylindriquement

vers A, lorsque "4 tend vers @ ". Pour finir on peut ramener les pro-
babilités >\6 dans E, sans augmenter I[xé H:, en utilisant le principe de
reflexivité locale [2] : si E est un espace de Banach, W un voisinage

de zéro de 6(E",E'), (xl"‘°’xn) une suite finie de points de E", il

existe un opérateur w de E'" dans E ,

lw|| < 1, tel que w(xi) - X, €W

pour chaque i.
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Remarque 2 : Soit v un opérateur linéaire continu de E dans F, tel
*

que Vv verifie Rp qQ’ p > O, et soit u un opérateur linéaire continu de E'
b

dans 1P. Considérons une suite (an) de réels > O, telle que Y a_ = 1,
posons H = ¥ @ 6n, et considérons 1l'isométrie j entre 1P et Lp(]N,p) définie
par

ie ) = @ MP ey

n’n
L'opérateur j o u est p-approximable (car Lp(IW,p) vérifie

1'hypothese d'approximation métrique : on adapte le raisonnement de la

remarque 1,) donc

¥ (§1,...,§n) € F!

| jouev (€ 1P ap) " * Jljoul a,’
(f sgp jouev (£.)17 dp) < Rp’q(v ) ljoull (¢ Hgi” ) ,
ce qui s'écrit encore
1/p 1/
* #* q
(5 sup |uev (§,) (n) | P) < R _(v) |ull (2 |lg, IID .
n i P,q i

Proposition 1 : Soient p,q, O < p < q < », E et F deux espaces de Ba-

nach, v un opérateur linéaire continu de E dans F, et C une constante.

Considérons les assertions

a) Pour tout espace quasi normé G et pour tout opérateur linéaire w

xq—sommant de F dans G :
n (wov) < Cxn A (w) .
p q
b) Pour toute suite finie § = (§1,...,§n) d'éléments de F'

1
er(vgo v) s C.('i‘ “gi”q)

(ou Ve € L(F,ln) est défini par vg(y) = (<y,§i >).)
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*
R (v < C .
c) p,q )
* -1/p
¥ 1 R < C
d) QEJO, [7 p’q,a(v ) < a
o -1/p
e) 3 a € Jo, 1, Rp,q,ao\‘ ) € C a

a') Pour tout espace quasi normé G, et pour tout opérateur

linéaire w xq-sommant de F dans G :

. _ l1-a -1/q
np(ch) < C aol/p (-—2——2) x hq(w).

On a les implications : a) = b) = ¢) = d) = e) = a').

Démonstration : a) = b) est évident, compte tenu de = Xq(vg) < (v ”gi”q)

(cf. exposé X). Montrons que b) = c¢). Soient u un opérateur linéaire
p-approximable de E' dans un espace Lp(Q,p), A la probabilité cylindrique
sur E représentée par u, et (Kj) un filtre de probabilités a support

fini sur E, convergeant cylindriquement vers A et tel que :
¥* *
j . A = .
v3,  Ild < X <l
D'aprés b), on aura pour chaque j

% q 1/q
eevaplly s = (veow) Al s clull (2 U5l .

Puisque 1: est de dimension finie, les (V§° V(Xj)) convergent

étroitement vers Ve e v(A), et on obtient a la limite
1/q
veevenrly, = c lull = llg 1%

Par ailleurs, Vg © v(A) cofncide avec 1'image de p par

w - (u V*(gl)(w),~--,u V*(gn)(w)), donc :

1/p 1/q
(I s2p |uov*(§i)(m)|pdp(w)) = vao V(K)”p £ C |l (= Hgin) ,
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ce qui démontre b) = ¢).L'implicaion ¢) = d) résulte simplement de

i'inégalité

J (£,p) < o /Pig)

’

LP ()
et d) = e) est trivial.

Montrons pour finir que e) = a'). Soient G un espace quasi
normé et w un opérateur linéaire Xq-sommant de F dans G. Soit,d'autre
part, A une probabilité a support fini sur E, et soit u un opérateur
linéaire de E' dans un espace Lp(Q,p) qui représente A. L'opérateur u

est évidemment p-approximable.

Considérons » = v(A), probabilité a support fini, représentée
* . s e s ¥* ) 4 h
par uov . D'apres e),la définition de R q, (v') et d'apres le théoreme
b b
de Nikishin (exposé IV), il existe une partie Q' € Q, telle que

p(Q-Q') < a , et que
* -1
¥ ECE, h v ©x w0 < ¢ a? [l

L'opérateur u' de F' dans Lp(Q',xQ,p) obtenu par restriction

* .
de uov définit une mesure a support fini o' sur F, telle que
#* -
A (»'") < Cua 1/p lhull,
q o

donc
A (w(e')) < C a_l/p lul =2 (w) = ¢ a_l/p HKH* 7 A (w)
q o q o P q

Finalement, on a pour tout R = O :

A {x€EE; [iwo vix)|l > R} < a v {yeF; HW()’)“ > R}

< a + (l

-1 *
ot GCaP a0 AN
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1-a =-1/q
3 0 -1/p * .
En posant R - ( 5 ) c a n Xq(w) "K"p , on obtient
. 1--ao 1+ao
A {x€E; iwov(x)l > Ro} < a4 > = 5 ,

soit encore

l-a -1/
2

-1/p ) 1 *
J(1+ao)/2 (wov())) < C a (——) n kq(w) ”x”p ,

pour toute A a support fini sur E, ce qui implique d'aprés le lemme de
1'exposé X
1- a -1/q

5 ) n xq(w) ,

n (woev) < Caz"l/p (
P o
et e) ® a') est démontré.

Proposition 2 : Soient E et F deux espaces de Banach, v un opérateur

linéaire continu de E dans F et q =2 1. Les conditions suivantes sont

équivalentes

#*
a) L'opérateur v verifie Rp a pour un p < 1.
?

*
b) Pour tout p tel que 0 <p <1, v vérifie_Rp Q"
?

Démonstration : Soit p € ]0,1[. Il suffit de montrer que Rp a implique R/

? b
Soient u un opérateur linéaire O-approximable de E' dans un espace LO(Q,;\,
et a€7]0,1[.

D'aprés le théoreme 2, exposé IV (plus exactement, d'apres la

démonstration de ce théoreme), on sait que :

il existe p € J0,1[ (par exemple B = a/8) tel que pour tout
opérateur linéaire continu u, de E' dans LO(Q,p), il existe Q' C Q, avec

p(Q-0") <€ a/2, et

1

¥ EcL', Al(ul(g) XQ,,p) < (“1) llell,

I8

ou l'on a posé : Jﬁ(ul) = sup {Jﬁ(u(g),p) ; el <13 .



XII.7

Puisque u est O-approximable, on peut trouver un filtre (A.) de
probabilités a support fini sur E, convergeant cylindriquement vers A, et

tel que

3 #*
¥ij, J (M) < J.(N)
! B i B
Soit Uy un opérateur de E' dans un espace LO(Q,p) représentant A .

On peut trouver Q' < Q, p(Q - Q') < a/2, et

i |
h(us(8) %o s Ig(u) el
+*
- |
g (A lell

* |
< JB(M el

Désignons par Ké la mesure a support fini associée a l'opérateur u',

restriction de uy a Q'. Puisque p € ]JO,1[, il existe une constante C(p,1)

telle que

#* ¥#*
”7*3”1, < C(p,1) Al(xj) < C(p,1) JB(M

Soit € = (51,...,§n) une suite finie d'éléments de F'. Puisque
*
v veérifie R , on a
s

’

1
J'cp(vgoV) < C (5 H%illq)

donc 1/
voovanl s ¢z el F Il
Ve i’'p i i'p
1/q
s ¢ cp,1) (2 gD J;(X);
Alors
KJ{XEE ; vaov(x)l! > R} < q/2+7x3 {x €E ; vaov(x)ll > R}
1/q p
1 * q
s a/2+ (g Coclp, 1) I (gl )
En posant : o -1/p * L q 1/q
R = (3 C.C(p,1) Jg(N) (¥ le.'®
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on obtient

J, (v oV(KJ.)) < R,

g

d'ou puisque (vgo'v(lj)) converge étroitement vers v.o v(A)

g

J (vooev(A)) <€ R.
a &

On en déduit, puisque vg ev(A) cofncide avec 1l'image de p

par w - (u v*(gi)(w))i= 1... ..

-1/ 1/q
J, ( sup lu v*(gi)(w)l, dp(w) < C (%) C{)p,l) J.(u) (% ||§i||q) ,

1

B

ce qui achéve la démonstration, d'aprés le théoreme de Nikishin, exposé IV.

Remarque 3 : D'apres 1l'exposé IV, théoréme 2, on sait que si E est un

espace de Banach, l'identité de E' vérifie R On en déduit facilement,

0,1°
par des arguments analogues aux précédents (cf. e) = a') dans la propo-

sition 1) : pour tout p € [0,1[, et pour tout espace quasi-normé G :
Tl'p(E,G) = TTA, (E,6).

Cela semble étre une versi)n définitive de la 'conjecture

(démontrée) de Pietsch'", cf. ([4], exposé V, théoréme 3).

Nous rappellerons maintenant la définition des opérateurs
(p,r)-sommants : soient p,r tels que O < p < r < », E un espace de
Banach, G un espace quasi-normé. Un opérateur linéaire continu v de E
dans G est dit (p,r)-sommant s'il existe une constante C telle que

1'on ait pour toute suite finie (xl,...,xn) d'éléments de E :

* . . .
Un certain nombre d'auteurs adoptent la convention inverse pour 1l'ordre

des indices.



XII.9

(Lorsque p = r, on retrouve les opérateurs p-sommants.)
On note = r(v) la plus petite constante C telle que 1l'inégalité ci-dessus

b
solt satisicite.

Lemme 1 : Soient F un espace quasi normé, p > 1 et v un opérateur
linéaire de 1: dans F. Pour que 1l'on ait np(v) < 1, il faut et il suffit

que v admette la factorisation

v
) a P 1
12 2 5P sy,

avec lle £ 1, et ou a est un opérateur diagonal, tel que % |ai|p < 1.

En particulier, si p = 1, on a nl(v) = Nl(V)’ ou Nl(v) désigne la norme

nucléaire de v.

Démonstration : Puisque l'on a p =2 1, on peut trouver la mesure de Pietsch

pour v sur les points extrémaux de la boule unité de li, c'est-a-dire

n (exposé I, théoreme 1).

1'ensemble des vecteurs de base (e.),
1 1:1,...,

On a donc np(v) < 1 si et seulement s'il existe p = T A, 8, , A, 20,
i

bY Ki = 1, telle que

/p

’

© 1/p 1
¥xely, ol s (f T<x,8> 1P ape) =z A]/P x|

d'ou on déduit le résultat, avec @, = Ki/p. La derniere affirmation de

1'énoncé est évidente.

Lemme 2 : Soient p,r 2 1, E et F deux espaces de Banach et v un opéra-

teur linéaire continu de E dans F. On considere tous les diagrammes

v
E —> F
u T‘ w
1P 1
n a n

avec a diagonal, et n entier variable.
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On a :
1
np r(v) = sup {Tr (@owoeveu) ; |ull <1 ; |wll €1 ; ¢ |ai|r <1].
b
!
Démonstration : Soit (ei) la base de lg , et posons x, = u(ei).
L'opérateur w peut s'écrire : w(y) = (<y,§.>), , avec E. €F',
i i=1,...,n i
et

hall = Heep X5 vl = sup lg,

Tr (eowovaou) =% @, < v(xi),gi > .
On a alors :
r' r Y/r
sup { Tr(eowovou) ; Iwll <1, ¢ |ai| <1} = (T ||v(xi)|| ) ,

ce qui donne le résultat, puisque np r(v) est le sup de (% Hv(xi)Hr)
’

*
lorsque ”(xi)“p = |lull < 1.

Théoréme 1 : Soient p,q,r=21, 1/p = 1/q+1/r, E et F deux espaces
de Banach, v un opérateur linéaire continu de E dans F.

On a :
* ¢
n v) = R v .
p,r( ) P;q( )

*
Démonstration : Nous allons d'abord voir que Rp q(v ) € np r(v). Nous

H b
utiliserons l'implication b) = c) de la proposition 1. Soit § = (§1,...,§n)

”’ ’, *
une suite finie d'éléments de F'. Pour montrer que Rp q(v ) < ”p r(v),
b H

il suffit de montrer que

q 1/q
np(vgov) < ﬂp,r(v) (= H§1” ) .

- — ——— - G - n . S G (R G IS . W - - — - - " - G G S W VI G S GE GE Sus M MEe S G . . . - -

* Dans 1l'exposé oral, j'avais montré que m r(V) < 31/p-+1/q Rp q(v*).
b b

Je dois l'amélioration a G. Pisier.



XI1.11

’, \ 3 ’
Pour evaluer np(on v), nous devons d'apres le l:mme 2 considérer les

>

diagrammes
A\ \'2
E S F 5 )1::
u w
p' ®
< 1
a

Hu“ <1, Hw“ € 1, a diagonal, ¢ |ailp' < 1.

L'opérateur a o w est p'-sommant, xn,(a‘aw) < 1, donc admet d'apreés le

lemme 1 la factorisation
1°°————>B 1P ———>w1 1P
n n m '’

Hw1H < 1, B diagonal, ¢ |Bi|p| < 1.

' , 2 4 . \m >
L'operateur vg peut aussi se décomposer en : F wz"ln v ’ln ,
Hw2H < 1, Yi = HgiH, ce qui permet de transformer le diagramme

E—2L S F
1 6 ©
Pe— 1
n n

Hulﬂ <1, HW2H < 1, bi = Bi 7 donc : (1/r' = 1/q + 1/p")
1
r' q
ORI LPRN O R

On en déduit

1/q

Tr(deow aVoul) = Tr(aDWov'goVou) <: r(V) (z ”gin)

2

’

- ’ N . z . ’
ce qui demontre la premiere inegalité.
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#*
Montrons maintenant que = (v) <R (v ).
p,r pP;q

Pour cela, nous devons majorer la trace des diagrammes de la forme
F
g
loo
n

< 1.

v
E ——>
A
Yl
Pe——
ln a
Hu” < 1, HwH £ 1, a diagonal, ¥ lailr'

La trace est égale a celle du diagramme transposé:

1l 3P
n n
a

Puisque 1/r' = 1/q + 1/p', on peut écrire :

'

3*
v
F! ——— B!
¥#* 3#*
w u
1t ¢ 1! ¢ 1P
n y n B n
#*

Soit (ei) la base de li, et posons :

On aura :

5 lg % < 1.
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Par ailleurs, la trace du diagramme est égale a

D'apres la remarque 2, on a

/p

* 3
(2 sup | <u” v

1/q
<R (v (x e .
;i P,q i

. 1
(§i>,ej>lp>

Alors

* o P
T Bj <u v (§j),ej:> < ¥ |5j| s?p | <u” v (ii),e‘_j > |
' 1/p' 1/p
< (¢ |g.|1P) (v sup|<:u*v*(§.),e.> | Py
j rE 7775
< R (v*),

P,q

ce qui acheéve la démonstration.

Remarque 4 : J'ignore si le théoreme 1 subsiste lorsque p €70,1[.
Si oui, cela fournit une réponse affirmative a une question de A. Pietsch
si u est p-sommant, et v g-sommant, avec 1/p+1/q > 1, le composé Vou

est-il O-sommant,

Remarque 5 : En employant la méme méthode que dans 1'exposé X, on peut
obtenir une généralisation vectorielle du théoreme 1 : si v est (p,r)-
sommant de E dans F, et si u est un opérateur linéaire p-approximable
de E' dans un espace Lp(Q,p,G), G Banach quelconque, u¢;v* est presque
borné de F' dans Aq(ﬂ,p,G).

Nous allons appliquer le théoreme 1 dans le cas de l'identité d'un espace

Corollaire : Soient E un espace de Banach, et q¢ > 1. Les conditions

suivantes sont équivalentes

a) Id, est (1,q9')-sommante [ce qui équivaut a dire que pour



XII.14

1
toute suite (xn) sommable dans E, on a I Hxn“q < © . ]

b) Id;, vérifie RI’(l

¢) Pour tout espace quasi normé G, et tout p € [0,q[ :
TT (E,G¢) = "TTA (E,G)
p q
d) Idy, vérifie Rp,q pour tout p € [0,q[.

Démonstration : a) © b) résulte directement du théoréme 1. D'apres la

proposition 1, (implication c¢) = a')), b) implique que
¥G¢ , T (E,e) =TIA (E,G)
1 q
Soit 9, tel que 1 < 9, < 4. On aura a fortiori

¥ G, TTl(E,G) = TT. (E,G).
94

D'aprés le théoréme d'extrapolation, exposé VI, théoreme 3,

on a alors
¥ pefo,1], T\';)(E,G) = Trl(E,G),

et Trl(E,G) = TTAq(E,G), ce qui démontre que b) = c). Pour finir, il

suffit de montrer que c) implique Rp,q(IdE') < o pour p > O, d'apres la
proposition 2. Cela résulte alors de la proposition 1 (implication a) = b)).
Enfin, d) = b) est trivial.

On sait qu'il existe des opérateurs (p,r)-sommants, p # r, qui
ne sont s-sommants pour aucune valeur finie de s. Il n'en est pas ainsi
lorsque l'espace de départ est un espace du type £m.

(Rappelons que E est du type £7 s'il existe A = 1 tel que pour tout sous-
espace de dimension finie E0 de E, il existe un sous-espace de dimension
finie E, de E, contenant Eo’ et tel que

1
d(El’ 1

i E1> < A, ef. [1]0)
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Proposition 5 : Scient E un espace de Banach du type ym, et p,q,r tels

que 1 < p < q < Tr < =

On a pour tout espace de Banach G :

E = T
ﬂ1,q( ,G) !p’q(E,G) c TT.(E,G.

Démonstration : Par une technique standard (cf. les raisonnements (1D,

on se raméne é mont rer que
T ( V ) < C PsqQ ) e V
p ’ q. 1 ( ’ 1 ’ q ( )

et nr(V) % c2(q,r) Kl,q(V)’

pour tout opérateur linéaire v de 1: (n quelconque) dans un espace de

Banach G.

Soit V'éyilz,G). Pour calculer = (v), nous devons majorer la
b

trace des diagrammes

ln —_— G

p' @
lm fL_j;__ lm
lull < 1, HW” <1 ; a diagonal, T la.lq' < 1.
i

I1 résudte de 1'exposé XI qu'il existe une constante Cl(p’q)

(pour p<gq |) telle que

1/q'
A (@ s C(pa) (¢ la]?
g a < C,(p,q s olag ) < Cl(p,q}.
0y N *
D'aprés le théoreme 1, on a R, q,(v )y = m q(v), donc d'apreés
la proposition 1 (¢ = a'), avec a = 1/35 ’
'
nl(ao wov) < 31+1/q ax L (ao w). 7y q(v)

s

1+1/q"
<3 Cl(p,q).n1 q(v)

’
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Mais d'apres le lemme 1, on a ul(aoWov) = Nl(aoWoV), donc
Tr(ao wovou) < Nl(aoWoVou) < |lull Nl(aoWoV)

]
< 31+1/q C1(p,q) n (v),

1,q

p 1+1/q'
ce qui démontre que =« (v) <3 c,( ) n (v).
q q P, q 1 P,q 1,q

’

La démonstration de la deuxiéme inégalité est identique : on

considére un diagramme

17— 17
m m

lall <1, IWll s 1, o diagonal, ¢ lo|™ s1,

et on raisonne comme précédemment, a partir de 1l'inégalité
A (@) c (¢, (x| l"')l/r'
7 q' a < ola,r z @, e

On trouvera l'énoncé de quelques résultats complémentaires
dans [3].
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