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XI.1

Soit (Q,Q0,p) un espace mesuré. On rappelle que Ap(Q,G,p) est
1'espace des fonctions f : Q 2 IR définies p-presque partout, mesurables

et vérifiant

sup yP plel lf(] > vy} < = .
y >0

Le cone ﬂi des fonctions de Young est 1'ensemble des fonctions &: [0, » [0, o[

croissantes, continues et nulles a l'origine et non identiquement nulles.

Définition : On note q#b le sous-cone des fonctions de Young de la forme
3 (x) = f(n 2P 1 w(dz) ou » est une mesure de masse totale finie et
» 0 X>z

non nulle sur J]0,=[.

- @V(x) 1
Propriétés : 1) On a f dx = = 9(]0,=[) < «.
0 xp-el P
 3(x)
Réciproquement une fonction de Young § veérifiant f épfl dx < « appartient
0 x

évidemment a q%p.

2) Soit %€ ’ypc Alors x - yP @(-;c;) appartient a “J’p et on a

P (X
=y el “ 8(x)
1 dx = I 1 dx
0 xp+ 0 xp+
q q q q
3) Les fonctions x 2 1 A X 1 , x — (x 2. 1)+ et x 2 x 1/\ 'S e

appartiennent a q*p si o = 4, > P >4, > 0.

4) On a

I

JoyP e | Ie] > y) vy = [ e (fe( D plaw) .
0

Donc, pour que f appartienne a Ap(Q,@,p), il faut et il suffit que

sup { I s(|£(w) ) p(dm)l %€ Qﬁ), : I 2%%% dx <1} < = .
0 X
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5) Soit %€ !Eipt Pour que f appartienne a Ap(Q,a,p), il faut
et il suffit que

sup P j ® (Iiggll) pldew) < = .

y >0
Démonstration : En effet, soit c tel que %(c¢c) > O. On a
[oe)
g(c) 1 < dlx) = [ 2P 1 w(dz)
CTx>c T &) X >z :
Donc
f
) (ey)® plu | el > eyd s ¥ [ o (1H2) utaw
c

cette derniere quantité valant I (yz)P piw | 1£(w ] > vz} v»(dz).

6) Sous les mémes hypothéses que 5) un critére équivalent

1

est
£
sup 2"P I 3 (l—é%ll) pldw) < o .
n€#&
Démonstration : En effet, soit y> 0. Il existe n€ Z tel que 2nsyg2n+

On a donc

yP [ @(!—1;%,“’—)) plde) < 2P 2°P [ 5 (Iﬂél’i)—l) p(dw)
2

7) Soit a4, < 1. Si P>a, la topologie de AP(Q,@,M) peut étre

définie par la q,-norme

q 1/p
sup Yy [I (lfiﬁl] 2t pldw) ]
y >0 y

(c'est une conséquence des propriétés 3) et 5)).

8) On peut préciser la propriété 4). On a

[N A T

P 3
@e’yp
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Démonstration : I1 est clair que A_ € rj L, (c'est la propriété 4)).
Posey °

Par ailleurs, soit f € r\ LQ. Soit % une mesure de masse totale finie
®€ Q}
P

et non nulle sur JO,o[.
[ee]

q
On pose V (x) = I yp 1/\(5)
w 0 Yy
v_(x)
On a q%)eﬁjp et :ql décroissante.

1 v(dy) (q1 > p)

Donc [ v, (e D) plaw) < = .
q
Donc y - yp I 1 /\|!!§&l| 1 p(dyw) est intégrable par toute mesure de
masse totale finie sur ]0,»[, donc est bornée sur J0,«[.
Ainsi f eAp (propriété 5)).

Remarque : Soit Lp

p-presque partout, mesurables et vérifiant

q(Q,O,p) 1'espace des fonctions f : Q » IR définies

o a/p 1/q
d
( .f IyP plo | 18] > vy 1] —yx) < o .
0
A_ n'est autre que L_ . On suppose q # p (car L = L_).

P P,® PP P
Soit 46b q le sous-cone des fonctions de Young de la forme
b

- P dz
\I/g(X) = J'O z0 1., g(z) -
. P
ou g est positif et I g(z2)3 Paz < «.
0

Si q € Jp,~[, on démontre exactement comme pour gq=  que

A L.
P,q

Si q € J0,pl, on voit aisément que
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Rappelons la définition des applications Ap-—sommantes (cf£.[4D).
On se placera pour simplifier dans le cas d'applications entre espaces de

Banach.

Définition : Soient E,F des espaces de Banach, T application linéaire

E - F, B boule unité de E'.

On dit que T est Ap—sommante si 4 d>0 tel que

¥m€E N ¥x1,,.,,xm€E -V-?\l,.,..,Km = 0
p M m
sup sup y T A, 1 <d % A,
E€B y>0 i=1 * |<xi’§>|>y i=1 !
p M m
= sup Yy DI W | T A,
y>0 i b x>y i-1 *
On dit que T est Ap-O sommante si ¥ b > 0 J d > 0 tel que
¥meE N -V-xl,...,meE ¥x1,...,xmzo
p U m
sup sup Yy DY W | <d ¢ A,
EE€EB y>0 i-1 * l<xi,§>|>y i=1 *
m
= T A, 1 <b T A,
i1 i l|Txi||>1 ic1 i

(naturellement, on peut se contenter de prendre b < 1).

On va montrer que ces deux notions ne sont pas distinctes.

Pour cela, onale

Lemme 1 : On se donne pour toute mesure p =2 O a support fini sur E

un nombre M(p) > 0 tel que

M(A p) = A M(p) ¥ 2 €0,
(1)
M(p+6x) = M(p) ¥ x€EE
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On suppose que (b € ]0,1[ et d > 0 étant donnés)

¥meN ¥ Xi,0.0,x €E ¥A,eer 20
tels que m n
M (.z xi éx.) < d z xi
i=1 1 i=1
m m
= ¥ A, 1 <b A,
jop b lTxgli>a izt
alors ¥ m€ NN -Vxl,.e.,meE -V?»l, ,XmZO

m
A

Z M Yexlls1 57
i=1 i

Si de plus, M(h () = yP M(p) ¥ yso  (2)

(hy est 1l'application x - yx et hy(p) 1'image directe de p par hy)’
alors ¥ m€é€ NN ¥ x

1,...,,meE -V"-?\l,;.a,)»mZO
m 1 m
;:3 151 M 1”Txi”>y =a M (151 M 6"1)
Démonstration : On a
m m
151 M 1”Txi” S 151 M
m m
> M (151 A 6xi) > d 1:;1 )‘i .
en particulier comme b < 1, on a
m m
Zp Mt Tl 2P Oy Ty g0
m Com
Donc M (151 Ki 1||Txi“ o1 éxi > d iE]_ )\i 1||Txi|| o1
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Or 1'hypothese (1) donne

m m
MOE A b)) = MOE A Nipy 51 8
i=1 i i=1 i
c'est donc le premier résultat.
Par ailleurs (2) entraine
m m m
P 1.p 1
y© £ oA sy M2 A, 8 ) = =M (3 A, 6 )
io1 WFX | >y d jo1 1 d i1 1%y

Corollaire : T Ap-sommante e T Ap—O sommante.

Démonstration : = est évident.

L'autre implication est une conséquence du lemme en remarquant que

M: p - sup sup yP pix | |<x,€5| > y} vérifie les hypotheses (1)
€ €B y>0

et (2) du lemme.

On se propose maintenant d'obtenir une condition nécessaire

pour que T : E - F soit Ap—sommante.

Le lemme précédent et les propriétés 3) et 5) permettent de traduire

1'hypothese sur T par : J a>0

¥meN -V-xl,e..,meE ¥x1,...,xmzo
m m <x.,E>
T A a sup sup 2"P % A, ® (| ——ii——l)
i=1 “Tx Ih>1< EEB neE# i=1 2"

. 1, 92
ou 8(x) = x /Ax ” avec = > q, >p >q, > 0.

Noter que ype(i) - 0O quand y - 0 et y - +o.
On a aussi

- O(—J \N et '—%— 9(%) ,}" (en x).

2

X
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Proposition 1 : Soient E,F des espaces de Banach et T : E - F une appli-

cation linéaire Ap-sommantef

Alors, il existe une loi de probabilité p sur B, une fonction mesurable

3 : Bx [0,o[ - [0,=f
(g;x) hd @(g,x)

vérifiant

1
—_ §(§,X) — 3(&,x) (en x)
x N ™ ﬂ

X

et [ ([ X g @ < -
B O xP*

telles que : ¥ x€E,

[ e(g,l<x,851) pa®) < 1 = Jrxll = 1.

i=1 2"

B
Démonstration : a) Les fonctions
m np <Xy

forment une famille convexe de fonctions conitnues sur le compact B x ZZ

et chacune d'elles a une valeur = 0.

Ce dernier point est 1'hypothése. Parailleurs, les valeurs
aux points (§,-») et (§,+x) sont déterminées par continuité.

La vérification de la continuité est sans difficulté.

b) Rappelons le lemme de minimax usuel dans ces questions
soit K un compact, C un convexe de fonctions réelles continues sur K,
chacune d'elles ayant une valeur = O,
Alors il existe une loi de probabilité p sur K qui est positive sur

tous les éléments de C.
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¢) Une loi de probabilité p sur B x 7Z est une suite

(p.) __ de mesures = O sur B telle que E_I pn(dg) = 1.
"neZ n€Z B

Donc, il existe des mesures = 0 (p_) telles que T p_(dE)
n n
n€ 7z n€Z B

et que ¥ me N ¥ x .,meE -F)\l,...,?»m > 0

17"

El

m np J_ l<xi,§>|
T AL 1 < a ¥ A, I 2 0(] ——— |) p_(4df).
i=1 * T xll>1 izt ‘nez B 2" n

On a, en particulier ¥ X€EE

np <x,8>
<a ¥ 2 IG(I-—-——n—l) un(dg).

1
T x|l > 1 né z B 2

Donc, ¥ x€E

2a x 2P [0 (J2XE2|) @) = 1 = rxlst.
né€z B 2

Soit p(d€) une loi de probabilité telle que By << B ¥ne Z.
On pose 2a pn(dg) = g(g§,n) p(ag). ‘
On a donc

' = e&n p@ad < =

B né€ Z
et [ oz 2"Pe(|ZXE2|) g(gn) pa®) 51 = lrxlls1 .
B né€ Z 2
On pose &(§,x) = y 2"P g (in) g(g,n) = f yF o (& w(ay)
n€ 7% 2 0 y
avec v = ¥ g(&,n) 6on -

La propriété 2) montre que x - 3(E,x) appartient a "93, et
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que

” 8(8,x) dx = 3 ( ® 6(x)
= g(g,n) [ dx.
IO xp+1 ne€ 72 0 xp+1

Le résultat s'ensuit.

Corollaire 1 : si p>1 et si E = C(K), on peut supposer que p est portée

par K (identifié a une partie de la boule unité de C'(K)).

Démonstration : Il existe a,,a2, > O tels que

17%2
n m <<xi,§>
sup sup 2"P ¢ Ay 8 (I———j;——l)
E€B n €z i=1 2
n m <x.,E8> .
< ay sup sup 2P T Xi (|———l;——-|- 1)
n € Z £ €B i=1 2
(car x - (x-1)"
est convexe) np m xi(t) -
< ay sup sup 2 PN Xi (| = |— 1)
n € ZZ t €K i=1 2
m x.(t)
< a, a, sup sup 2" 5 Ki 8 (|2 D)
t €K n € Z i=1 2"

Cela permet d'appliquer le lemme de minimax sur K X Z au lieu de B x ZZ.

On obtient ainsi le resultat.

Corollaire 2 : Soit T : E - F une application Ap—sommanten

Alors T se factorise de la fag¢on suivante

T
E > F
u \
\' 74 N T
C(B) S °
v w
Vv
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ou u, v sont les injections naturelles, ou S est un sous-espace fermé
de L(B,%,u) et w son injection dans L(B,%,p), ou T, est continue, ou
enfin L(B,%,u) est l'espace des fonctions f : B » IR définies p-presque

partout, mesurables et vérifiant

Ja>0 tel que J §(§,|£é§l|) p(ag) < «
B

¢ et p étant comme dans la proposition 1.

(On dit que L(B,%,pu) est un espace d'Orlicz non stationnaire).

Démonstration : immédiate

Remarque : On aura remarqué que la démonstration de la Proposition 1

s'applique aussi bien dans les deux cas suivants (cf. [1] et [2]).

1) T : E > F ou F est quasi normé et E est un e.v.t. a dual
quasi normé. Dans ce cas si B est la boule unité de E', on doit baser
*
la mesure p sur le compact B fermeture de B dans o(E*,E) (E* dual

algébrique de E).

2) T : E® G- F, E et F étant comme ci-dessus et G étant
(non complété)
un espace quasi normé. Dans ce cas T est supposée (Ap,G)-sommante, ce

qui signifie que : 3 d > O tel que

¥mE< N ¥x1,...,xm€E®G -V-Kl,...,?\mZO
p m m
sup sup y DI W | sEd I 2.
EEB y >0 i-p b lhexg 8 ollg>y i=1 *
p m m
=  sup yo Z A, 1 = XA,
y >0 jor b x>y T e

On voit que la démonstration reste ideﬂtique quitte a remplacer partout

| <xi,§>| par ||<xi,§ﬂur
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Le corollaire 1) reste valable si E = C(K), G espace de Banach

et F quasi normé.

Le corollaire 2) reste valable dans tous les cas quitte a
remplacer L(B,%,pu) par L(B,®,p; G), et Lx(B,u) par Lm(B,p; G) (en fait
Lo(B,u) ® G).

On a choisi dans Ap un module de définition "peu éloigné" de celu:
de Lp' On va voir une conséquence de ce choix (et étudier certains espaces

d‘Orlicz non stationnaires).

Proposition 2 : Soit E, F des espace de Banach, T : E = F une application

Ap—sommante, p>1.
On peut alors choisir 1l'espace de factorisation L(B,%,pu) de fagon qu'il

soit un espace de Banach réflexif.

Démonstration : On choisit 45 et q, de fagon que 1 < Ay <P < gy <=

La fonction & vérifie donc

1 1
—EI 8 (E,x) \N et —a; 8(g,x) /}ﬂ (en x)

X X
et ©
[ HEE a0 w@o <= .
B 0 X

On va montrer que L(B,%,p) est alors un espace de Banach réflexif.

La démonstration se fait en plusieurs points

1) LY(B,p) c L(B,®,u)

(noter qu'il aurait été préférable de le vérifier au corollaire 2).

Démonstration : La fonction ¥ : x - f $(g,x) p(dE) est croissante et
®w(x) ’
vérifie I WX)  4x. Elle est donc finie presque partout donc finie

0 xp+1

partout. Donc L(B,%,u) contient les constantes, c'est le résultat.
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2) On note LO(B,§,p) la fermeture de Lm(B,p) dans L(B,%,p).
on a L°(B,%,u) = L(B,8,p).

Démonstration : Soit a > 0, b > 0, soit f€ L(B,$,u). Il existe donc a' >0
tel que f §(§,|£é§l|) p(dg) < «.
B

q
Mais comme —%— 8(g,x) \fi , on a $(§,2x) =< 2 1 $(E,x).

1
X

On peut donc supposer que f $(g,2 |£é§l|) p(d€) < o .
B

Or il existe une suite f_ € L°(B,pu) telle que :

fn - f H pP-P. et lfn| = IfI

Par ailleurs

£(8) - £_(8)

a

£ (8)

a

8 (E, | 1.

Iy = (g2 |f(ai|) + 8(E,2 |

Donc, (par convergence dominée), il existe n tel que

£(8) - £ (8)
) pdg) < b .

I IEA

B

a

C'est le résultat.

(On rappelle qu'une base de voisinage dans L(B,%,p) est la famille des

fel [ Q(g,lf(aﬁl)p(dg) < b} ¥a,b>0).
B

3) Le dual de L(B,$,u) est inclus dans LO(B,p).

Démonstration : Le méme raisonnement qu'n 2) montre que les combinaisons

linéaires finies d'indicatrices sont denses dans L(B,&,u).
Soit, dorc, u une forme linéaire continue sur L(B,%,n), elle est déter-

minée par ses valeurs sur les indicatrices.
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Soit € >0, il existe donc a,b>0 tels que

I @(5,%) p(ag) < b = u(lA) < e .
A

or & - @(E,%) est intégrable, donc il existe c > O tel que
1
p(a) < c = I $(g,=) p(dg) <b = u(1,) < ¢
A a A

donc, il existe g€ LO(B,p) tel que

u(lA) = f g(€) u(dg) ¥ A mesurable.
A

Le résultat suit aisément.

' * . %
4) Le dual de L(B,%,p) est L(B,% ,p) ou & (€,x) = sup [xy-8(E,y)].
y >0

Démonstration : On va supposer que p est sans atome (le cas ou p a des atomes

s'y raméne aisément.)
Soit g un élément du dual de L(B,é,u).
Il existe donc b>0, d>0 tels que ¥ f¢ Lw(B,p,)

[ osg, e p@® = a = [ [£(8) g®] pa® =< »
B B

Or l'ensemble des couples (I e (E,|£(8)]) p(dg),f | £(€) g(g) | p(dg))
B B

pour £€ L(B,p) est convexe.

Pour le voir, on prend fl,f2€ Lm(B,p) et on considere la mesure

vectorielle

A > (e le 0D p@®), [ g 1,0 pap),
A A

J e g®] p@o, [ 11,08 e(®| nad)
A A

dont 1l'image est convexe.
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Donc, il existe a > O tel que ¥ f € Lw(B,p)

[ i ee)] p@a® - b = o (] (g, 1)} pag) - a3
B B

(C'est un résultat trés simple de séparation dans :mz, cf. [37, p. 85).

Donc, 4 a > O tel que

sup [ rlee B _eig, 501 uan < e
£€LY(B,p) B

c'est-a-dire f é*(§,|ﬁé§l|) p(dg) < o .
B

La réciproque est évidente.
@ *
5) L (B,p) < L(B,& ,p).

Démonstration : Il suffit de montrer que L(B,%,u) C Ll(B,E) ou E(dé) est la
mesure $(€,1) p(dg).

q
En effet, on a ¢(g,x) = &§(E,1) x s $(€,1)x ¥ x

1\
-

Donc

~ *
L7(B,p) < L(B,% ,p)

Or les fonctions & - ¥(§,x) ont toutes méme support et on doit supposer

que c'est le support de p. (Ce qui revient a séparer L(B,&,u)).

Donc
LY(B,p) = L7(B,p).
C'est le résultat.
*
6) L°(B,% ,u) = L(B,%,p).
¢ (€,%)
Démonstration : On va montrer que ———-%5— \\EAOﬁ g! est 1'indice conjugué
a5 2
X

de 4y Cela entrainera alors le résultat comme en 2).
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Soit donc A =1 et x > O.

On a
8 (€, %)

sup [A xy - 8(§,y)]
y >0

= sup Xy - @(g,%)
y >0

3 (E,x)
Or q2 //;1

x
Donc
* 1
8" (E,Ax) = sup [xy - — &(§,y)]
y >0 qu
1 e
=g, sw [» " xy - 8(E,y).
2\ 2 y >0
Donc q
* *
37(g,x) = —(11— 87 (E,% 2x).
A 2
q2_1
Posant A' = A et x' = Ax, on trouve
* 45
e¥(g,arx) = A 2 eT(g,x"),

ce qui est le résultat.
*
7) Le dual de L(B,% ,u) est L(B,%,p).

Démonstration : On trouve en fait comme en 4) que le dual de L(B,Q*,p)
- . T * * By -_—
est L(B,&,u) ou & = (8°) . Il reste donc a comparer & et &.

D'abord il est classique (et immédiat) que & est la régularisée convexe

(a E fixé) de &. Donc &(E,x) = &(E,x) ¥ x,E
Par ailleurs, on a % ®(g,x) ///-4 (en x).
Posons ®(E,x) = x h(g,x) avec h(g,x) —T

Donc zh(i,g) < % h(§,%) + zh(E,2) ¥ x,z > O.
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Posons y - h(g,%). On a donc que ¥ x, 3y tel que ¥ z
Xy - % h(§,§) = zy - zh(E,2)

*
Donc ¥ x, 4y tel que xy - % é(g’%) = ¢ (§,y).

Donc ¥ x, on a ¢(§,x) = %-@(E,%).
Donc

L(B,%,u) = L(B,%,pn).

Comme de plus % est convexe, L(B,%,u) est un espace de Banach et la

proposition est démontrée.

Remarques : 1) La propositon 2 permet (comme dans le cas classique des

applications p-sommantes) de montrer sans hypotheése d'approximation

qu'une application A _-sommante de E dans F est Ap-radonifiante de E dans F.

(Méme démonstration que dans [5]).

2) Le point 2) de la démonstration de la proposition 2
montre que,si E = C(K) et si p > 1,la factorisation du corollaire 2 de
la proposition 1 se réduit a

C(K)—— L(X,%,p) ——= F

puisqu'alors C(K) est dense dans L(K,%,p) et donc que S = L(K,%,pn).

On va maintenant rechercher des exemples d'application Ap-

sommante et des conditions suffisantes.

Proposition 3 : Soit Q,C,p un espace mesuré de masse totale finie.

Soit & une fonction mesurable de Q x [0,«[ dans [0,=[ vérifiant
¥wenqn x - §(w,x) est un élément de CE}.et

® g (w,x)
[ ==t ax o oplaw) < e (i).
o 1 xP
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On sait qu'alors L®(Q,p) < L(Q,8,p), (cela a été démontré en 1) dans
la démonstration, de la proposition 2).

Soit E un e.v.t. a dual quasi normé.

Soit F un e.v.t. quasi normé.

Soit T une application linéaire E - F.

On suppose que T factorise de la fagon suivante

T

\/

' M)

e

L(Q,%,p)

F

s

<0
<——5<—Fﬂ

ou u est continue, v est l'injection naturelle, ou S est un sous-espace
fermé de L(Q,%,u) et w son injection dans L(Q,8,u), ou T est continue.

Alors, T est Ap-sommante de E dans F.

Démonstration : 1) Il est clair qu'on peut remplacer sans changer L(Q,%,u)
ni sortir des hypothéses la fonction 8(w,x) par I &(w,2™) 1 . .
n€ z 2" e x = 2"

L'hypothése (i) devient .lors

27"P 5 (w,2M) pldw) < = .

Soit j-l 1'isomorphisme d'algebres de C(K) - Lw(Q,p), (K étant 1'espace
des caractéres de L%(Q,p)).

. . .—1 ~o
L'application h - I j "h(w) p(dw) se prolonge en une mesure p sur K

de méme masse que H.
j étant positif se prolonge en un homomorphisme d'algébres de Ib(Q,p) - LO(K,;5
commutant avec la composition des fonctions boréliennes R - IR et véri-

fiant [ £(t) p(dt) = [ j £(o) plaw) ¥ £=o0 .
K 0

On pose alors &(t,x) = T j&(.,2" () 1
n€ 72 2"sx < 2

On a donc

T(t,2™ = §8(.,2™ (¢).
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Donc
27"P F(¢,2™) hat) < o .

[

z
n=0

lad

Donc ¢ satisfait & (i) relativement & p.

Par ailleurs,

1}

T j8C.,2MH) 1

B(t, i) .
n€z 2" < |je) ] < 2™

1

jeC., e,

Donc j est une isométrie de L(Q,%,u) dans L(K,?,:).
On peut donc remplacer dans la factorisation L7(Q,p) par C(K) et L(Q,8,u))
par L(K,%,p).

C'est ce que l'on va supposer dans la suite.

2) La factorisation se traduit donc ainsi

I1 existe b > 0, d > O tels que ¥ x€E :

[ T, lux®)hpat)y = a > frxllsb .

K
Donc 1 <= L [ ¥, luxe)])) Wat).
ITx|| > b d % ¢
Posant g(t,u) = ;kt,2n+1) - Q(t,2n), on peut écrire
T(t,x) = Z g(t,n) 1 0
n€ 7 x>2
La condition (i) se traduit par :
~ k
[ #(t,2% upat) < ¥k€ 2z
K
et Jooz 2P g(t,u) ) < » ¥k€ Z .
n =k
On a donc : ¥ x€E
1 -np n ~
1 <=z o2 (t,n) 2"P 1 at
ITx||>b~ d {( nE z git, |ux(t).|>2¥l plat)
1 Y k, ~ - ~
=< [ %29 Wty « [ £ 27 g(t,u) 2"Py p(dt) -

K K n=k juxt®)| >2™
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On choisit k de fagon que | 3(t,2k) p(dt) < d et on trouve
K

E ’

1 1 -np np ~
1WPxH >b=2 73 L. E Kk 2 glt,n) 2 1|ux(t)| >2n plde)
Soit m € NN, Xy .,xm € E, xl,..a,xm > 0, on a donc
m 1 2 1 n np np
T oA, 1 I <= ¥ A, +—L y(y 2P, 1 )27 Fe(t,w F(di
joq 1 foi“>b 2 joq 1 d nsk i-1 i |uxi(t)| 5 ot
1 0 o m np
<35 T Ki-FH sup sup > 2 A, 1
i=1 teXK nxk i=1 Pofux ()] > 2"
(a = I 5 27 e(t,n) F(at)).
n =2 k
t t ,
Or |uxi(t)| = |<:xi, u e, > |. Posant B=|| ul/, on trouve
m m m
1 a p
b K 1 < = SOA. + = sup sup y by K 1
2y th Ispb =72 o1 1T ey 50 2 ||3<x JES | >y

ce qui établit la proposition.

Remarque : Il est en fait inutile de supposer p(Q) < ©». En effet, soit p
tel que p(Q) = = et & : (w,x) - 3(w,x).
Soit g tel que j glw) pldp) < », g >0 pps.

Q

On pose alors pl(dm) = g(lw) pldw) et Ql(m,x) :'Efzy ¢ (w,x),

on a alors

pl(Q) < @ , 'J(Q) = © , L(Q, @,IJ) = L(Q, @1"-11)
® e 3, (w,x)
[ e e paw - 7 () A a0k (dw
0 <P ?2 1 xp+1 1
Corollaire : Le résultat de la proposition 3 vaut encore si on ne fait

aucune hypothese sur [ (f ——ﬁL&l dx) p(dyp) mais que v est un opéra-
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teur de multiplication par une fonction h vérifiant

o P © 8 (w,x)
‘h |h(w) | (ﬂh(w)l —;;fT— dx) p(dy) < =

et h € L(Q,%,n).

Démonstration : On factorise l'application v : f - hf de Lm(Q,p) dans

L(Q, %,u) de la fagon suivante

Vv Vv
L2(q,p) ——> {f |hf € L(Q, 8,p)} = G —25 L(Q, 8,0

ou v, est 1'injection naturelle et v,
d'ailleurs une isométrie de G dans L(Q, &,un)).
Posons Ql(w,X) = 8(w, |h(w | x) .

On a

la multiplication par h (qui est

£€6 © Ja>0 tel que [ #(u, | hlw) f(w)l)p(dw) < ®

® Ja >0 tel que ) (w,|f(w)‘) pldw) < o .
1 a

Donc G = L(Q,@l,p). De plus

Ql(w,x)

o )
[ ax) plde) = |h(w) [P 20X gy p(dg) < = .
0 & xP r J‘h o) | xP+i v

On est ramené aux conditions de la proposition 3.

Exemple : Soit q € Ip,=] et a Elp. Alors l'application diagonale

© a . . “g .
1 ______€> 1 satisfait aux conditions du corollaire et est donc A -
q P

sommante.

Démonstration : En effet, 1q peut étre défini par &(x) = 1,\xq et

B = Z 6.0
ienN *t
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tact eaedi o §(x)
On a ¢ € “}p c'est~-a-dire ‘% xp+1 dx < o« .
Donc 5 Iallp fm ééf; dx < «, c'est le résultat
i € IN 0 x

(si q = =, 1,\xoo =1 ).

Remarque : La démonstration du corollaire montre quen réalite

F o n(o [P (J’ 2wX) gy p(de) < = = heEL(Q,8,p).
. |h( | p+1
2 (1) X
Proposition 4 : Soit (Q,0,n) un espace mesuré sans atome et soit p > 1.

Soit & : (w,x) - &(w,x) telle que x - 3(yw,x) appartient a ﬁi ¥y .

On suppose que L(Q, &,u) est quasi normé, contient Lw(Q,p) et que 1l'injection
pPp

Lm(Q,p) - L(Q, %,u) est Ap-sommante(

Alors f (f Eiﬂiﬁ— dx) p(de) < o .
Démonstration : 1) On suppose p de masse totale = 1, (car on sait qu'on

peut toujours s'y ramener).

Utilisant 1'homomorphisme d'algébre de la proposition 3, on peut supposer
que ( = K compact et remplacer > par C(K).

Comme on l1'a remarqué apres la proposition 2, 1'injection de C(K) dans

L(K,%,u) =c factorise ainsi

Vo

v
C(K) ____E___), L(K,@l,pl) — =% L(K,3,p

vy est l'injection naturelle, de méme que vye v,

Donc L(K, 3% ) < L(K,3,u).
@1(t x)

De plus, on a L Qr dx) pl(dt) < = et p, est sans atome.

17 M1

TR
2

D'autre part, quitte a remplacer p et K, par et a changer % et 3,

en couséquence, on peut supposer p = Hqe
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I1 faut noter que ces changements successifs de mesure n'alterent pas les

quantités du type [ (Im gi%f%l dx) p(dw) ni la non-atomicité.
0 1 X

2) On va montrer que si p est sans atome
L°(K,p)  © LK, 8,,») € LK, 3,pu
® Jc GI}(p) et a,a > 0 tels que ¥ (t,x) €K x [0,o[
X
8(t,x) < a Ql(t,;) + c(t)

Démonstration : L'hypothese se traduit ainsi (par le graphe fermé), il
existe a,b,d > O tels que : ¥f € L™ (K,p)

{( él(t,l—f-(-:—)l) p(dt) € b = L 8(t,|£(t)|) plat) < a .

On en tire (comme en 4) de la proposition 2) yu'il existe a > O tel que

L[é(t,lf(t)l) - a Ql(t,l%)-l)] p(dt) < d - ab

On en tire (par un choix approprié de f) que

c(t) = [ sup (8(t,x) - a 8, (t —))]
x>0

est p-intégrable. Ce qui est le résultat.

3) On peut maintenant démontrer la proposition
on a en effet
X
t @1(t,—)

——i—d)(dt)_ (f° ——2a.
L4 waw < L T




Remarque :
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Dans le cas ou p est sans atome et ou p -~ 1, on a donc carac-

térisé completement (a 1'aide aussi du corollaire) les opérateurs de multi-

jee] . s
plication par une fonction " L(P 1) - L(7, ,u) quasi normé qui sont
dy

Ap—sommants.
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