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Si (Q,"@,n) est un espace mesuré (la mesure p n'étant pas né-

cessairement finie)

poserons

et si f est une fonction réelle p-mesurable, nous

A (£, = sup e (p [ l£l>c3)¥P, pedo, el
p c >0

On notera

Ap(Q,Tf,p) l'espace vectoriel des fonctions mesurables

réelles f telles que Ap(f,p)< ©,

Par exemple, lorsque Q= N, p=% 6n , l'espace Ap associé est

un espace de suites

tement qu'une suite

. * 0,
ou |cnl déesigne la

Dans tous
1'espace LP(Q,€,p)

Lorsque p

numérigues que nous noterons Xp. On vérifie immédia-

numérique (cn) appartient a Xp si et seulement si

suite réarrangée décroissante associée a la suite (lcnl).

les cas (c'est-a-dire indépendamment de la masse de p),
est contenu dans A_(Q,%,pn) et A (£f,p) < |Ifll .
P P P

est une probabilité, et p<q, on a

Aq(Q,'L?,p) c P,B,w

avec plus précisément

1/p
. . A
el o GIo AW

(Au contraire, on a Kq c 1P 1orsque q<p).

Dans la suite, nous désignerons par J(t) la fonction définie

sur IR par

J(t) =0

si|t] <1, J() =1 si |t| > 1



En utilisant J, on peut écrire

1/p
A (f,p) = sup e ([a @& aw
p c >0 ¢

1. Applications Ap-sommantes.

Si E est un espace de Banach, (xi) une suite d'éléments de E
et p € ]0,+=[, on posera
|<X.,§>| 1/p

A ((x)) = sup {c (za(————» ;i c>0, [l

g <11}

. . *
Nous dirons que la suite est scalairement kp si Kp((xi)) est fini.

On posera par ailleurs, si (yi) est une suite d'éléments d'un espace

quasi-normé F :

() = vl

Nous dirons qu'un opérateur linéaire continu u d'un espace de
Banach E dans un espace quasi-normé F est'xp-sommant, O<p< +», g'il
existe une constante C telle que 1l'on ait pour toute suite finie (x

d'éléments de E

1,...,xn)

#
Kp((u(xi))) < C Ap((xi)).
La plus petite constante C telle que la propriété ci-dessus
soit réalisée sera notée nkp(u). On notera TTAp(E,F) l'espace des opérateurs

lp-sommants de E dans F.

Nous allons donner un exemple simple, mais important:

Proposition 1 : Soit a un opérateur diagonal de 1% dans €y défini par
une suite aelp, O0<p< =.
L'opérateur a est Xp-sommant, avec

1/p
n?\p(u) < (% lai|p)



Démonstration : Soit (xi) une suite d'éléments de 1°. Nous noterons xi(n)

la nieme coordonnée de Xis et (en) la base canonique de l1 (xi(n)z <xi’en>)'

Soit ¢ >0 donné. On a

”a(xi)H
P v J(———E———) = cP Card{i ; sup |an xi(n)l > ¢}
i n

< Py Card{i ; |an xi(n)‘ >c}
n

= cP E Card{i ; |<:xi,en:>| > TgiT}
la | k*((x.)) P
< Py (2 g =)
n

_ P #* P
= (E Ianl ) (xp((xi>>> ,

d'ou le résultat.

Comme dans 1l'exposeé nOI, on peut introduire une notion d'opéra-
teur (Kp,G)—sommant : si E et G sont deux espaces de Banach, et (zi) une

suite d'éléments de E ® G, on posera

A gz = sup () (B(z) 5 lEllg, s 1)

’

(noter que §(zi) € G).

Si u est un opérateur linéaire de E®G dans un espace quasi-
normé F, on dira que u est (KP,G)—sommant s'il existe une constante C

telle que 1l'on ait pour toute suite (zi) d'éléments de EQG :

I*
Kp((u(zi))) < C KP,G((zi)) ,

et la plus petite constante C sera notée nlp G(u).
b



On a par la méme démonstration que précédemment

Proposition 1 bis : Soit a un opérateur diagonal de 1% dans C,s défini

par une suite a EIP. L'opérateur a = a®Id est (lp,G)-sommant de 1w®G
dans co(G), avec

1/p

~ P
Mm@ s (3 la, 1P

On a la propriété évidente suivante : si u est (Xp,G)-sommant
de E®G dans F, si u, est un opérateur linéaire continu d'un espace de
Banach E1 dans E, et u, un opérateur linéaire continu de F dans un espace

quasi-normé Fi, uyou aii'l (ou 'ﬁ'l = u1®Id’ est(A_,G)-sommant de E, ®G

1

dans F,, avec ﬂp,G(uz" uou) =< gl flu,ll nXP’G(u)-

Nous allons maintenant voir comment la propriété d'opérateur

(A_,G)-sommant se traduit sur les probabilités a support fini.
Si p est une probabilité sur un espace normé, nous poserons :

A () = sup c (p { lIxll >C})1/p
p c >0

Si A est une probabilité cylindrique sur un espace de Banach E,

ou A' une probabilité G-cylindrique sur E ® G, (cf. exposé nOI), nous pose-

rons :
*
Ap(?») = sup { Ap(g(?»)) ; ||§||E, < 1}
3*
Ap’G(X') = sup {Ap(§(7x)) ;o N8llg, <1} .
Proposition 2 : Soit u un opérateur (Xp,G)—sommant de E®G dans F.

On a pour toute probabilité A a support fini sur E®G :

*
/\p(u(7\)) < ”)‘p,G(u) Ap,G(M .



Démonstration : En utilisant un argument de continuité, on se ramene
. . i
au cas ou A = ¥ )‘i 6zi, z, €EE®G et )\i rationnel. Posons ?\i:—a-, P q€ N:
P, Hu(zi)H 1/p
A (u(d)) = sup ¢ (¢ —J (___E—__))
P c >0 i 4

Hu(q—l/pziH 1/p
3 ))

sup d (% p, J (
d >0 i

Si on considere la suite (yj) dans EQG définie par :

-1/p -1/p -1/p -1/p
q PR z,, q Zgyeresd 2oy se ettt oaeenes ,
N ~ U - 2
Py fois Py fois
on voit que
A A)) = A .
p(u( p(u(yJ)),
%* %*
et de méme : Ap,G(K) = xp,G (yj)).

On conclut aisément.

2. Sur les égalités TTAq = 11;.

Soient E et G deux espaces de Banach, u un opérateur linéaire
continu de E' dans Lp(Q,p,G): O0< p< . Désignons par A la probabilite
G-cylindrique sur E®G définie par u (exposé n°I, $3). Nous dirons que u
est p-approximable s'il existe un filtre (xj) de probabilités a support

fini sur E®G tel que

1) ¥ 51,...,§n EE', (§1,...,§3(hj) converge vers (§1,...,§n)(x)

étroitement sur R" ®G ,

* *
2) ¥ 3, HKij’G < “x“p,G = |lull ' (exposé n°II, lemme 1).

p étant une probabiliteé.



Lorsque E' vérifie 1'hypothese d'approximation métrique, tout
opérateur linéaire continu de E' dans Lp(Q,p,G) est p-approximable. Tout
d'abord, d'apres un résultat de S. Simmons, le couple (E,E') vérifie
1'hypothése d'approximation métrique au sens de ([27], exposé 5,%84).

Cela permet d'approcher A par des mesures de Radon (Aj) sur E®G, telles
* *
ue [l < Al our tout j.
q Il i'p p P J
On se ramene ensuite a des mesures a support fini, car le

poids Ap vérfie la propriété de la proposition (V,5,1) de [2].

Nous utiliserons la propriété suivante, qui sera démontrée
dans le prochain exposé : soient p et q tels que O<p<gq. Un opérateur
(A ,G)-sommant est a fortiori (q,G)-sommant, et un opérateur (p,G)-sommant

est (hq,G)—sommant. Symboliquement

c TTA c TT .
rrp’G q,G q,G

Proposition 3 : Soient E et G deux espaces de Banach, p,q tels que

O<p<qg<®, et C une constante.
Considérons les assertions
a) Pour tout espace quasi-normé F, et pour tout opérateur v

A -sommant de E®G dans F, on a

q,G
(v) < C =\ (v)
RPaG q,G
b) Pour toute suite § = (§1,...,§n) d'éléments de E', on a
q 1/q
np,G(vg,G) < C (§ g, 1™
ou Ve g désigne 1l'opérateur de E®G dans 1:(G) défini par
b
ve ol®) = (<285, 4 4

c) Pour tout opérateur p-approximable u de E' dans un espace

LP(Q,p,G): et pour toute suite (§1,...,§n) d'éléments de E', on a :

p étant une probabilite.



1/p 1/4q
¢ J (sup la (&) (DY dplw)) < ¢l (2 g, 1%

d) Pour tout espace quasi-normé F et pour tout opérateur v

A -sommant de E®G dans F, on a :
q,
1/p+ 1/q
n (v) < C A (v).
PG 3 q,G
On a les implications :
a) = b) = ¢) = 4d).
Démonstration : Notons tout d'abord qu'un opérateur Ve G admet la
b
factorisation :
EQG ——> 1° 86 —> 1°(6)
. §1 gn .
ou le premier opérateur est VE;G, T =( EIH ,...,ﬂE;n), et ou le second
est de la forme a ® Id, a étant 1l'opérateur diagonal défini par la suite
(Iig, I«

D'aprés la propostion 1 bis, et la propriété d4' "idéal"

nA (v

q 1/q
4,6 §,G) < (? HéiH ),

ce qui permet de vérifier immédiatement a) = b).

Montrons que b) = c). Supposons b) réalisée, et soient u un opérateur
linéaire continu p-approximable de E' dans Lp(Q,p,G), A la probabilité
G-cylindrique définie par u, et ()\J.) un filtre de probabilités a support
fini vérifiant les propriétés 1) et 2) indiquées ci-dessus.

Soit, d'autre part, § = (§1,...,§n) une suite finie d'éléments de E'.
On a pour chaque indice j

3* 1/q 3
’ q
hvg’G(xj)Hp < “p,G(vg,G) ij“p s ¢ (z lig; I ”x“p

1

1/q
= C |lull (z H%illq)
i



Lorsque j — « dans le filtre, vg G(Kj) converge étroitement
’

vers Vg G(7\) sur l:(G) d'apres la condition 1). D'autre part, v - |lv]
b

est sci pour la topologie étroite, donc

v

q 1/q
(x)Hp < C lull (z H%iH )

£, G :

Considérons la probabilité v sur 1:(G), image de p par
w — (u(§1)(w), . --,u(gn)(w))-
On voit facilement que v = vg G(X).
b
D'aprés la définition de 1'image d'une probabilité G-cylindrique (exposé I,

83), v (L) est égale a la projection de A sur E/V_l(o) (noter que
’UE,G 3

= v, ® Id). D'apres la construction de A a partir de u (exposé I, §3),

Ve, T €

il est clair que v = vg G(7»). Alors :
b

p 1/p q 1/q
(I( sup Hu(xi)(w)”G) dp(w)) = va’G(K)Hp < C llull (¢ HgiH ) »

ce qui démontre b) = c).

Pour montrer ¢) = d), nous utiliserons le lemme suivant
Lemme : Soit v un opérateur linéaire de E ® G dans F, tel qu'il existe
a:e]O,l[ et P 2 0 tels que 1l'on ait pour toute probabilité A a support

fini sur E ® G

3
Ja(V(X)) < P ”x”p,G ;

On a alors

P (v) <
p,G e

Démonstration : Soit (zi) une suite finie d'éléments de E ® G, telle que

bX Hu(Zi)“p = 1, et que u(z,) # O pour chaque i (le lecteur vérifiera que

cette restriction est sans importance).



Considérons la probabilité a support fini A définie par :

A= ¥ Ilv(zi)llp 5
i Zi/”V(Zi)”

Cn voit que 1'image v(A) est portée par la sphere unité de F,

donc

J (W) = 1.
a

Alors

1/p
(z lv(z,) 1P SN CORNPI HMI:

» G

2z, 1/p

1]

e sup (2 [v(z)IP [« —— ,8> %)
lIgll < 1 vz )|l

¥*
o izl &

ce qui démontre le lemme.

Montrons que c) = d). Nous utiliserons le théoreme de Nikishin
de 1'exposé n®IV. Soit v un opérateur linéaire (Kq,G)-sommant de E ® G
dans un espace quasi-normé F quelconque. Soit A une probabilité a support
fini sur E ® G. Représentons A par un opérateur linéaire continu u de E'
dans un espace Lp(Q,p,G). Cet opérateur sera trivialement p-approximable,

et on aura d'apres c), pour toute suite finie (§1,...,§n) cE!'

A

( (g () I, dp(w)) s 32/P( [ ( la(E.) () 1l ) Pap( ))1/p
J1/3 sup |lu €i w) llg s dplw sup [lu(8.) (w)ll ) dp(w

1/q

(%)

¢ 3P Jlull(z llg, 119

"

1/q
LRt NWWONTENTS



D'aprés le théoreme de Nikishin (exposé IV), il existe une partie

' € Q, telle que p(Q-Q') < 1/3, et

\ < o3P ¥
¥ EEE', Aq(u(é)xQ,,p) <C3 HMIP’G IEll

L'opérateur u' de E' dans LP(Q',XQ,p,G) définit une mesure

G-cylindrique A', de masse p(Q'), telle que
3 1/p ¥*
A '
an < o3Pk,

q,G

et on voit immédiatement que A' est en fait une mesure a support fini,
donc d'apres la proposition 2 (encore valable pour des mesures a support

fini de masse quelconque)

, * 1/p %*
Aq(v(x )) = n?\q G(v) Aq(x') < C3 n?xq,G(v) Ilelp,G.

’

On aura alors, si R est une constante quelconque

A {z€E ®G; lv(z)/[>R} < 1/3+\' {z€E ® G; [Iv(2)]l > R}
< 1/3 + & c 31/ (v) Il )q
: R q,G p,G

c 31/p+1/q

*
Posons R = nxq’G(v) HKHP’G ; on aura

rA{zeE®G; [v(2)]l >R} < 2/3,

soit
1/p+1/q %
J2/3(V(K)) < C3 . nxq’G(v) HKLP’G
ce qui implique que np G(v) <C 31/p+1/q nxq G(v) d'apres le lemme, et
b ,



acheve la démonstration.

Théoreme : Soient E un espace de Banach, et p,q deux nombres réels tels

que 0 < p < q < » . Les conditions suivantes sont équivalentes

a) Il existe une constante C telle que 1l'on ait pour tout
espace quasi-normé F, et pour tout opérateur linéaire v Xq-sommant de E

dans F :
7 (v) < C an (v)
p q

b) Il existe une constante C telle que l'on ait pour tout espace
de Banach G, tout espace quasi-normé F, et pour tout opérateur linéaire

v (kq,G)-sommant de E ® G dans F :

np’G(v) < nxq’G(v).

Démonstration : b) = a) est trivial (prendre G= R ). Pour montrer que

a = b), on va raisonner sur la condition b) de la proposition 3. Supposons
a) réalisée, et soit & = (51,...,§n) une suite finie d'éléments de E'.

On a vu que

q 1/q
nkq(vg) < (? HgiH ) ’

donc, d'apres a)
q 1/q
AR RGN

Maintenant 1'opérateur Vg

© @
vg ® Id, et ln(G) = 1n f G.

g 9¢ E ® G dans 17(G) est égal a
, n
D'apres la proposition 2, exposé nOI, on a

( q 1/q
G V%,G) < ”p(vg) < C (% H%iH )



X.12

ce qui démontre le théoréme d'aprés la proposition 3. (b = ¢c) = d)).

Remarque : Les Kq-sommants sont bien adaptés au théoreme précédent.

L'énoncé analogue pour des inégalités np(v) < nq(v) serait faux pour q = 2.

I1 reste cependant vrai pour q< 2, mais par un argument tres indirect.

C'est ce résultat qui a été utilisé dans l'exposé VI, théoreme 2 :

Corollaire : Soient E un espace de Banach, et p,q tels que O<p<qc< 2.

On suppose que TT;(E,F) = 11;(E,F) pour tout espace quasi-normé F.

I1 existe une constante C telle que l'on ait pour tout espace de Banach G,
tout espace quasi -normé F et tout opérateur linéaire v (q,G)-sommant

de E ® G dans F

Démonstration : Puisque l'on a g< 2, il existe d'apres ([1], exposé XXII,

corollaire 3) un réel q' tel que g<q'<2, et tel que 1'on ait encore
¥ F, TV _(E,F) = TT_ ,(E,F).
p q
On aura alors, a fortiori

¥ F, TV (E,F) =TTA ,(E,F) (car TTA_, <« TT,) .
p q q q

Par une technique classique, on se raméne a l'énoncé de la
condition a) du théoreme précédent.
D'aprés ce théoreme,il existe une constante C telle que l'on ait pour

tout opérateur (X¢,G)—sommant de E ® G dans F :

np,G(v) < C nlq,’G(v).

Pour conclure, il suffit maintenant de savoir que pour q<gq',
il existe une constante K(q,q') telle que

A (v) < K(q,q') = (v),

qQ',G p,G



X.13

ce qui sera vu dans l'exposé suivant.

3#
3*

(1] Séminaire Maurey-Schwartz 1972/1973.

[2] Séminaire Laurent Schwartz 1969/1970.
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