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VII.1

§ 1. LA TRANSFORMATION Tp, 0 <p=s2

Soient E un elcs & dual quasi-normé et A une probabilité
cylindrique de type p sur E, 0 < p € 2. Considérons la fonction Fx sur
E' définie par

F (&) = llgr = JIe[® a(e(n) (v)

La fonction Fx est continue sur E', et elle est de type

négatif (cf exposé V). Pour montrer que F. est de type négatif, il suffit

A
de le montrer sur tout sous-espace de dimension finie de E'. Or tout
sous-espace de dimension finie de E' est de la forme No, ou N est un
sous-espace fermé de codimension finie de E. Soit KN la projection

de A sur E/N. On a, en identifiant N° au dual de E/N :

0 up S
¥ e X%, g = [ [<y,e>]Parg(y)
I E/N
Par conséquent F, est de type négatif sur N® comme intégrale
des fonctions de type négatif & - l<y,§>|p (cf V, § 1), donc finalement

F, est de type négatif sur E'.

A
ey}
est donc continue et de type positif.

La fonction e
I1 existe donc d'apres 1l'exposé I, théoreme 1, une probabilité cylindri-

que sur E, que nous noterons rp(x), telle que

e |P
SFp(x)(g) = e Hp

Proposition 1 : Soient E un elcs a dual quasi-normé, et A une proba-

bilité cylindrique de type p sur E, 0 < p < 2,

a) ¥E € E! g(rp(x)) = Hg(x)“p.yp (cf V, théoreme 1)

*
En particulier, pour tout réel q tel que - 1 < q <p , on a :

¥E € E', Hg(rp(x))Hq = Hyqu. Hg(x)Hp

b) Soient F un autre elcs a dual quasi-normé, et u un opérateur linéaire
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de E dans F. On a :

u(rp(x)) = rp(u(x))

Démonstration : Pour montrer a), on remarque comme dans (V, théoreme 1)

que

-(Itlﬂg(x)Hp)p

s(g(rp(x)))(t) =5 rp(x)(tg) = e = a(Hg(x)Hp.vp)(t)

Pour montrer b), on a simplement

e IE -lFa(e) (P

5(r (a(A)))(8) = e - - g, () ("u(8))

3(u(rp(x)))(g).

§ 2. ESPACES DE COTYPE p, 0 < p < 2.

Soit E un elcs bitopologique (II,(1,2)), & dual quasi-normé.
Nous dirons que E est de cotype p, 0 < p s 2, s'il existe une constante
#* *
C et un réel q, 0 < g < p tels que l'on ait pour toute probabilité A

a support fini sur E :

(1) Il = c®llr, (W

Nous allons traduire la relation (1) sous une forme un peu
différente. Nous appellerons suite stable d'ordre p toute suite (fl"°"fn)
de variables aléatoires indépendantes sur un espace de probabilité (Q,P),

suivant la loi yp.

n
Soit alors A = X A,6  wune probabilité a support fini sur E.

i=1 i
Posons y; = Ki/p,xi. On a :
_ py1/p
Inl, = (Sl )
Soit (fl,.,.,fn) une suite stable d'ordre p sur un espace de probabilité

(Q,P). Considérons la variable aléatoire X & valeurs dans E définie par

X =2 y.f.. Soit v la loi de X. Puisque les (f.) sont indépendantes, on a
ivi 4 i P
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.]T_|<yi,tg>|p - Th, |<xi,§>[p
e

= €

= e P _
= g(rp(x))(s'),

On a donc v = rp(x), d'ou :

Im, 0l = (flzy ¢ (@) [9ap(w)) M/

La relation (1) est donc équivalente & la suivante : pour
toute suite finie (yl,...,yn) d'éléments de E et toute suite (fl""’fn)

stable d'ordre p sur un espace de probabilité (Q,P), on a :

(20 (slly, Y7 < ¢*(fllzy, e, (w)[[9ap(w)) ¥/

Par ailleurs la relation (2) garde un sens lorsque E est
quasi-normé quelconque. Nous dirons donc qu'un espace quasi-normé E est

de cotype p si la relation (2) est vérifide.

I1 est évident qu'un sous-espace F d'un espace quasi-normé de
cotype p. Par contre, lorsque p = 2, la propriété ne passe pas au quotient
(pour 0 < p < 2, la réponse est triviale, puisque tout espace quasi-normé

est alors de cotype p d'apres la proposition 2 suivante.)

Soit maintenant (fn) une suite stable d'ordre p infinie, et soit
E un espace quasi-normé complet tel que l'on ait, pour toute suite (yn)

d'éléments de E :
q = P <« o
Z)rn f convergente dans L (q,P,E) Z“Yn“ < ®.

L'espace E est alors de cotype p, c'est-a-dire qu'il existe
une constante C telle que la relation (2) soit réalisée. S'il n'en éiait
pas ainsi, on pourrait trouver une suite croissante d'entiers Nk’ et pour

chaque k une suite finie (y,\T +177 YN ) d'éléments de E telles que l'on
“k k+1

ait pour tout k

Nk+1 Nk+1
2y P =1, et [ Xy (w)]dep(w) s 2.
n=Nk+1 n=Nk+1
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D'autre part, d'apres (VI, lemme 2), il existe une constante

K telle que si m est un entier tel que Nk+1 S m < Nk+1’ on ait

[l ; y £ (0)[%aP(w) = K 27K

n:Nk+ 1
@
Par conséquent la série T ynfn converge dans Lq(Q,P,E), mais
n=1
©
z Hyn“p = 4o, d'ol une contradiction qui prouve que E est de cotype p.
n=1

Proposition 2 : a) Si un espace quasi-normé E est de cotype p, 0 < p =2,

#* #*
il existe pour tout tel que 0 < < une constante C, telle que
p a4 q a4 p 1

la relation (2) soit vérifiée.

b) Tout espace quasi-normé E est de cotype p lorsque

0 <p <2,

Démonstration : Montrons a). Soit E un espace quasi-normé de cotype p.

¥*
Par défirnition il existe C et q, 0 < q < p , tels que (2) soit vérifiée.

D'autre part, d'apres (VI, corollaire du théoreme 3), il existe

e, 5 et M tel que
P(llzy £.]l 2 8) = e = [lZy; t.]|tap s M

*
Soit Q tel que 0 < q < p , et supposons que

1/ 1/
(fllzy, ¢, ()] Tap(w)) L se T

b
Alors : P(HZy&fi | 2 8) s e, donc
(I”Zyifi(w)“qu(w))l/q < Mi/q, d'ou d'apres (2) :

(EHYi”p)l/p < ()Ml/ q’ et finalement

onl/a 1/

(zlly, Y7 = RO (Jlisy £, ()] ap(a)) 1
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Démontrons maintenant b). On peut supposer E complet (si E est
quelconque, c'est un sous-espace de son compldté ﬁ, et E sera de cotype
p comme sous-espace d'un espace de cotype p). Soient donc p < 2, 0 < q < p,
(yn) une suite d'éléments de E et (fn) une suite stable d'ordre p infinie,
tels que Zynfn converge dans Lq(Q,u,E). D'apres (vI, remarque 1), il

existe une constante K telle que 1'on ait
[ sup v, £, (@) [%P(e) s K [2y, £, (w)]%P(e) < o
i
En particulier la suite HyiH Ifi‘ est p.s. bornée, donc
IR, P(¥i, lf | < By >o0
’ i T Tyl

Donc puisque les (fi) sont indépendantes

i" 1

0 <TrP(|fi| STE—\M) = TM - P(ifil >1TB~.[))
i l llyih

Le produit infini ci-dessus est convergent, par conséquent

B!
v
i

z P(|t,| > T

)<

Or yp équivaut a 1'infini a t-pnldt (2 une constante pres) donc, pour

R assez grand :
P(|£.] > WE— Y~ s [1° donc  Zly.|IP < =
1 ylll Rp ’ 1 ’

ce qui acheve la démonstration.

¢ 3. PROPRIETES DES ESPACES DE COTYPE 2.

Nous commencerons par exhiber une classe d'espaces de cotype

Proposition 3 : Soit (X,v) un espace mesuré quelconque. L'espace Lp(X,v)

est de cotype 2 lorsque 0 < p < 2.

Démonstration : Soit (fl,...,fn) une suite stable d'ordre 2 sur un

espace de probabilité (Q,P). On vérifie aisément que si (cl,...,cn) est
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une suite de réels, on a :
1 | 2
(JIze;t; (@) [Pap(@) P < [y, (5]e )Y/

Soit (yl’"'°’yn) une suite d'éléments de Lp(X,v), On aura,

puisque p < 2 :

(Ely IHY2 < ([(2]y, (6|2 2av(e)) /P

“v2|l;1(ﬂ2yi(t)f1(w) I av(t) ap(w)) /P

= “72“;1 (I“Zyifi(uﬂnde(w))l/p, d'ou le résultat.

Remarque 1 : On vérifie facilement que la méme démonstration montre que

Lp(X,v,E) est de cotype 2 des que E est de cotype 2, et 0 < p < 2. Par
P, P .

exemple L]'(Xl,vl,L 2 (X2,v2)) est de cotype 2 si 0 < Pys Py s 2.

Notons que tout espace 11(1) est de cotype 2, I étant un ensemble
d'indices quelconque. Si la propriété de cotype 2 passait au quotient,

tout espace de Banach serait de cetype 2, ce qui n'est pas le cas.

Nous allons maintenant démontrer quelques propriétés des
probabilités gaussiennes. On dit qu'une probabilité cylindrique A sur un
elcs E est gaussienne si E(A) est une probabilité gaussienne sur R
pour tout £ € E'. Il est équivalent de dire que JA(E) = e‘Q(g), ol
Q est une forme quadratique positive sur E' ( voir [1], 86, proposition

7).

Lemme 1 : Soient E un espace de Banach, (x,,...,x ) une suite de
e e e ot b 1 n

vecteurs de E, (a1’°"°’an) une suite de réels tels que lail <1,
(fl,...,fn) une suite de variables aléatoires intégrahles réelles,

symétriques. indépendantes sur un espace de probabhilité (Q,P). On a :

[llza;x £ (@)l aP(w) < [llzx, £ (o) [laP{w)

Démonstration : Considérons teout d'abord une suite (al,...,an) telle
+ . . .
que e, = 1. Comme les (f.) sont symétriques et indépendantes, les
i - i . ' ’
variables aléatoires infi et Zsixifi ont la méme loi, donc
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JiZex i (wrjar(e) = Jllzx; £, () [|aP(w)
Considérons la fonction sur la boule unité de 1: définie par
(ai) i dr“zaixifi(w)udp(w)

Cette fonction est convexe et continue, donc atteint son
3 - . © 3
maximum sur les points extremaux de la boule unité de ln’ qui sont

précisément les points de la forme (51,.,.,8n), ce qui démontre le lemme.

Lemme 2 : Soient E un espace de Banach de dimension finie, Q1 et Q2
deux formes quadratiques positives sur E', telles que Q1 < Q2. Soient
v, et Ty les probabilités gaussiennes sur E définies par

-q,(¢)
Sr.(8) =e 1, i=1, 2

On a :

I lly = Dyl

3* #*
Démonstration : On peut trouver une base (el,...,en) de E', telle que

les formes quadratiques Q1 et Q2 s'écrivent

Q1(2§ie§) =z a? g?
Q2(2§iej) =Z b12 512

On peut supposer a, bi 2 0. On a nécessairement a; ES bi'

Soient (fi"'°’fn) une suite stable d'ordre 2, et (el,...,en) la base

duale dans E. Considérons

On voit que g et Vo sont les lois de X, et X2 respectivement.

1
En effet, la fonction caractéristique de <§,X1> est égale a :
2 2.2
Tr —l<§’aiei>l - Eai §1 -Ql(E)
e e

= e =
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D'autre part, X, est obtenu a partir de X_ en multipliant

1 2
a.
b.e.f. par _1 < 1. On a donc d'apres le lemme 1 :
iivi b
i

lv,ll; = JITa e £, (w]lap(w) < [lizbe 1, (w)llapP(w) = [yl

Théoréme 1 : Soient H un espace de Hilbert, F un espace de Banach, u

un opérateur linédaire continu de H dans F, y la probabilité cylindrique

2
de Gauss sur H (i.e. Jv(§) = e H ). Si u(y) est de Radon d'ordre 1
sur o(F",F'), toute probabilité cylindrique gaussienne A de type 1 sur
H a une image u(A) de Radon d'ordre 1 sur o(F",F'), et :

(), s D E AT Tl

Démonstration : D'apres le théoreme de Prokhorov, dire qu'une probabi-

1ité cylindrique p est de Radon d'ordre 1 sur o(F",F'), avec “““1 <C,
équivaut a dire que pour tout sous-espace fermé de codimension finie N

de F, on a :

fE/NHYHd(nN(u))(y) < C

Soit A une probabilité cylindrique gaussienne sur H. Posons
- #* #*
gx(g) = e Q(E)’ et supposons pour simplifier ”K”l < ”y”i, ce qui se
traduit immédiatement par Q(E) = HgHZ.

Soit N un sous-espace fermé de codimension finie de F, et
considérons les probabilités gaussiennes y, = nN(u(K)), Yo = nN(u(y))
sur F/N. On a :

t
51,(8) = 3 (*u(g)) - .~ u(g))

3y(tu(§)) _ e—Htu(E)Hz

F7,(€)

On a Q(tu(g)) < “tu(g)“z, donc d'apres le lemme 2 :

IE/N Hy”an(u(K))(y) < IE/N”y”an(u(y))(y) < ”u(Y)”l’

ce qui acheve la démonstration.
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Remarque 2 : Le théoreme 1 pose le probleéme suivant : soient E un elcs,
A une probabilité cylindrique sur E. Quelie: sont les probabilités cylin-
driques p "subordonnées" a A, en ce sens que lorsque 1l'image u(X) de A
par un opdérateur linédaire continu u ~st de Radon, il en est de méme

pour u(u) ?

Théoreme 2 : Soient II un espace de Hilhert, F un espace de Banach de
cotype 2, u un opérateur lindaire con:i;nu de H dans F, et y la probabi-
lité cylindrique de Gauss sur H. Pour que u soit t-sommant pour tout

t > -1 . il faut et il suffit que u(y) soit de Raden sur o(F",F').

Démonstration : La nécessité est évidente. D'autre part, il suffit de

montrer que u est 2-sommante d'apres (V, corollaire 2). Notons que u(y)

est automatiquement d'ordre 1 d'apres le théoreme de Shepp.

Soit A une probabilité a support fini. Considérons FQ(A).

C'est une probabilité gavssienne, conc d'apres le théoreme 1 :
o AT N *
la(r, G = i) S imy (O ()

S

Calculons Hfz(k}ﬂlﬂ On 2 d'apres la proposition 1

| / 1 " i | N 1 3¢ +*

Iry (M) = sup  JlECr, (W) iy = Tyl sup eI, = [lv]l - [A]

2 " 2 A 21 4 2 L
g =1 I

Puisque F est de cotype 2, il existe une constante C, indé-

pendante de A, telle que

Uu(A)Hz < U*Tn(u(h))ﬁl = Czu(FQ(A))Hi

) Hir, ol )y = clan - I

ce qui démontre le théoreme.

A partir du théoreme 2, on peut étendre la propriété de déii-

nition du cotype 2

Corollaive 1 : Soxt F un espace de Banach de cotype 2. Si A est une

probabirlité cylindrvique d« type 2 sur F, telle que Fz(X) soit de Radon

sur o(F*',F'), A e=. de Radon d'ordre 2 sur o(F" F').
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Démonstration : Puisque Fz(k) est gaussienne, on peut écrire :

-Q
arz(x) = e

o Q est une forme quadratique positive. Considérons la semi-norme
\/aﬂsur F', et désignons par H 1l'espace de Hilbert obtenu par passage
au quotient et complétion. On a un opérateur naturel v de F' dans H,
d'ou en identifiant H et son dual un opérateur tv de H dans F". Il est
bien clair que F2(K) est exactement 1'image par tv de la probabilté
cylindrique de Gauss y de H. Puisque P2(K) est de Radon sur o(F",F'),

ty est 2-sommant d'apres le théoreme 2.

Soit u : F' = L2(Q}u) une fonction aléatoire linéaire qui
représente A. Puisque [[u(g)]| = HE()\)H2 = \/Q(g) pour tout £ € F',
l'opérateur u "passe au quotient"; et admet la factorisation

u
LH ! ;Lz(Q,u).

L'opérateur u, définit une probabilité cylindrique Xl de type 2 sur H,

1
et on voit que A = tv(kl)a Par conséquent A est de Radon d'ordre 2 sur

o(F",F'), puisque Yo est 2-sommant.

Remarque 3 : La seule chose utilisée dans la démonstration du corollaire
1 est le fait que F vérifie le théoreme 2. On a donc en fait prouvé une
réciproque (compte tenu de la remarque 4 ci-dessousl: si F est un espace

de Banach tel que le théoreme 2 soit vrai, F est de cotype 2.

Remarque 4 : Supposons que F vérifie le corollaire 1, c'est-a-dire
que Fg(l) de Radon sur o(F",F') implique A de Radon d'ordre 2 sur
o(F",F'). Alors F est de cotype 2, c'est-a-dire qu'il existe C et g
tels que la relation (1) soit vérifide : il suffit d'adapter 1'argument

de la page 3.

Corollaire 2 : Soient E et F deux espaces de Banach, et u un opérateur

linéaire continu de E dans F. On suppose que u est g-sommant pour un q < ®,

et que F est de cotype 2. L'opérateur u est alors en fait 2-sommant.
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Démonstration : Soit (xn) une suite scalairement 12 sur E. Elle

définit un opérateur w de 12 dans E par

w((cn)) = Z(%]xn

L'opérateur uo w est gq-sommant de 12 dans F,q -~ «, donc wow(y)
est de Radon sur F. D'apres le théoreme 2, uow est 2-sommant, donc
en désignant par (en) la base canonique de 1

Zlu(x,)[I* = slluewle)l|® < -,

ce qui montre que u est 2-sommant.
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