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A.1

Maurey a montré (cf. exp. XXII, corollaire 1) que les

espaces de Banach tels que 1 E IE coincident avec les espaces qui ne
contiennent pas de uniformément (par défiri-tion E contient des 1: uni-n n

formément s’il existe C &#x3E; 0 tel que pour tout entier n, il existe un

isomorphisme T de sur un sous-espace de E tel que" T Il C).
n

A partir de ses résultats, on peut obtenir une caractéri-

sation en termes de variables aléatoires prenant leurs valeurs dans ces

espaces.

Notation : Dans toute la suite, désigne une
201320132013201320132013 n E n n6.N
suite de variables aléatoires réelles sur (C0,1] , dt) , indépendantes
équidistribuées suivant la loi de Gauss (resp. la suite des variables de

Rademacher sur 

Définition : Soit E et F deux espaces quasi-normés et u un opérateur
de E dans F.

a) u est dit s’ il existe une constante C telle quel pour

toute suite finie (x.) dans E
1

b) u est dit s’il existe une constante C telle que, pour

toute suite finie (x.) dans E
1

t D’après un résultat de Kahane (2) (que l’on peut d’ailleurs

retrouver à partir de l’exposé VI) il existe des constantes universelles

d telles que : pour tout Banach E, pour toute suite finie (x.) dans E et
p 1

pour tout p ~ 1,

D’après l’exposé VI, il existe des constantes universelles g’ tellesp,q

que, pour tout Banach E et pour toute suite finie (x.) dans E on ait :
1
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Remarque 1 : Les énoncés relatifs à (1) et (2) restent vrais dans les

espaces quasi-normés mais les constantes ne sont plus qu’universelles
dans la classe des espaces a-normés (et ceci pour tout a dans ]0,13).

On rappelle qu’une suite de est dite "suite symé~

trique", si pour toute suite (~ n) de nombres valant + 1 ou -1, la suite
w 

(1:’ 1’B ) a, même loi sur ]R que la suite 
n

Proposition 1 : Soit E un espace de Banach, les propriétés suivantes

sont équivalente
i) 1 E iE
ii) L ’ i dent it é de E est o

iii) Toute suite (q ) de Va ao r. sur un espace de probabilité 
n

telle que sup)) q )) Lp 
est fini pour tout p dans a la propriété sui-

vante : 
n 

n L

Pour tout p dans il existe une constante C 
p 

telle que, pour toute

suite finie (xi) dans E, on ait : 
,

Démonstration : 1 3 ~ 2 est trivial

2 ~ 1 : Si 1 É 1E, d’après l’exposé XXII corollaire 1,

pour tout entier n il existe des éléments xi Y..., xn de E tels que :

d’où, d’une part

d’autre part

comme 1"identité de E ne peut pas être

-
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1~3 : : Si 1 E IE il existe eo &#x3E; 0 tel que 1 + eo E lE2013201320132013~* JL 0 0 E

( cf . exposé XXII corollaire 3~ . Etant donné p dans 30,-E’, on peut trouver

a tel que

D’après le théorème de l’exposé XVII, puisque a E IE il
existe une constante C telle que, pour toute suite finie (x.) dans E, y il

a 1

existe des réels positifs ai tels que

et

(Rappelons que sup

On a alors :

en particulier :

soit finalement

le résultat avec (
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2 : Soit E un espace quasi-normé, les propriétés suivantes
sont équïvalentes : i

i) L ~ identité de IP(E) est pour un p dans 

ii) L q ~.dentité de E est 

iii) L’identité de est (y, e)-sommante pour tout espace
mesuré et pour tout p dans ]0,coj ~ o

L-

Démonstratïon : ï) ~ ii) o On note x(k) la k-ième composante d’un

élément x de lp(Ej e Par hypothèse et d’après (1) et (2) , il existe C telle

que, pour toute suite finie dans 1P(E) :

on peut écrire, si est une suite finie dans E
1 1~1~n

où

On pose alors

et on écrit (3) :

maisele second membre vaut

soit encore (puisque (c n *j &#x3E; est une suite symétrique sur 
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. le premier membre vaut :

soi.t encore (puisque (f ) est une suite symétrique sur n

on obtient donc en divisant (4) par 2n : :

et l’ identité de E est bien d’ après ( 1) et ( 2 ) .

ii) iii) . .Quand Fi est a-finie, iii) s’obtient facilement

par intégration (compte tenu de (1) et (2)) par rapport à ~ de l’inégalité
(0) puis en appliquant Fubini.

Dans le cas général, on utilise l’argument de l’exposé

XXIII, théorème 4, pour se ramener au cas 6-fini.

Proposition 3 : Soit E un espace de Banach dont l’ identité est (y , c) -
sommante. Soit (Tin) une suite symétrique de v. a. r. sur un espace de

n

probabilité vérifiant

Alors, pour tout p dans il existe une constante C P telle que, pour
toute suite finie (x.) dans E i

1
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Démonstration : Si l’identité de E est celle de

l’ est aussi ( cf . prop. 2) ; donc (prop. 1) il existe

C p telle que, pour toute suite finie (xi) dans E

Par des arguments de symétrie (les suites (e.e.(t)) et (E.(t)’~.(w)) sont
1 1 i 1

distribuée respectivement comme (e.(t)) et (~.(w))) on en déduit
1 1

(j Il E On aurait P u aussi
1 1 P 1 1

faire une démonstration identique à celle de i) ~ ii) dans la proposition.
2.

Lemme : Soit (T( ) une suite symétrique de vsa.ro.sur un espace de pro-- n

babilité (Q,ù,P) . La suite e n (0) ~ f~ n (0) 1 sur x (n,P) est

distribuée (sur R ) comme la suite (1B n ). Si E est un espace de Banach et

si (x.) est une suite finie dans E on a, si les variables ~n sont
1 n

intégrables et non nulles :

pour tout p dans 

Démonstration : La première affirmation est élémentaire. Montrons la
deuxième : fixons t, on a :

d’où en intégrant en t après élévation à la puissance p :

d’après la 1ère partie de l’énoncé, le deuxième membre est égal à

d’après le principe de contraction (cf. exposé VII, y lemme 1) : 1
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Corollaire : Soit E un espace de Banach dont l’identité est 

mante, soit q n une suite symétrique sur un espace de probabilité
(n,a,p) telle que : . 6 = inf L 1 &#x3E; 0. 

.

Alors pour tout p il existe une constante a telle que : pour
P

toute suite finie (x.) dans E
1

D’après la proposition précédente,

D’après (1)

enfin, d’après le lemme

d’où le résultat avec

Remarque 2 : La conclusion de la proposition 3 n’est évidemment vraie

que si l’identité de E est (Y -c) -sommante. Par contre, cela n’est plus
le cas a priori pour le corollaire. Celui-ci est à rapprocher des résultats

de Hoffman-J~r gensen (exposé VI) ; il faut remarquer qu’aucune hypothèse
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d9indépendance n’est faîte : i les hypothèses numériques équivalent à dire
que (Tj ) est une suite basique équivalente à la base canonique de 12 et

’n

ceci dans pour tout p dans a Il est possible que ce corollaire

soit vrai dans tout Banach

Les propositions 2 et 3 résolvent en partie un problème
posé par Hoffmann-Jidrgensen ( 1) n Celui-ci a conjecturé que les espaces E

dans lesquels la convergence équivaut à celle de

E T1 x quand est une suite de variables indépendantes équidistribuées
suivant une loi symétrique ayant certaines propriétés de régularité à

l’infini, étaient ceux qui ne contenaient pas c . a Comme, pour de telles
o

séries, la convergence p.s équivaut à la convergence dans L°(E) ou

dans LP(E), un tel énoncé -sans constante- se ramène aisément à un

énoncé avec constante. L’espace 12(1~) des suites (x ) dans TT lrok tellesn k 

que E  ~ est un contre exemple car il est réflexif (donc ne

contient pas c ) mais il contient des 1 00 uniformément (la conjecture est
o n

donc fausse fn) an n 

a

. En fait, les propositions 2 et 3 montrent que les espaces

en question sont exactement les espaces E tels que 11(E) (ou ou

ne cont ient pas de uni formément  0 
.

pour 
, 

n

Par ailleurs, les hypothèses de la proposition 3 sur les

(1~ ) sont moins restri ctives que celles de (1). 0 Il paraît raisonnable de

conjecturer que si L ([,0~1’~E) contient uniformément des il en est
n

de même de E.

Posé en ces termes le problème est à rapprocher d’une

seconde conjecture de ( 1 ) 1 si cont i ent c , o est-ce que E

le contient aussi ?

En termes d’opérateurs sommants, le problème équîvaut à : i
si 1 E lE est-ce que 1 E 1 12 (E) ‘? , il est alors naturel de le rapprocher

d~un problème de (3) : si 2 ~ I- est-ce que 2~1~ ?d° un problème ( ~~ : si 2 E IE est-ce que 2 E ?
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