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Maurey a montré (cf. exp. XXII, corollaire 1) que les
espaces de Banach tels que 1 € IE coincident avec les espaces qui ne

. © . P
contiennent pas de 1 uniformément (par défintion E contient des 1: uni-

formément s'il existe C > O tel que pour tout entier n, il existe un

isomorphisme T de 1: sur un sous-espace de E tel que ”T|l ”T-lﬂ < 0.

A partir de ses résultats, on peut obtenir une caractéri-
sation en termes de variables aléatoires prenant leurs valeurs dans ces

espaces.

Notation : Dans toute la suite, (fn)nEIi(reSP"(en)nele désigne une
suite de variables aléatoires réelles sur ([0,1],dt), indépendantes
équidistribuées suivant la loi de Gauss (resp. la suite des variables de
Rademacher sur ([0,1],dt)).

Définition : Soit E et F deux espaces quasi-normés et u un opérateur
de E dans F.
a) u est dit (y,1)-sommant s'il existe une constante C telle que; pour

toute suite finie (xi) dans E
f” z u(xi)fi(t) || at < Ce fgp:l“ T eixi” .
4=-

b) u est dit (y,e)-sommant s'il existe une constante C telle qué, pour

toute suite finie (xi) dans E

(0) s uxpewllat < ¢ fllge () x| at
Rappel : D'apres un résultat de Kahane (2) (que 1l'on peut d'ailleurs

retrouver a partir de 1'exposé VI) il existe des constantes universelles
dp telles que : pour tout Banach E, pour toute suite finie (xi) dans E et

pour tout p = 1,
(1 e xe @ B a s xe (o las .

D'apres 1'exposé VI, il existe des constantes universelles gb q telles
,

que, pour tout Banach E et pour toute suite finie (xi) dans E on ait

(2) st 0<p,q<=, (Jll T fi(t)xindt)l‘/p <eg, = fi(t)xi”th)l/q



Remarque 1 : Les énoncés relatifs a (1) et (2) restent vrais dans les
espaces quasi-normés mais les constantes ne sont plus qu'universelles

dans la classe des espaces a-normés (et ceci pour tout o dans ]0,1]).

On rappelle qu'une suite de v.a.r. ﬂn est dite "suite symé-
trique'", si pour toute suite (gn) de nombres valant +1ou -1, la suite

T

. . i . -
(gnﬂn) a méme loi sur R™ gue la suite (qn).

Proposition 1 : Soit E un espace de Banach, les propriétés suivantes

sont équivalentes

i) 1¢ IE
ii) L'identité de E est (y,1)-sommante.
iii) Toute suite (ﬂn) de v. a. r. sur un espace de probabilité (Q,G,P),

telle que supl| ﬂn” est fini pour tout p dans ]0,»[, a la propriété sui-
n Lp

vante

Pour tout p dans ]O,m[, il existe une constante Cp telle que, pour toute

suite finie (xi) dans E, on ait

(j” z ﬂi(w)xillde(w))l/p < Cp 85221” z eixi”
;=

Démonstration : 3 = 2 est trivial

2=1:8i1¢Ig, d'apres 1'exposé XXII corollaire 1,

pour tout entier n il existe des éléments XyseoosXy de E tels que
ﬁ 1 i=n
= < <
¥ (Ci) € R, Ssup ICi! < ”i‘fl C,%; | < 2 sup ’Cil

i=
d'ou, d'une part sup | £ s,xi” <2
Siz-l i=1 1

d'autre part

i=n
1
s f.(t)x.llat == [ sup |£.(t)]at ;
| i=1 1 2 1<isn ° ’
comme Ssup Ifn(t)l = +® p,s., l'identité de E ne peut pas étre
neN

(v,1) -sommante.
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1=3 : Si1lc¢ IE il existe €, > 0 tel que 1+ €6 € IE

(cf. exposé XXII corollaire 3). Etant donné p dans ]O,m[; on peut trouver
a tel que
1 1

1<a51+s° et p < o (01‘1—+a—'=1).

Q

D'apres le théoreme de 1'exposé XVII, puisque a € Iﬁ il
existe une constante Ca telle que, pour toute suite finie (xi) dans E, il

existe des réels positifs a; tels que

X5 >Ia)l/a

sup (2l<§, — <1
g€Bg, %
et
1 1 ]
@l 1Y% < ¢ sup Ny egx Il .
g.= =1
i
(Rappelons que sup Z|<§,xi>| = sup ‘Iileixill .)
gEBE' Ei=—1
On a alors : -VCiER]N:
[ =1 L < (slcge, [* 1/
z Cixi = || C,a, — || = (T Cia; )

11 Qa,
1

en particulier :

(e ny (o, |l Pap(@)® < ([l & 1, (wx, 1% ap () 1/

s swln |l (zla |*H /e
n La‘

soit finalement

(Sl n;(x; IPap@) P s o, supll 0l o, sup Iz eyx; |

n L €.=
i

D'ou le résultat avec Cp = C, sgp I “n”La"



i.oposition 2 : Soit E un espace quasi-normé, les propriétés suivantes

sont équivalentes

i) Ltidentité de 1P(E) est (v,1)-sommante pour un p dans ]0,=[.
ii) Lt'identité de E est (y;e)-sommante.
iii) L'identité de LP(Q,Q,p,E) est (y,e)-sommante pour tout espace

mesuré (Q,0,p) et pour tout p dans ]O,x[,

Démonstration : i) = ii). On note x(k) la k-ieme composante d'un

élément x de 1P(E). Par hypothése et d'aprés (1) et (2), il existe C telle

. .. P
que, pour toute suite finie (xi)1SiSn dans 1% (E)
i=n i=n ..
(3) Jelle x 0t () [[Pats @ sup T |z ex (0IP5
, i i . ivi
k i=1 Ei:-l k i=1
on peut ecrire, si (xi)iSiSn est une suite finie dans E
i=n 1 k= n i=n
IIIZ e.(t)x./|[Pat==_¢ | £ e.(t )x. ||P
N i oh jo1 1 k'71
1= k=1 =
ou
t, € ]Ei%, =1
2 2

On pose alors

. n
<
ei(tk)xi si 1 k £ 2
xi(k) =
0 sinon
et on écrit (3)
k=2" i-n . o k=2" i=n v
(4) J | = e, (tpx; £ (0)][Fat < c® sup = ILE eiei(tk)xi”
k=1 1:1 Si:~1 k:l i=1

mais.le second membre vaut

2"cP 35321 Jat Iz ee ()x,IIP
o

soit encore (puisque (enp)) est une suite symétrique sur ({0,1]dt))



n_.p P
2°cP [ at i Zei(t)xiH

le premier membre vaut

k-2"

z [ atlls e ()%, 1, () IP
1

=
1

soit encore (puisque (fn) est une suite symétrique sur ([0,1],dt))

n i=n
2" [at [l x,£,(0)]|P
i=1

on obtient donc en divisant (4) par 2" :

Jat llz x5, (0[Ps c® [atllz e (0x,IP

et 1'identité de E est bien (y,e)-sommante d'apres (1) et (2)

ii) » iii). Quand p est o-finie, iii) s'obtient facilement
par intégration (compte tenu de (1) et (2) par rapport a p de 1l'inégalité

(0) puis en appliquant Fubini.

Dans le cas général, on utilise l'argument de 1l'exposé

XXIII, théoreme 4, pour se ramener au cas o-fini.
Enfin iii) = i) est trivial.

Proposition 3 : Soit E un espace de Banach dont 1'identité est (y,e)-

sommante. Soit (nn) une suite symétrique de v. a, r. sur un espace de

probabilité (Q,0,P) vérifiant
sup(f |ﬂn|de)1/p < » pour tout p dans ]0,x[.
n

Alors, pour tout p dans ]0,»[, il existe une constante Cp telle que, pour

toute suite finie (xi) dans E :

(e, @x P @ VP < ¢ (P2 e (0x 1P at) /P



A.6

Démonstratien : Si 1'identité de E est (vy,e)-sommante celle de

1?([0,1],dt, E) 1'est aussi (cf. prop.2) ; donc (prop. 1) il existe

Cp telle que, pour toute suite finie (xi) dans E

, 1/p 1/
(] = N;(w e, (Dx; I|P < C (Il = J(B)x; [[Pat)~/P
J €, 1P ([0, 1], E)dP(w)) ?221 j €€

Par des arguments de symétrie (les suites (eisi(t)) et (ei(t)ﬂi(w)) sont

distribuées respectivement comme (ei(t)) et (ﬂi(w))) on en déduit
P 1/p Py 1/p . .
(I” T ﬂi(w)xi” dt ) < Cp(j” z ei(t)xi” dt) . On aurait pu aussi

faire une démonstration identique a celle de i) = ii) dans la proposition.
2.

Lemme : Soit (ﬂ ) une suite symétrique de v.a.r.-sur un espace de pro-
babilité (Q,Q0,P). La suite ¢ ( ) ® ln (.)] sur ([0,1]dt) x (Q,P) est
distribuée (sur R ) comme 1a suite (ﬂ ). Si E est un espace de Banach et
si (xi) est une suite finie dans E on a, si les variables ﬂn sont
intégrables et non nulles :

(s x;e,(6) [|Pat ) /P (jH N, (@)x, |Pap(w))!/P

mflln I
L

pour tout p dans [1,«[.

Démonstration : La premiere affirmation est élémentaire. Montrons la

deuxieme : fixons t, on a :
”IdP(w)leﬂi(w)l ai(t)xi” < IIIE lﬂi(w)lei(t)xi” dpP(w)
d'ou en intégrant en t apres élévation a la puissance p

Jatlzlindly e,ox P 7P < (llze, )] n,(w |x, [IPaw aty/?

2

d'apres la lere partie de 1'énoncé, le deuxieme membre est égal a
1
(] el £ 1, (x,[HP;

d'apres le principe de contraction (cf. exposé VII, lemme 1)



A7

(fat ll ze (¢ xillp)l/Ps sup 'Wﬂ—lln . (fllz e, (ox lInll 2 ||Pat) /P
L

cqfd.
Corollaire : Soit E un espace de Banach dont 1'identité est (y,e)-som-

mante, soit M, une suite symétrique sur un espace de probabilite

(Q,a,P) telle que : . & = inf Hnnll L > 0.
L

sup Il < e pour tout p dans ]0,«[.
n n LP

Alors pour tout p dans [1,o[ il existe une constante ap telle que : pour

toute suite finie (xi) dans E

([llzn, x,|IPap) /P < a [ lls x|l e

D'apres la proposition précédente,

(Jll's nyx;IPap) P < ¢ (fll 5 o; (0x; [IPat) /P

D'apres (1)
Pay1/P
(e e;(0x;IPat)Ps a [llze;(t)x;llat
enfin, d'apres le lemme
1
flls e ox llat < 3 [llzn, x. || ap

d'ou le résultat avec

Ccd
a = 2P
P 6
Remarque 2 : La conclusion de la proposition 3 n'est évidemment vraie

que si 1'identité de E est (y-¢)-sommante. Par contre, cela n'est plus
le cas a priori pour le corollaire. Celui-ci est a rapprocher des résultats

de Hoffman-Jdrgensen (exposé VI) ; il faut remarquer qu'aucune hypothese



d'independance n'est faite : les hypotheses numériques équivalent a dire
que (ﬂn} est une suite basique équivalente a la base canonique de 12 et
cecl dans LF(Q,P) pour tout p dans ]0,o[. Il est possible que ce corollaire

soit vra: dans tout Banach.

Les propositions 2 et 3 résolvent en partie un probleme
posé par Hoffmann-Jdrgensen (1). Celui-ci a conjecturé que les espaces E
dans lesquels la convergence p.s de T En(°)xn équivaut a celle de
= nnxn quand (ﬂn) est une suite de variables indépendantes équidistribuées
suivant une lci symétrique ayant certaines propriétés de régularité a
1'infini, étaient ceux qui ne contenaient pas c,- Comme, pour de telles
séries, la convergence p.s équivaut a la convergence dans LO(E) ou
dans Lp(E), un tel énoncé -sans constante- se ramene aisémentmé un

énoncé avec constante. L'espace 12(12) des suites (xk) dans || 1p telles
k=1

que T i!xkllz < ®» est un contre exemple car il est réflexif (donc ne
contient pas co) mais il contient des 1: uniformément (la conjecture est

donc fausse avec nn = fn),

En fait, les propositions 2 et 3 montrent que les espaces
en question sont exactement les espaces E tels que 11(E) (ou 1P(E), ou
1LP([0,1]1,E)) ne contient pas de 1~ uniformément.

pour p=1 n

Par ailleurs, les hypotheses de la proposition 3 sur les
(ﬂn) sont moins restrictives que celles de (1). Il parait raisonnable de
conjecturer que si Ll([O,l],E) centient uniformément des l:; il en est

de méme de E.

Posé en ces termes le probleme est a rapprocher d'une
seconde conjecture de (1) : si Ll([o,l],dt,E) contient s est-ce que E

le contient aussi ?

En termes d'opérateurs sommants, le probleme équivaut a

si 1 € Iy est-ce que 1 € I 5 ?, il est alors naturel de le rapprocher
17(E)
d'un probleme de (3) : si 2 € 1_ est-ce que 2 € I ?

E 12(R)
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