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XXV.1

§ 2. RECHERCHE DE CONDITIONS NECESSAIRES

Soit a un opérateur diagonal de Ip dans S, 1 ~ 

Nous allons chercher des conditions nécessaires pour que a soit q-radoni-

fiant, 0  q  00.

1) Il faut au moins que a opère contînùment de lp dans S. Soit a E lp,
et soit 1 ak1 sgn ak: on a aussi (bk) e 1p, et donc on doit avoir

comme a est quelconque dans lp, ceci impose a E IP 
,

2) Considérons la transformation de Hilbert discrète H. Elle est conti-

nue de lp dans lp, pour 1  p  ;- ex&#x3E;, définie par Ha = b avec

. Voir par e

- Soit donc 1  p  + ~ et 0~ q s o Si a est q-sommante de lp dans S,

elle est p’-sommante et aussi a o H Q La k~ase canonique e ~ (e (N) ) de Ip

est scalaîrement lp , t avec Il ell ,3; ,= 1 ; donc nécessairement 
(

iip

. a

Or a nH e est la suite de terme sauf pour n == N qui donne~ N) N-n 1

0. Supposons de plus a positive décroissante ; on a alors : 1

En résumé : i si a positive décroissante, est q-sommante de IP dans S, avec

1  p  ~~ et 0~ q __ p ~ 9 alors on a : :
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3) Passons au cas p = 1. Supposons donc a positive décroissante, et

a : Il - S q-sommante pour un q Soit p = q’ ; · soit E lp
positive décroissante. Alors : IP - Il - S est encore P ’-sommante
et donc d’après (2) :

Prenons en particulier pourN~ K, gN = 0 sinon. On a

par convexité de

Donc (aK Log K) est une suite bornée.

En résumé : si a est positive décroissante et q-sommante pour un

q E ] 0,+-[ de 11 dans S, alors

§ 3. CONDITIONS SUFFISANTES

1 ) c tis -j2 = 1 : So it a une application diagonale de 11 dans 8 ; suppo-

sons de plus a E c . Alors a opère en fait de a(l1 c0) dans 0(8,8’).P o " o 
’

~En effet, d’abord S’ est un espace de suites ; ensuite soit b E S’ ;

on a pour toute a E S, en posant

est convergente ; lorsque a décrit S, A décrit c0, donc ceci impose
o

Maintenant, si b E S’ on a a(b) E c ,
o
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-Soit~ À une probabilité cylindrique ùe 2-- 1 &#x3E;~yasur o(l 1 À son image
sur 0(i y e0) ; si a(X ) est d’ordre 2 sur S, il en sera de même de a(X).

Or on peut représenter Àl par une fonction aléatoire linéaire et continue

f1 : Co ..... L2 (exposé IV) ; t f1 - L2 p) . 1 1 et, L2 étant de type
2 (exposé X-XI), on a une propriété de factorisation :

ou p est une multiplication~ (3 E 1 2 (exposé XV).

Mais ceci signifie que Àl est 1"image par P de la pro-
babilîté cylindrique sur 1 2 y représentée par la fonction aléatoire

g (exposé IV § 1 Remarque 3). w On a a(X 1) = qui est de Radon

sur S de 2-ordre dès que E(a n p n 2 Co, d’après le théorème de
, 

n n n 
2 .. ’n

Mepchov (exposé XXIV) donc, puisque Ç 1 , y des que (a n Log n) E 1 . Ce-i te

condition entraîne a C c , y donc aussi a(X) de Radon de 2-ordre sur S.
o

A cette condition a = ), a est 2-sommante donc
n Log n

factorise par un Hilbert Y (factorisation de Pietsch) :

a ~ 11 u v S , avec u 2-sommante. o Mais Tîo  1 ~ ,K&#x3E; TI-2 ( i ~K) (exposé
XXIII), e 1 possède la propriété d’approximation métrique et K est
réflexif. Donc (exposés V et IX) u est 0-radonifiante de Il dans K lui-
même ; et donc a de Il dans S lui-même.

Théorème 1 ~2] : Si a est une suite telle que (3)a == °4 &#x3E; , OE20132013201320132013201320132013 
" 

n Log n
définit une application diagonale 0-radonifiante de 1 dans S. La

condition (3) est aussi nécessaire pour que a soit q-radonifiante pour
un q  dans le cas-où a est positive décroissante. Ce dernier point
résulte du paragraphe 2, 3) ~-

Remarque 1 i S. Kwapien et An Pelczynski avaient déjà démontré dans

que la condition a 
n 

= pour un e &#x3E; 0 était suffisante pourn 

(Itie soit 1-sommante, Ils utilisaient la formule Cste. Log(N-t-l)
ou j- : Ldu 1) J, sans passer par le théorème de Menchov. (}
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Remarque 2 : On a démontré au passage que toute probabilté cylindrique

x1 de 2-type sur est l’image par une application diagonale d’une

probabilité cylindrique À2 sur 12 de 2-type. En fait si l’on suppose
seulement X1 de 0-type, le résultat reste valable, à ceci près évidemment

" 

2
que X2 est maintenant de 0-type sur 1 . En effet À est alors représentée
par fl : c - LO(n,p).

On a d’après l’exposé XXIII une factorisation

D’après la démonstration du théorème, appliquée à h au lieu de fi, le

diagramme se complète en :

Si l’on pose f2 = y , t 9 l’image de la probabilité cylindrique de 0-type
2 1 

2 9
sur 12 représentée par f2 est bien ~. , cqfd.2 l

On a obtenu le résultat suivant : pour qu’un opérateur li-

néaire u de Il dans un espace de Banach F soit 2-sommant (ou 0-sommant)
il faut et il suffit que u ~ p soit 2-sommant pour tout opérateur diago-

2 1
de 12 dans 1 . Le lecteur transposera immédiatement dans le cas d’un

espace L .

2) Cas p quelconque, p ~ 1

a) Soit a : S diagonale. Si a == j3y avec P E 1~ et y 
n 

= 0( Log n
-P &#x3E; 1&#x3E;S on peut factoriser a en ’~.1 2013L-~s avec p diagonale continue~ et

y 0-radonifiante d’après le 1). La condition est donc (el n Logn) E 1P’
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Théorème 2 : Si a est une suite telle que (2) : 1 7la n Log n 1py +m , 9

elle définit une application diagonale 0-radonifiante de Ip dans S lui-
même (1  p :::-~ 00) y Cette condition (2) est aussi nécessaire pour que a

soit q-radonifiante pour un q K p’ lorsque 1  p  +00 , et que a est

positive décroissante. o Ce dernier point 2). 0 

b) Restent à régler les cas : q &#x3E; pi ou p = On sait ([3], exposé
XIV) que l’opération de primitive f ’- Pf, 1 Pf(x) = dt,

est q-rad°nifiante pour q 0 &#x3E; p’.

On va ramener 1%S ou ce qui revient au même lp...._~ ° ~ 1
(avec toujours a ) à cecï q A a E lp, on associe F E LP
définie par 

n 
1 

n a

m

où les k sont des constan-
n

tes à déterminer, les J 
n 

des intervalles adjacents de R (l’extrémité

gauche de J étant 0) dont les longueurs I sont également à déterminer.

On a Si lIon impose k n Î = IJ n ¡-v’p" a p ’ 

n n n " ’ 
n n

(=0 si 0) , F est une isomctne LP (ceci si p  n a ’

si p = + ~, la condition est ~ k n Î = 1) ; puis

; : si l’on prend k n IJ n ~~a n
soit sgn(k ) = sgn(a ) et la 1 (pour p s + -) , on a PF n n n ’n a CJ

’1 cra JI = aa - ; ; les conditions obtenues déterminent les k 
n 

et les J ,
oo b ~ n n

et en autre, si a E lp , les Fa9 a E ip ont toutes leur support dans
, , . , 

a 
, ~ , . p[0, Il a )ÎP/ , ] donc uniformément borné : la topologie induite par L loc (resp

pt oc

sur l’espace engendré par les F (resp les P F ) est celle de Lp
loc a a

(resp Ô’) , et donc le résultat évoqué s’appliqué

, P vThéorème 3 : Si a est une suite de ~ elle définit une application

diagonale a de IP dans S, qui est q-radonifiante dès que q &#x3E; p’ . Cette

condition est aussi nécessaire. Ce dernier point d’après § 2, 1) .

Remarque 3 : Dans le cas p = + 00, on peut raisonner directement : si

a est continue de 100 dans S, on a a E 11 d’après le paragraphe 2, 1).

on peut alors decomposer a : donc Ci. est 1-sommante. La

condîtion ~ ~ a ~ 1 Log n  00 est suffisante pour que G soit q-sommante de 100
dans S, pour q  1, mais on ne sait pas si cette condition est nécessaires
même pour une suite positive décroissante.

n
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Pour p  +00 les conditions suffisantes obtenues qui couvrent

toutes les valeurs de p, et de q sont aussi nécessaires, au moins lorsoue
a est positive décroissante.

§ 4. INTERPRETATION EN TERMES DE SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Nous ne la donnerons que dans le cas p = 1, q = 0, les

autres cas étant analogues,,

Soient n un espace tcpologique, jn une probabilté de Radon
sur a et (X ) une siiite de aléatoires sur cet espace. Si (X ) est

n n

kelle pour tout a dans 1007 n X n converge d;:..ns 

définit une ai é d t 0 ! r e linéaire continue 1 co -+ L (J,}0 ; ; à f

est associée une probabilité cylindrique À de type 0 sur Il (exposé IV).
Si maintenant a est une suite de nombres complexes telle que (3) a = 0( Log nn ogn

alors a définit un opérateur diagonal O-radonifiant de Il dans S, d’après
le théorème 1, et donc cz(À) est de Radon sur S. Il lui est associé la f.a.l.

f 0 a : 1 - &#x3E;Lo(nyp) ; S étant un Banach séparable,

diaprés le théorème 5, § 1 de l’exposé IV, f ,a est décomposée ; c’est

dire qu’il existe 4l : n - S, y-mesurable, telle que pour a 6 S’y

fo = f (a a) a, ~ &#x3E; égalité dans Lo. Pour a = on obtient

X n = donc ~(w) = n X n (w) E Sp.s. ; inversement cette

dernière propriété implique que a(X) est de Radon sur S -d’après le même
théorème de l’exposé IV ; si elle a lieu pour a donnée mais pour toute

suite (X ) de telle que, pour a E z a X converge dans LO
[et ceci quels que soient n et ~i, mais sur ce point, on peut améliorer le

résultat], et si a est positive décroissante, alors, d’après le théorème
1, on a nécessairement 0(-20132013) . rEn effet toute f.a.l. continue

0 
n Logn 1

f : e 0 -«+ L est évidemment de la forme a - E a n X , où °

Enonçons seulement la première partie des résultats :

Théorème 11 : : Si (X ) est une suite de variables aléatoires sur 0 topo-

logique avec p probabilité de Radon, et si cette suite est telle que pour

toute a E 1°’, la série Z a n Xn converge en probabilité, alors la série

Z a X (w) converge p ~ s. dès que la suite (a ) vérifie a = 0( 1
n n n 

~ ~ 

n Log n

: On peut facilement s’affranchi=" de l’hypothèse 0 topologi-
que et p probabilité de Radon sur Si les (X ) sont définies sur un es-

n
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pace mesuré abstrait (Q~(3~)~ on pose Ç~ t = l’image de p par

w --+ (X (w» , les (XI) sont les projections de sur ]R: 1 est topolo-n n

gique ~ )J’ de Radon et on raisonne sur les (xt).
n
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