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XX1V.1

Soit S 1l'espace des sérieﬁ convergentes dans €. C'est
l'espace des suites (an) telles que N+ Z:an a une limite, normé par
N 1
sup|T anl. C'est un Banach (obtenu par transport de structure a partir de
INes%ace c © 1° des suites convergentes) . Nous cherchons a quelles condi-
tions une application diagonale a de 1P dans s (1 < p £ +») est g-radoni-
fiante (0 < g £ +® ). Nous trouverons des conditions suffisantes, qui sont

aussi nécessaires dans le cas p < +®, lorsque o est décroissante.

§ 1. LE THEOREME DE MENCHOV

Il nous donnera une condition suffisante dans le cas p = Z.

1 L'1nega11te de Menchov : Nous étudions préalablement l'injection

canonique 1 c___;SN ; 1l rev1ent au méme dfétudier 1l'opérateur
o : 1;____4? défini par oa—-(Z a ) : en effet “ans = |loal| _ , donc
1 N 1

_ N
ﬁp(j) = np(d). L'opérateur ¢ apparait comme une "primitive discrete".
Dans R, prendre une primitive, peut se ramener a effectuer une convolution
si le support de f est dans R et si f est continue, F(x) = jif(t)dt =
[ Y(x-t)£(t)at = (Y 4£) (x) (Y : fonction de Heaviside).
R

On va créer une situation analogue pour 0. On introduit un

groupe, on le coupe en deux, et on introduit une fonction analogue a Y. Le
L)
emes s

de l'unite

k . . .
exp 2in = SN notée e s pour 0< k<2N-1;so0it G+ :_:{ek:OSks N-1}et h - 1

groupe G sera le groupe multiplicatif des facines 2N

G

+

On normalise la mesure de Haar p de G en donnant a chaque élément la masse
1
2N

Soit'C, : Ll(u,p) - Lw(G,p) la convolution par h. On peut

factoriser ¢ par Ch. 801t d'abord lN _ﬂl__,L (G,p) définie sur les éléments

de base par j. (e, ) = (& ).2N, 0 k < N-1 [11 = 11({0,...,N-1}) pour
17k e N
K !

simplifier les écritures]. On a Hjlﬂ =1 ; et 1'image de lé

Si £ €1'(G .ulG), on a pour e € G_

2N-1 -1

-1 1 N
h(ek.e1 )f(el) = 5% g la cause de

L
2N

oMz +

Ch(f)(ek) = (h f)(ek) =
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k

1'hypothese sur t ] = 12—u v f(e,) [a cause de l'hypothese sur e , et
2N 2 k

de la définition de h]. On retrouve les sommes partielles. Posons donc

0 (o]
o L . y_ . €N . _ . .
j, : L (G, Iy Jz(éek) g, si 0 <kEN-1, 32(6ek) 0 sinon; on a

szﬂ = 1. I1 est clair, d'apres le calcul précédent que ig e Ch ©j; =0
"

—-0000 Sy < s ol e M - .
ly = 1y ; donc nl(s, < iyl nl(Ch) HJlﬂ £ nl(Ch). Reste a estimer nl(Ch) ;

[\8)

on va factoriser Ch par L et utiliser le théoreme de Grothendieck (exposé
XXIII).

Soit g‘le groupe dual (groupe des caracteres) de G ; G est
un sous-groupe du tore T , et 'ﬁ = Z (coefficients de Fourier!) ; donc
8 est le quotient de Z par le sous-groupe des caracteres de T valant 1 e
sur G ; ce dernier est formé des multiples de 2N. Ain.si G = z /2N {0,..2N- 1}

(additif) avec pour dualité <exp 2in % = exp 2ix EN [Gx G - €]. Nous

k
55+ 1>
cherchons a normaliser la mesure de Haar y de G de sorte que la

A
transformation de Fourier soit une isométrie de L2(G,p) sur L2(G,v). En

particulier

o | L ~ . , 2N-1 .
|(S ‘ = = (1) : 6 (1) == £ 6 (e ) <e ,1> =
°k 12(@ an € 2N 0 €% P P
. " ) AN 2N-1 .

?$F-<ek,l> = §%=exp 2in %% ; Née it 5 = (Z --1--20\)(1))1/2 L. EV(O)T/Z

i : ’ k L°(G,v) 1-0 4N V2N
donc v donne a chaque point 1a masse 1.

. AN AA AN
Ceci étant, posons h{l) = moo; Ch(f) = h.f = Ch(f),
N\
Ch est la multiplicstion diagonale par (m ); on peut écrire
/\ v | e = - .
_ _ ¢ | N ! ( y . ’ .oge - -
h(1l) = my = ‘Vlml’)t’!mll sgn\ml)) = hlkl),hz(l) ; d'ou Ch = Chl*ho =
C

C - C L, " 1™(6,p

h, h, ° N ’

2 1 /

(,;\ /¢
1\
LZ(G,p)

0 Tore 0O b “hov "™ H i'zz iy ir A = 1 2

n a alnrs gdhﬂg R Lo . Ahi“ 2 A I ,ml;) pour = ou 2.

A L™ vG,p) L7(G, v)

Tar ailleurs, dtapros l'expos¢é XXIIT, il exisie une constante universelle
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A telle que 7, (C ) < Al|c (Théoreme de Grothendieck). D'ou,
1

hl\l

m (C) s m (C ) HCh |l < A2 |m calculons Zlmll. D'apres (1)

s

1 2 ._ 1N
N-1 1 - exp 2in 5%
1 .kl 1 2N . .
m, = ¥ == exp 2in 5% = == . si 1 £ 0 ; on sait que
1 k-0 2N 2N 2N 1 2in 1
= - exp 2irn 5
’1 - elel = 2sin % - %g si0s0o<sn,; = %{n-—e] sintn<#9o < 2n. Donc
Im | s 2~ pour 11 sN-1, |m|s2: L siNs<1s<o2n-1; dod
1 21 . ’ 1 2 2N-1 ’

2N-1
z |mll < 2(1-+% ot %) < C. Log(N+1) ou C est indépendante de N.
1=0

Ainsi nl(j) = nl(o) < A.C.Log(N+1).

Cette inégalité a été démontrée par S. Kwapien et A,
Pelczynski dans [1]. On en déduit aisément une nouvelle inégalité: si
maintenant a est une application diagonale de 12

2 7 1 J N
riser : lN A,lN/ > SN , donc

dans SN, on peut facto-

N
nl(a) < ||| nl(j) < AC(ZT lanlz)l/z Log (N+ 1)
n=1

C'est 1'inégalité de Menchov.

Remarque 1 : Nous avons écrit des majorations de nl(j), ou nl(a)
en fait d'apres 1'exposé XXIII, on a des majorations identiques pour

Kp(j) ou np(a), -1 < p £ 2, en changeant simplement A.

Remarque 2 : Le raisonnement précédent montre que si G est un groupe
compact abélien, p sa probabilité de Haar, on a pour un opérateur de

convolution de Ll(G,p) dans L”(Q,p) : n,(C) s AT
17h 166

les coefficients de Fourier de h. On a aussi une inégalité en sens inverse

|m1|, ou les (ml) sont

supposons Ch 2-sommant de Ll(G,u) dans ﬂx(Q,p) ; 1l'opérateur

C
L2(G,pL___£_¢ Ll(G,p) h : L7 (G,p) J L2(G,u) composé de deux

opérateurs 2-sommants, est nucléaire d'apres Pietsch [2] et cet opérateur

étant diagonal dans la base formée par les caracteres
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Elm | = N ToC oD s 7, (D 7,(C) s 7, (C).

2) Théoreme de Menchov : Considérons maintenant une application diago-

nale 12_~_i_¢ S. Nous allons procéder a un '"découpage en tranches exponen-

tielles'" qui va permettre une juxtaposition commode pour les inégalités
de Menchov. Pour N € N, posons I = (2N, 1,2N+1] C N .Soientn € N\{0} et

N tel que n € IN. On a alors, pour a € l2
1% aalsz s | R P K

(2) L aa | < I T oa |+ | T aa| s £ |Z aa |+ cal )
k-1 K koo KT, Kk oMy KR ko KET, kk S(Iy)

ou S(IN) désigne 1l'espace des suites indexées dans I avec la norme de S,

N’

et ou ca est identifiée d sa restriction a I D'apres Hélder, la premiere

N
somme est

N-1 1 l l -+m| 1 12 1/2 0 2] I 1/2
T — (K+1)| T «a,a, | | T |=— r (K+1) T a a
K-0 K+1 kGIK k 'k K=0 K+1 K-0 k:IK k 'k

Le deuxieme terme de (2) est inférieur ou égal a
® ) 1/2
Zdﬂaan S(1) , d'ou, en passant au sup sur n :

+ ©
3 Jleal|2<8® ¢ |2 5 aa |?4)|aal? :l
S K=0 133 kk S$(Iy)

Soit. pour K € N, V, le sous espace de Cx S(IK) formé des

K

couples (c,(dk)kEI ) tels que ¢ = (K+1) T d_, avec la norme induite par

K kel

K

2 2 2
H(c’(dk)kGI W = el + H(dk)us(l )
K K
Ensuite posons u, = (v, ,w )'l2 - V_ avec
P K= kYK K
VK(a) = (K+1) ¢ @ a, WK(a) = (akak)REIK

kElK
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Démontrons un lemme

Lemme : Soient E un espace de Banach, (FK) une suite d'espaces normés
et pour chaque K soit U € nz(E,FK). On a pour l'opérateur u = ZluK de E
dans 12(FK)

7y () s (Z(RZ(uK))2)1/2

Démonstration : D'apres le théoreme de Pietsch (exposé II), on peut

trouver pour chaque K une mesure =2 O Hg sur la boule unité de E' telle que
¥x €E ||u (x)H2 < [l< £ 2ap, (9)
K x’ ’J'K ’
2
et HpKH = (nz(uK)) .
2 2 2
On a : ||ju(x)|® = ZHuK(x)H < “<x,%>| d(ZpK)(B), donc
(th(u))2 < HZMKH < Z(Rz(uK))z, ce qui démontre le lemme.
Appliquons d'abord le lemme a u,. Nous aurons :

K

(nz(uK))2 < (xz(VK))2+v(n2(wK))2. Mais v, est de rang 1,

donc n,(vp) = HVKH, et d'apres 1'inégalité de Menchov
(r,(u))? s (K12 £ Ja, |302c (Log(2®+ 1))% 5 [a |2
2K k k
kel kEIK

< (A% 15 Ja |?2(1 +Log k)2

l
k
kel

Appliquons maintenant le lemme a 1'opérateur u = T u, de 12 dans 12(VK), en

supposant o
= Iak|2(1+Logk)2< ©
k=1
0
(zrz(u))2 < (A%¢%. 1) Ezllak|2(1+Logk)2< w

1/2

2
¢ C'est l'espace des suites (xK), avec x. € Fp, muni de la norme (ZHXKH )
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Mais 12 est un Hilbert, et 12(VK) réflexif (les VK sont de

dimension finie). Donc, d'aprés les exposés V et IX, u est O-radonifiante
de 12 dans 12(VK) lui-méme. Par ailleurs (3) prouve 1'existence d'une
application continue z de 12(VK) dans S, telle que o = zo u [si X € 12(VK),
les termes de zx dans la tranche I, sont donnés par la deuxieme projection

N
de la projection de x dans VN ]. Donc a est aussi O-radonifiante ; en ré-

sumé
+&0

Théoreme de Menchov[3 1:Si la suite a vérifie M2 . T |ak12[1-+Logl(]2<-+m,
k=1

elle définit une application diagonale O-radonifiante a de 1° dans S lui-

méme ; et il existe une constante universelle H telle que nz(a) < H.M.
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