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XXIII.1

Nous avons vu dans 1'exposé XXII que 2 C I 1 - Nous allons
L

reprendre ce résultat pour une classe un peu plus large d'espaces, intro-

duite par Lindenstrauss et Pelczynski [2] :

On dit qu'un espace de Banach E est un espace ££ , 1 =ps @
1 £ A< «, si pour tout sous-espace X de dimension finie de E, il existeun
entier n, et un sous-espace Y de E de dimension n, contenant X, et tel que
d(Llﬁ)s A. "

Théoreme 1 : Pour tout nombre réel p tel que -1 < p < 2, il existe une

constante Cp telle que la propriété suivante soit réalisee :

) e s . 1
Pour tout opérateur linéaire continu v d'un espace £X dans

un espace gquasi-normé F, on a

np(v) < A Cprtz(v)

Démonstration : Nous avons vu dans 1'exposé XXII que 2 € I 1 Soit p

tel que -1 < p £ 2, Par un argument standard, il existe une c%nstante

Cp telle que 1'on ait pour tout F et pour tout v ¢ nz(ll,F) :

xp(v) % Cpnz(v)

Soit maintenant v un opérateur linéaire 2-sommant d'un
espace S; E dans un espace quasi-normé F. Soient (Xl"°"xm) des élémenﬁs
de E, X le sous-espace de dimension finie de E engendré par ces vecteurs,

n un entier et Y un sous-espace de E, de dimension n, contenant X, et tel
que d(Y,li) < A. Soit j un isomorphisme de 13 sur Y, tel que HjH Hj-ln < A,
et désignons par vy la restriction de v.a Y. Considérons la factorisation
suivante pour v, :

1

-1 . .
j i n j v
Y .1 Sk 1 !

1 1
rd n > —> n

ou i et n sont Jes injections et projections canoniques. On aura

o -1 . -1y o
,.p(‘rl) < HJ A Np(vlo Jo Tt) < Cp HJ !‘Rz(vlo J o /L)
i

| .= A 3
< CphJ ‘ gJan(vl) < kanz(v)
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On peut donc écrire pour les éléments (xi), contenus dans

(zllv(x.) p)l/p < AC n_(v) (2|< .y >|p)1/p’
ol JE N N

Soit np(v) < A(&)nz(v), ce qui acheve la démonstration.
Corollaire : Tout opérateur linéaire continu d’un espace &; dans un
espace LP(Q,u), 0 < p < 2, se factorise par LZ(Q,p) et la multiplication

par une fonction de Lr, i/p = 1/2 +1/r.

(Notons qu'un espace C(K) est un espace &; pour tout A > 1).

Démonstration : Soit E un espace S;. D'apres (3], théoreme III, son

dual est un espace £1 pour un certain A'., Il suffit donc d'appliquer le

théoreme précédent, et la remarque 2 et le théoreme de 1'exposé XVII.

Nous en venons maintenant a la deuxieme forme du théoreme

de Grothendieck

Théoreme 2 : (cf.[1] ou [2])

Pour tout nombre réel p tel que -1 < p < », il existe une
constante Kp telle que la propriété suivante soit réalisée : pour tout opé-

rateur linéaire continu v d'un espace £i dans un espace de Hilbert H, on a :
n_ (v) < AK HV”
p P
En raisonnant comme dans le théoreme 1, il est clair qu'il
suffit de montrer que 1'on a pour tout opérateur v € £(11,H)
ﬂp(V) < KPHVH. Ce résultat découlera immédiatement du théoreme 1 et du

lemme suivant

Lemme : Soit‘y2 la probabilité de Gauss normale sur R. Pour tout opéra-

teur linéaire v de 11 dans un espace de Hilbert, on a

7 (0 5 (vl vl ) 7H
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Démonstration : Considérons 1'espace de Hilbert H'. D'apres 1'exposé V,

remarque 2, il existe un espace de probabilité (Q,u) et un opérateur
linéaire continu u de H' dans LO(Q,p) tel que
a) u est un plongement isométrique de H' dans Ll(Q,p)

b) u est continu de H' dans LZ(Q,M) avec une norme A, = HY2H2(HY2H1)

Par transposition, on voit queiﬁ identifie H a un quotient

@ t . .
de L (Q,n) et “u admet la factorisation :

o Y12 Y2
L (Q,p)__....__;L (Q’P)——-———+H ’

ou lwyll = A,, et w, est 1'injec§ion canonique. Soit maintenant v un
opérateur linéaire continu de 1° dans H, ce qui équivaut a la donnée d'une
suite (xn) d'éléments de H, telle que {xnﬂ < llv]| (1les x sont les images
des vecteurs de base de 11). Puisque H s'identifie a un quotient de
Lm(Q,p); on peut trouver pour tout £ > 0 et tout entier n un vecteur ?h
de 1L7(Q,p), tel que tu(%’n) = x, et H%ﬁﬁ < (1-+8)Hxnﬂ. Cette suite

§n permet de définir un opérateur ¥ de l1 dans Lm(Q,p), tel que v = tUo v;
et |¥]| = (1+¢&)|v]|]. On a alors :

vﬂnz(wl)

"2(V) < HVHﬂz(tu) < (1+ s)A2 |

< (1-+8)A2 HVH,

pour tout & > 0, ce qui démontre le lemme.

Nous allons maintenant nous intéresser aux plongements
d'espaces de Banach dans des espaces Lp, O = p £ 2. Nous introduisons quel-
ques notations : si E est un espace de Banach, nous désignerons par KE

1'ensemble des réels q € ]0,2] tels que E soit de type q.

Nous désignerons par JE i'ensemble des réels p € ]0,2] tels
qu'1l existe un espace de probabilité (Q,p) et un plongement u de E dans
1P(Q,u) (c'est a dire que u est un isomorphisme entre E et u(E)), avec la
propriét¢ suppléementaire que sur u(E), les tcpologires induites par 1P,
et L°(Q,p) coincident.

Théoreme 3 : Soit E un espace de Banach de dimeasion infinie plongeable

dans un espace L°{Q,p). On a
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Si E vérifie 1'hypothese d'approximation métrique, ou si

E est plongeable dans un espace Ll(Q,p), on a en fait

Démonstration : Soit u un plongement de E dans un espace LO(Q,p). Sup-

posons que ¢ € Kg, c'est-a-dire E de type q. D'apres 1'exposé XII,

propositions 6 et 7, 1l'opérateur u admet la factorisation :

et

T
E SLi@,n) & 1%,

I1 est clair que u, est un plongement de E dans LL(Q,p).

1
D'autre part, les topologies induites sur u,(E) par Li@Q,p) et L°@,w)

coincident. En effet, soit (xn) une suite d;éléments de E telle que
(ul(xn)) tende vers zéro en probabilité. Alors u(xn) = g.ul(xn) tend aussi
vers zéro-en probabilité, donc (xn) tend vers zéro dans E puisque u est

un plongement, donc ul(xn) tend vers zéro dars LY(Q,p). On a donc vu que
KE c JE'

Supposons maintenant que p & JE. I1 existe un espace de probabilite
(Q,n), et un plongement u de E dans LP(Q,p), tel que sur u(E) les topolo-
gies de LP(Q,n) et L°(Q,n) coincident, donc aussi les topologies de
LP(Q;p) et LP7¥(Q,pn). On en déduit que u{E) est de type p d'apres 1'exposé
X-XI, proposition 2, donc E est également de type p, puisqu'isomorphe a

u(E) ,
On a donc : K, =Jd

Supposons a nouveau que q € Kg, et soit p tel que 0 < p < gq.
D'apres 1'exposé XV, théoreme 2, tout opérateur linéaire continu de E dans
un espace LP(Q,p) se factorise par Lq(Q,p) et la multiplication par une
fonction de L'(Q,p), 1/p = 1/ q + 1/r. On en déduit que q € Ig, d'apres
le théoreme de 1'exposé XVII (avec interversion des réles de E et E!

voir la remarque 1 de cet exposé).

On a donc dans tous les cas



XXIII.5

Soit maintenant p € I (donc p < 2 puisque E est de dimen-

19
sion infinie d'apres la remarque 1, Exposé XXII), et supposons que E ygpi-
fie l'hypothése d’'approximation métrigue, ou que E soit plongeable dans un
espace LI(Q,p)‘ Scit u un plongement de E dans L°(Q,p) ou dans Ll(Q,p)
suivant le cas. \

Si p < 2, on peut trouver q > p tel que q € Ias d'apres
le corollaire 3, exposé XXII. Si p = 2, nous prendrons q = 2. D'apres le
théoreme de 1'exposé XVII, l'opérateur u se factorise par Lq(Q,p),
u = Tgo u,, et d'apres un raisonnement que nous avons déja fait, 1'opéra-
teur u, est un plongement de E dans L2(Q,p), donc E est de type p d'apres

les résultats de 1'exposé X-Xi, et ceci acheve la démonstration.

Nous allons maintenant démontrer le théoreme principal de

l1'article [4] de H. P. Rosenthal.

Théoreme 4 : Soient (Q,u) un espace mesuré (quelconque) et E un sous-
espace de Lp(Q,p), 1 < p < 2. Une (et une seule) des conditions suivantes
est réalisée

a) Il existe un nombre q > p tel que E se plonge dans Lq(Q,p).

b) Pour tout £ > 0, il existe un sous-espace Y de E, (l+e)-isomorphe

a lp, et une projection P de norme < 1+ ¢ de LP(Q,p) sur Y.

Démonstration : Si E est de type p, on a p € Ip, d'apres le théoreme 3,

et il existe un q > p tel que q € Ip: d'apres le corollaire 3, exposé XXIT.
D'apres le théoreme de 1'expcsé XVII, 1'opérateur d'injection de E dans

LP(Q,p) se factorise par L4(Q,p), donc E se plonge dans Li(Q,p).

Supposons que E ne soit pas de type p, et que p soit une
probabilité. La condition b) est alors vérifiée d'apres la proposition 4
de 1'exposé XVIIL.Lorsque p est c-finie, on se ramene immédiatement au
cas précédent, car LP(Q,u) est alors isométrique a LP(Q,y), pour une

certaine probabilité vy
Supposcns u quelconque, et supposons que E ne soit pas de

type p. 11 existe pour tout entier n une suite (y?)i de vecteurs de E (dont

un nombre fini seul ement sont non nuls) telle que

. 1 IR, ¢ 1] 1/
(R ) q‘\!zi y? £ (TN YT 2 nz yPH /P



XXIII.6

our € ]0,1[ est fixé, et ou (fi) est une suite de variables aléatoires
indépendantes p-stables équidistribuées. Pour chacune des fonctions y?,

n

1'ensemble A, = { ly?l> 0} est o-fini, c'est-a-dire réunion dénombrable

d'ensembles intégrables. Posons A = i@n A? , et désignons par F le sous-
espace de E formé des fonctions g telles que {Ig] > 0} € A. Le sous-espace
F n'est pas de type p d'apres les relations (Rn), et la mesure X pH est
o-finie. D'apres la premiere partie, il existe un sous-espace Y de F, (donc
de E), (1+e)-isomorphe a 1P, et une projection P, de norme < (1+¢) de
LP(Q,xAp) sur Y. Mais il existe aussi une projection évidente P2 de norme

< 1 de LP(Q,p) sur Lp(ﬂ,xAp), ce qui acheve la démonstration.
Remarque : L'énoncé du théoreme 4 reste valable pour un sous-espace
de LP(Q,p), 0 < p < 1, a condition de supprimer dans b) 1'existence d'une

projection P de LP(Q,p) sur Y.

Corollaire : Soit (Q,u) un espace mesuré. Si E est un sous-espace réfle-

xif de Ll(Q,p), il existe un nombre q > 1 tel que E se plonge dans Ly, .

Démonstration : L'espace E, étant réflexif, ne peut pas contenir un

. 1
sous-espace isomorphe a 1.
Citons également le résultat suivant

Proposition : Soient (Q,p) un espace de probabilité, et E un espace de

Banach plongeable dans LO(Q,p), vérifiant 1'hypothese d'approximation mé-

trique, et tel que :

lim inf d(X,17) = + =
n-o XcE' n

Il existe alors un nombre q > 1 tel que E se plonge dans Lq(Q,p).

Démonstration : La condition de la proposition implique que 1 € IE' ,

d'apres le corollaire 1 de 1'exposé XXII. Il existe donc un nombre q > 1

tel que q € I d'apres le corollaire 3 de 1'exposé XXII. Puisque E vérifie

E?
1'hypothese d'approximation métrique, le plongement de E dans LO(Q,p) se

factori se par LYQ,p) d'apres 1'exposé XVII, d'ou le résultat.
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