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XXII.1

Nous allons poursuivre 1'étude de 1'ensemble IE’ défini
dans 1'exposé précédent. Nous donnerons tout d'abord quelques corollaires
du théoreme de 1'exposé précédent. Lorsque q = 1, ce théoreme prend une

forme particulierement sympathique :

Corollaire 1 : Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes

sont équivalentes
a) 1¢Ig

b) Pour tout & > 0 et tout entier n, E contient un sous-espace (1 + ¢)-

I [o]
isomorphe a ln.

(Démonstration immédiate : si u et v sont les opérateurs de 1: dans E et
de E dans li fournis par le théoreme, on prend F = u(li). Les opérateurs
u et v restreints a F sont alors des isomorphismes entre F et 1:, et
a(r,1%) < Julllu”t] s ulllivl < 1460

-Autrement dit, en dehors des espaces qui contiennent des
12 pour tout n, tous les Banach vérifient une "conjecture de Pietsch for-
te", c'est-a-dire que ﬂl(E,F) = ﬂp(E,F) pour tout p tel que -1<p < 1
et tout espace quasi-normé F. Si E' vérifie 1'hypothese d'approximation
métrique, on peut dire également d'apres le théorémg de 1'exposé XVII que
tout opérateur linéaire continu de E' dans un espace Lp(Q,p), 0sp<s1,
se factorise par Ll(Q,p) et la multiplication par une fonction de

L, 1/p = 1+ 1/r.

Corollaire 2 : Soit E un espace de Banach. S'il existe un réel q =2 1

\ 1]
tel que toute suite sommable dans E (xi) vérifie Ehxinq < @, on a :

]09Q[ c1I
E

Démonstration : L'espace des suites sommables sur E est un Banach pour

la norme sup HZ £ xiH.
e.=%1
i
D'apres le théoreme du graphe fermé, 1'hypothese du
corollaire implique l'existence d'une constante C telle que 1l'on ait pour

toute suite sommable (Xi)
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(=l )12 < ¢ o, iz x|
-

Soit p < q, et supposons que p £ IE' On peut alors supposer
p =2 1 d'apres la conjecture de Pietsch. D'apres le théoreme de 1'exposé
'
XXI, on peut trouver pour tout entier n deux opérateurs u et v, de lﬁ

dans E et de E dans 1: respectivement, tels que

HuH =2 HVH <1 ; veuest 1'injection de lﬁ'dans 1:.

1]
Soit (ei) la base canonique de 1§ , et posons x, = u(ei).

Nous aurons :

bl = Vel = llegll = 1, aone  (g]x,|2H /2" = o9

D'autre part
I2e;xll = u@e; epll s 2[ze, effl = 2n™/e

Nous devons donc avoir pour tout n

'
nl/q' < 2C nl/p

b
ce qui est impossible puisque 1/p' < 1/q'.

Remarque 1 : En général 1'hypothese du corollaire 2 n'implique pas que
q € IE. Cependant, je ne connais pas de contre-exemple pour gq = 2.

!
(Alors que pour 1 < q < 2, LY fournit un contre-exemple) .

Signalons aussi que l'on a toujours IE c ]o0,27] pour un
espace de Banach de dimension infinie. En effet, si q € IE’ q > 2, on a
nq(E,F) = ﬁl(E,F) pour tout F, donc d'apres le théoreme de 1'exposé XVII,
toute suite sommable (xi) sur E (qui est en particulier une suite scalai-

1 , .
rement 1°) peut s'écrire :

- q'
x; = a;y, , avec (ai) €1+,

et ou (yi) est une suite scalairement lq, donc bornée. On a donc
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' .
ZHxin <® , et q' < 2. Or cela contredit le théoreme de Dvoretsky-Rogers,
qui indique que si E est un Banach de dimension infinie, on peut trouver

pour tout p < 2 une suite sommable (x,) dans E telle que ZHxin —

Corollaire 3 : Pour tout espace de Banach E de dimension infinie 1'en-

semble I, est un segment ouvert, ou est égal a J]o,2].

Démonstration : Il est clair que IE est un segment, contenu dans 10,2]

d'apres la remarque 1. Supposons que IE = ]0,q], avec q < 2. Soient € > 0
et n entier donnés. On peut trouver un a > 0 tel que 1l'injection j de
lg+a dans lg ait une norme < V1 +¢ . Par hypothese q+a ¢ IE. On peut

(q+a)?!
n

donc trouver deux opérateurs u et v, de 1 dans E et de E dans 1:,

tels que
lull = five s vl s 1

(q+ o)

Vo u est 1'injection de 1 n dans 12 .

Alors u =u e Jj, vy =V donne un couple d'opérateurs de
1
lg dans E, et de E dans 1: , tel que

Hu \ < 1l+e HVIH <1

1l

Vlo ul

couple pour tout ¢ > O et tout entier n, on en déduit que q £ IE d'apres

1
est 1'injection de lg dans 1: . Puisque 1'on peut trouver un tel

le théoreme de 1'exposé précédent, d'ou une contradiction qui acheve la

démonstration.

Remarque 2 : Le cas ou Ip = ]0,2[ se présente effectivement. On peut
prendre par exemple pour E 1'espace d'Orlicz LQ([O,l],dt), avec

2(t) = tLog(t+ 1) .

Théoreme 1 : Soient E un espace de Banach, p et q deux nombres réels
tels que 0 < p < q. Si on a pour tout espace quasi-normé F
ﬂq(E,F) = np(E,F), on en déduit : q € T

Ce théoreme résulte immédiatement de la remarque 3 de 1'ex-
posé XXI. Cependant nous allons donner un énoncé plus précis, et une démons-

tration qui n'utilise pas le lemme de Rosenthal.
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Théoreme 1 bis : Soient E un espace de Banach, p et q deux nombres réels

tels que O < p < q, et C une constante telle que l'on ait pour tout espace

quasi-normé F et pour tout opérateur v € nq(E,F)
n(v) £ Cn (v)
p q

Soit s un nombre réel tel que O < s < p < q. Définissons
un nombre 6 € J]0,1[ par 1/p = (1 - 8)/s + 6/q. On a alors pour tout

espace quasi-normé F et pour tout opérateur v € ﬁq(E,F)

ns(v) < Cl/(l_e)

nq(v)

Nous démontrerons d'abord un lemme :

Lemme : Soient s, p, q, 6 comme précédemment, F un espace quasi-normé,

. e . . S/~
u un opérateur linéaire continu de F dans un espace L (Q,p). On a :

‘ 1-6 9
Cs,p(u) < ||l (Cs,q(u))

Démonstration : Posons 1/s = 1/r + 1/q, d'ou

1/p = (1-8)/r + 1/q ; 1/s =0/r + 1/p

Par définition de C q(u), on peut trouver une fonction ¢ 2 O telle que :
,

r . u(x) q 1/q
f(p du< 1l ; ¥x€EF (‘“TI dp) s Cs’q(U) || x|

On peut écrire par ailleurs :
p(A=2)
I“—;—’é‘llp = (Ju %™ % . (ll‘-;,i’lql

On en déduit, d'apres 1'inégalité de HBlder (puisque p(1-0)/s + p8/q = 1),

8/q
y

pour tout x € F :

® _9 ,
(GIEEPays ([luto [Saw =078, (| 42| ¢/

< ful =%, ) ® x|
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Or I(@e)r/edp <1, et 1/s = g/r + 1/p. On en déduit bien

1-
Cy o = [lu] e(CS’q(u))e

Démontrons maintenant le théoreme 1 bis : d'apres le
théoreme de 1'exposé XVII, il suffit de montrer que toute suite (xl,...,xn)

sur E admet la décomposition X, = a;¥y,, avec :
r * 1/1-8 *
Elog ™ s 15 ol = P lapiy

I1 suffit donc de montrer que pour tout entier n et pour

’ 3 ’ . o S
tout opérateur linéaire continu u de E' dans ln’ on a :

¢y w = ¢

Soit donc u un opérateur linéaire continu de E' dans 15. Nous noterons
lﬁ = L5(Q,p) pour des commodités d'écriture. Par définition de CS p(u),
’

on peut trouver une fonction Yy telle que

J»Nlr/edp <1; ¥x¢€E (JlEéEl'Pdp)l/P < Cs,p(u) 1Bl

Considérons maintenant 1'opérateur uy de E' dans LP(Q,p)
u(x)
v
pour tout F et tout v € ﬂq(E‘F , on dedult du théoreme de 1'exposé XVII

défini par ul(x) = Puisque 1l'on a par hypothese n (v) < qu(v)

C (u) =< clull =c.c_ (w
p’q 1 \| 11 s,p

Il existe donc une fonction x telle que

_ o u, (x) 1
[l Pa s 1y wxer (1A% @lx|

< C.Cs’p(u)HxH

¢ Dans ce théoreme, on suppose que E' vérifie 1'hypothese d'approximation
métrique lorsque p < 1. Une distraction coupable nous a fait oublier de

signaler que les conditions b) et c¢) de ce théoreme sont toujours équiva-
lentes, car 1P vérifie 1'hypothese d'approximation métrique. C'est ce que

nous utilisons ici dans le cas p < 1.
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On a alors en posant 9 =YX

I|¢lrdp <1 ; ¥x¢BRE (X'Eézllqdp)l/q < C.CS p(u) Hx” ,

’

d'ou C_ (u) < C.C_ (u), et d'apres le lemme
s’ S’p

1-
Cs,q(u) < ¢ ul e(Cs’q(u))e

Mais CS (u) est fini puisque u est de rang fini, et 1'on obtient
,

‘1.—6

(Cs q(U))lne < Cl|y , d'ou le résultat.
?

Théoreme 2 : Si E est un espace de Banach de cotype 2 (cf. exposé VII),

on a 2 € IE'

Démonstration : D'apres le théoreme 1, il suffit de montrer que 1'on a

ﬂz(E,F) = ﬂp(E,F) pour tout p € ]1,2] et tout espace quasi-normé F. En
fait il suffit de se restreindre au cas ou F est un espace de Banach, et
méme si 1'on veut un espace de Hilbert, puisque tout opérateur 2-sommant de

E dans F admet la factorisation (cf. exposé II)

E_" JH SF

ou H est un espace de Hilbert et u € ﬂz(E,H).

Nous avons démontré dans 1'exposé VII, corollaire 2 du

théoreme 2 que si E est de cotype 2, on a pour tout espace de Banach F :
nz(F,E) = nq(F,E) pour tout g tel que 2 < q < =

On en déduit aussitdét, en utilisant 1'adjonction des idéaux

d'opérateurs (cf. exposé XIII et exposé XVI, remarque 1.6)
¥F jq,(E,F) = J,(E,P.

Or on a toujours 72 =T (cf. [2]) et jq' c ﬂq,, donc :

2
¥ F, ¥ q € [2,=[ s nz(E,F) = nq!(E,F),

d'ou le résultat.
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Remarque 3 Nicole Tomczak-Jaegermann a donné dans [3] des exemples non

triviaux d'espaces de cotype 2

¥ .
1) Si E est une C -algebre (non nécessairement commutative !), son

dual E' est de cotype 2.

2) Soit H un espace de Hilbert, et soit S (H) le sous-espace de

£(H,H) formé des opérateurs u tels que Tr(utr)p/2< o, L'espace Sp(H) est
de cotype 2 pour 1 = p < 2, et de type 2 pour 2 < p < ®,

Nous allons donner maintenant une forme du théoreme de

Grothendieck. Nous verrons d'autres formes dans 1'exposé suivant.

Corollaire (cf.[1]) : On a pour tout espace quasi-normé F, et pour

tout réel p tel que -1 < p = 2
1
ﬂz(Ll,F) = ﬂp(L ,F)

En effet, Ll est de cotype 2 d'apres 1'exposé VII.
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(2] A. Pietsch : Absolut-p-summierende Abbildungen in normierten
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